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УДК 519.6 

Бомба А.Я., Крока Л.Л. 

ЧИСЛОВИЙ МЕТОД КВАЗІКОНФОРМНОГО ВІДОБРАЖЕННЯ 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ІДЕНТИФІКАЦІЇ КОЕФІЦІЄНТА 

ЕЛЕКТРИЧНОЇ ПРОВІДНОСТІ ЗА ДАНИМИ ТОМОГРАФІЇ 

ПРИКЛАДЕНИХ ПОТЕНЦІАЛІВ 

Анотація. На основі числового методу квазіконформних відображень 
запропоновано алгоритм реконструкції коефіцієнта електричної про-
відності за даними томографії прикладених потенціалів. 

Ключові слова: томографія прикладених потенціалів, квазіконформні 
відображення, регуляризація, ідентифікація. 

Вступ. Важливою проблемою скринінгу (зокрема і в онкології) є комп-

роміс між інформативністю скринінгових досліджень та потенційною 

небезпекою для організму пацієнта від використання інвазивних засо-

бів. Крім того, будь-якому методу притаманні свої обмеження, а конст-

рукція й особливості функціонування більшості традиційних технічних 

засобів спричиняють низку обмежень, пов'язаних зі станом здоров'я 

пацієнта та його антропометричними даними (наявність металевих про-

тезів, кардіостимуляторів, надмірна вага тощо часто стають причиною 

відмови від томографії) [1]. Альтернативним засобом скринінгу є томо-

графія прикладених потенціалів (ТПП або електроімпедансна томогра-

фія) [1], яка в якості зондуючого агента використовує електричний 

струм. Діагностична цінність методу зумовлена тим, що різні біологічні 

тканини характеризуються діапазоном характерних значень електрич-

них властивостей [2]. Зокрема, доброякісні та злоякісні новоутворення 

мають аномально-високу провідність, що дозволяє їх локалізувати. По-

при явні переваги методу та те, що перші роботи присвячені практич-

ним схемам розв’язання відповідних задач реконструкції, були опублі-

ковані ще у 80-х роках ХХ ст. [3], на даний час зображення, одержані за 
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даними ТПП, ще не володіють високою роздільною здатністю, що в 

свою чергу уповільнює впровадження ТПП у медичну практику, та 

вимагає розробки нових і вдосконалення існуючих методів опрацюван-

ня експериментальних даних. 

Математична модель ТПП. Нехай G  – двовимірна область, що відпо-

відає деякому томографічному перерізу, обмежена гладкою замкненою 

кривою {( ): ( ), ( )}G x,y x x y y  = = = , де ( ), ( )x y   – L -періодичні 

визначені функції, 0 L  .  

Припустимо, що для томографічного перерізу G  було проведено 

p N  експериментів, 
( )p

zG (див. рис. 1, а) – відповідні їм фізичні поля, 

для яких ,p p p pA B C D – контактні поверхні ( ), , ,p p p pA B C D G . Ін-

жекцією струму через G  керуватимемо через набір  1 ,p 2 3 4, ,p p p   , де 

( ) ( )( )1 1, ,p p

pA x y =  ( ) ( )( )2 2, ,p p

pB x y =  ( ) ( )( )3 3, ,p p

pC x y =  

( ) ( )( )4 4,p p

pD x y = . Зокрема, 
10 ,p p

s s L − −  де 1,4s= . Відповідні 

границі для кожного експерименту позначатимемо через 
( )pG . 

У даній роботі під моделлю шунта для ТПП (shunt model) [4] роз-

глядатимемо задачу на відшукання функції ( , )x y =  за умови іден-

тифікації коефіцієнта електричної провідності (КЕП) ( , )x y = : 

( )grad 0, ( , )div x y G  =  ,                            (1) 

( )

( ) ( , ),p

p

pG
f x y


=   ( )( )

( )
( ) , .p

p
p

G
g x y

n







 =


            (2) 

Тут 0, ;p p= n  – одиничний вектор зовнішньої нормалі; 
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( )

*

( )

* ( )

( )

, ( , ) ,

( , ), ( , ) ,
( , )

, ( , ) ,

( , ), ( , ) ;

p

p p

p

p p

p p

p p

p

p p

x y A B

x y x y B C
f x y

x y C D

x y x y A D









 

 

=





 

( )

( )

( )

( )

, , ( , ) ,

0, ( , ) ,
( , )

, , ( , ) ,

0, ( , ) ;

p

p p

p p

p p

p p

p p

q x y x y A B

x y B C
g x y

q x y x y C D

x y A D

 



=


 

 

( , ),p x y ( , )
p

x y , ( , )q x y , ( , )q x y – визначені неперервні монотонні 

функції ( ( ) *

* ( , ) ,
p

p px y     
( )

*( ( ), ( )) ,
p p

p

A A px y   =  

( ) *( ( ), ( )) ;
p p

p

D D px y   =
( )

*

* ( , ) ,
p

p px y    )
( )

*( ( ), ( ))
p p

p

B B px y   = . 

 

а)                                         б) 

Рис. 1. Фізична (а) та відповідна їй область квазікомплексного потенціалу (б) 

Увівши функцію течії ( , )x y = , комплексно спряжену до 

( , )x y = , відповідно, перейдемо від (1), (2) до серії більш загальних 

крайових задач на квазіконформні відображення фізичної області 
( )p

zG  

на область комплексного потенціалу 
( )pG (рис. 1, б) за умови ідентифі-

кації коефіцієнта електричної провідності (КЕП) ( , )x y = : 

( ) ( ) ( ) ( )

, ,
p p p p

x y y x

   
 

   
 =  =−
   

                       (3)

 



Серія прикладна математика, випуск 11 (20), 2014 

 27 

( ) ( ) * ( ) ( ) ( )

* , , 0, ,
p p p p

p p p p

p p p p p

A B p C D p A D B C
Q     = = = =    (4) 

( )
( ) , , ,

p
p

p p p p

MN

Q M A C N A D
n





 =  
  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ), , ,

p p p p

p pp p

B C A Dx y x y   = = ,                     (5)

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ), , , ,
p p p p

p pp p

C D A Bx y x y   = =                      (6) 

де 
( ) *

*{ ( , ): ,p

p pG     =   ( )0 }pQ  ,
( )

( ) ( , ), ;
p

p p

AL

L q x y L A B =   

( )

( ) ( , ), ;
p

p p

CL

L q x y L C D = 
( ) ( )0 ( , ) ,

p px y Q 
( )

( ( ), ( )) 0,
p p

p

A Ax y   =

( )
( )( ( ), ( )) ;

p p

p
p

B Bx y Q   =
( ) ( )0 ( , ) ,

p px y Q   
( )

( ( ), ( )) 0,
p p

p

D Dx y   =  

( ) ( )( ( ), ( )) ;
p p

p p

C Cx y Q   =
( )pQ  – потік векторного поля (струм) через 

контактні поверхні ( )p p p pA B C D . 

Числовий метод квазіконформних відображень. Специфіка задач 

реконструкції для ТПП накладає певні вимоги на застосовувані чисель-

них методів. Для розв’язання прямої задачі ТПП [7] (3), (4) найбільш 

поширився підхід з використанням методу скінченних елементів, який 

не задовольняє умову неперервності, чим порушує закон збереження на 

елементі сітки і області в цілому [8]. Відтак для дискретизації функцій і 

параметрів математичної моделі ТПП з урахуванням принципу електро-

гідродинамічної аналогії використаємо метод скінченних різниць, а для 

відшукання невідомої функції електричного потенціалу ( , )x y  – алго-

ритм чисельного розв’язання крайових задач на квазіконформні відо-

браження областей різної геометричної конфігурації, обмежених лінія-

ми течії та еквіквазіпотенціальними лініями [5, 6] (з урахуванням пере-

ваг методу, описаних в [6]). Аналогічно згаданим роботам, функції 

( , )x y =  та ( , )x y =  знайдемо в результаті розв’язання відповід-

них (3)-(6) крайових задач на обернені квазіконформні відображення 

( )pG → ( )p

zG  відносно ( , )x x  = , ( , )y y  =  згідно алгоритмів, за-
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пропонованих в [6]: 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1
0,

1
0, ( , ) ,

p p

p p
p

x x

y y
G


    

  
    

       
 +  =    

       


        +  =           

         (7) 

( ) ( )

* * 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

2 3

( ) * ( ) *

3 4

( ) ( )

4 1

( , ) ( ), ( , ) ( ), ; ,

( , ) ( ), ( , ) ( ), ; ,

( , ) ( ), ( , ) ( ), ; ,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ), ; ,

p p p p

p p

p p p p p p

p p p p

p p

p p p p

x x y y

x Q x y Q y

x x y y

x x y y L

        

      

        

      

  = =  
  = =   


 = =   


 = =  + 

            (8) 

( ) ( )

1 2 3 4

( ) ( )

2 3 4 1

( ) ( ) 0, ; ; ,

( ) ( ) 0, ; ; .

p p
p p p p

p p
p p p p

y x
x y

y x
x y L

      
 

       
 

       − =       


      − =    +     

   (9) 

Різницеві аналоги рівнянь (7) (виконання яких вимагаємо лише у 

внутрішніх точках області 
( )pG ) та умов (8)-(9) у відповідній сітковій 

області ( ) , :i jG  

  = ,i i    = + 
 

0 1;i= ,m+
 

, 0 1;j j  j= ,n+ = 
 

1
,

m

 



−

+
 =

 

( )

1
,

pQ

n


+
 =  =




 


, ,m nN  

запишемо (у випадку неперервної залежності шуканого коефіцієнта 

( ),    від своїх аргументів) у наступному вигляді: 

( ) ( )(2 2

1, 1, , , , , , 1 , 12 1
2

i j i j i j i j i j i j i j i jx x x x x


   + − + −

 + − + + − −  

( ) ( )), 2 2

1, 1, , , 1 , 1

,

0,
i j

i j i j i j i j i j

i j

x x x x


 


+ − − +


− − + + =  

( ) ( )2 2 2 2

1, 1, , , , , 1 , 12 1i j i j i j i j i j i j i jy y y y y   + − − ++ − + + + +  
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( ( )),

, , , 1 , 1 1, 1,

,

( ) 0, =1, , =1, ;
2

i j

i j i j i j i j i j i j

i j

y y y y i m j n





 


+ − + −

  − − − − =  

( ) ( )

0, 0, 1 2

( ) ( )

, 1 , 1 2 3

( ) ( )

1, 1, 3 4

( ) ( )

1,0 ,0 4 1

( ), ( ), ; ,

( ), ( ), ; ,

( ), ( ), ; ,

( ), ( ), ; ,

p p p p

j j

p p p p

i n i n

p p p p

m j m j

p p p p

i

x x y y

x x y y

x x y y

x x y y L

    

    

    

    

+ +

+ +

  = =   
  = =   


 = =   


 = =  +  

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1, 0, 1, 0, 1 2

( ) ( )( ) ( ) ( )

, , 1 , , 1 3 4

( ) ( ) ( ) ( )

, , 1 , , 1 2 3

( ) ( )

,1 ,0

0, ; ,

0, ; ,

0, ; ,

p pp p p p p

j j j j

p pp p p p p

m j i m m j i m

p p p p p p

i n i n i n i n

p p

i i i

x y y y x x

x y x y x x

x y x y x x

x y y y x

    

    

    

 

+ +

+ +

  − −  − =   

  − −  − =   

  − −  − =   

 − −  ( )( ) ( )

,1 ,0 4 10, ; ,p p p p

ix L  








  − =  + 

 

де   - квазіконформний інваріант; 
( )

, ( , ),p

i j i jx x  =  

( ) ( )

, ( , )p p

i j i jy y  = , 0 1 0 1.j= ,n+ ,i= ,m+   

Розв’язання кожної з p  прямих задач (7)–(9) може бути здійсне-

но аналогічно алгоритмам, запропонованим в [5-6].  

Задача реконструкції КЕП за даними ТПП. За умови неперервності 

на КЕП, реконструкцію ( , ),x y  ( , )x y G , проведемо шляхом інтер-

поляції останнього на множині деяких точок ( , ) ,k kx y G  k N – вузлів 

інтерполяції. Такими базовими точками можуть бути обрані вузли ди-

намічної сітки, розрахованої в процесі розв’язання прямої задачі ТПП 

для однієї з областей 
( )

, 1,
p

zG p p= . Проте зважаючи на особливості 

реалізації числового методу квазіконформних відображень [6] (нерівно-

мірність розташування вузлів такої сітки та згущення вузлових точок в 

околах ,pA  ,pB  ,pC  
pD ) і наявність апріорної інформації про розпо-

діл КЕП по області томографічного перерізу, очевидно, доцільним буде 

обрання в якості згаданих вузлів інтерполяції множину базових точок 
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( ) * *, , 1, ,k k kW x y k m m N=  . Зауважимо, що початково число 
*m  оби-

ратимемо залежно від апріорної інформації про розподіл  КЕП та зали-

шатимемо за собою можливість його збільшення (наприклад, шляхом 

додавання нових точок до системи інтерполяційних вузлів 
kW  в зонах 

осцилювання інтерполяційного многочлена). 

Вихідну некоректну обернену задачу ТПП зведемо до відшукання 

значень ( )k kW = , які мінімізують функціонал [7, 10]  : 

( ) ( )( ) ( )( )
1 22 2

( ) ( )( ) ( )

1 , 1 , 1

( ) ,(10)
m mp

p pp p

i ik i i

p i i

W        
= = =

 
  = − + − +    

 
  

де ( , )x y =  – відповідний інтерполяційний многочлен для КЕП; 

( )( ) ( )

1( ) ( , ) , 1,p p

i i ix y i m   = = , ( )( ) ( )

2( ) ( , ) , 1,p p

i i ix y i m   = =  – 

розраховані значення (як розв’язок задачі (7)-(9)), в точках 

( )( , ) p

i ix y G , в яких значення 
( )p

i  та 
( )p

i  відомі з крайових умов 

(5)-(6);   – параметр регуляризації (який в процесі розв’язання шука-

тимемо згідно з принципом узагальненої нев’язки [10]);   ( )
2

  =  – 

стабілізуючий функціонал. 

Для зручності обчислень лінеризуємо оператори 
1:  →  та 

2 :  → , знехтувавши членами другого порядку малості ( j  – зна-

чення КЕП в точці 
jW  з попередньої ітерації); ( )R   – залишковий 

член розкладу): 

( )
* ( )

( ) ( )

1

( ) ( ) ( ),
pm

p p
k k

k k

R


      
=


= + − +


                  (11) 

( )
* ( )

( ) ( )

1

( ) ( ) ( ).
pm

p p
k k

k k

R


      
=


= + − +


  

Виходячи з необхідної умови існування екстремуму функції бага-

тьох змінних, після підстановки (11) в (10), перейдемо до розв’язання 

СЛАР відносно ( )*1 2, , ... ,
T

m
   = : 

,A B =                                               (12) 
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де 
1 2( ) ( ) ( ) ( )

, ,

1 1 1

,
p p p pm mp

i i i i
k l k l

p i ik l k l

A
   

 
   = = =

       
=  +  +             
    

*
1 2

( ) ( )
( ) ( ), ,( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( )

p pm mp m
p pi j i jp p

li ik i i

p i l il k

B
 

      
 = = = =

   
= − +  + − +      
   

* ( ) ( )

, ,

1

;

p pm
i j i j

l k

l l k

 
  

 =

 
+  +    
 ,k l  – символ Кронекера.  

Для розв’язання СЛАР (11), яка є щільною з несиметричною мат-

рицею, скористаємось стабілізованим методом біспряжених градієнтів 

(BiCGStab) [9]. 

Розв’язання задачі ідентифікації (3)-(6) побудуємо згідно на-

ступного алгоритму. Використовуючи деяке початкове наближення 
(0)  

знаходимо розв’язки відповідних прямих задач (7)-(9) числовим мето-

дом квазіконфорних відображень [6] та обчислюємо значення похідних 








, після чого сформуємо СЛАР (12). На основі останньої знаходимо 

уточнене значення КЕП 
(1) . Поклавши 

(0) (1) = , перейдемо до черго-

вого розв’язання прямої задачі ТПП. Серед умов зупинки ітераційного 

процесу 
( 1) ( ) 1,t t  + −   

( ) ( )

( 1) 2 1 2, ,p p

tQ Q R  + +−   .  

Побудову інтерполяційного многочлена ( , )x y  реалізуємо на 

взагалі кажучи нерегулярній сітці 
kW  з використанням ідей білінійної 

інтерполяції. Точність інтерполяції узгоджуватимемо із заданням пара-

метрів розбиття області та параметрів умови зупинки ітераційного про-

цесу числового алгоритму розв’язання прямих задач [6]. 

Висновки. Модифіковано модель ТПП з використанням ідей і методів 

теорії функції комплексної змінної. На основі цього запропоновано 

новий підхід до розв’язання відповідних прямих задач шляхом викорис-

тання відомого методу квазіконформних відображень. Використовуючи 

такий підхід пропонується метод ідентифікації КЕП з використанням 

ідей регуляризації. 
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ КВАЗИКОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ИДЕНТИФИКАЦИИ КОЭФФИЦИЕНТА 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТИ ПО ДАННЫМ ТОМОГРАФИИ 

ПРИЛОЖЕНИЙ ПОТЕНЦИАЛОВ 

Аннотация. На основе численного метода квазиконформных отображений 

предложен алгоритм реконструкции коэффициента электрической проводимо-

сти по данным томографии приложенных потенциалов. 
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NUMERICAL METHODS OF QUASICONFORMAL MAPPINGS FOR SOLVING 

PROBLEMS OF IDENTIFYING OF ELECTRICAL CONDUCTIVITY 

COEFFICIENT IN AN APPLIED POTENTIAL TOMOGRAPHY 

Annotation. We propose a reconstruction algorithm coefficient of electrical conduc-

tivity according to the applied potential tomography on the basis of numerical meth-

ods of quasiconformal mappings. 

Keywords: applied potential tomography, quasiconformal mappings,  regularization, 

identification. 

 



 

 
Наукове видання 

 

 

ВОЛИНСЬКИЙ МАТЕМАТИЧНИЙ ВІСНИК 
 

 

серія прикладна математика 

Збірник наукових праць 

Випуск 11 (20) 

 

 

 

 
Відповідальний за випуск 

Ярощак С.В. 

 
 

 
Підписано до друку 10.10.2013 р. 

Папір офсет. Формат 60/84 1/16. 

Ум. друк. арк. 12,7. Тираж 100. Зам. № 146/1. 

 

 

 

Редакційно-видавничий відділ 

Рівненського державного гуманітарного університету 

Україна, м. Рівне, 33028, вул. C. Бандери, 12 




