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УДК 539.3 

Кот В. В. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ 

ОРТОТРОПНОЇ ПЛАСТИНКИ З КРУГОВИМ ОТВОРОМ І 

КРУГЛОГО ДИСКА ЧЕРЕЗ СИСТЕМУ ДВОХ ТОНКИХ ПРУЖНИХ 

РЕБЕР 

 

Анотація. Побудовано математичну модель задачі розрахунку 
згинальних напружень у складеній кусково-однорідній ортотропній 
пластинці з системою двох міжфазних ребер жорсткості. Набли-
жений розв’язок системи сингулярних інтегро-диференціальних 
рівнянь задачі здійснено методом механічних квадратур і колокації. 
Розглянуто числовий приклад. 

Ключові слова. Ортотропна пластинка, пружний диск, напруже-
но-деформований стан, сингулярні інтегро-диференціальні рів-

няння, часткове сполучення. 

Вступ. Пластинки  як складові елементи деталей машин і споруд широ-

ко використовуються в сучасних галузях інженерної практики [1]. Через 

конструктивні чи технологічні міркування вони можуть містити кругові 

включення з іншого матеріалу. Досить часто між пластинкою і вклю-

ченням наявний деякий проміжний  шар у вигляді міжфазного сполучу-

вального ребра (системи сполучувальних ребер). При дії на таку конст-

рукцію згинальних навантажень на межі поділу її матеріалів виникають 

зони високої концентрації напружень. Їх наявність може призвести до 

передчасного руйнування пластинчастої конструкції і всього механізму 

в цілому. Тому виникає потреба в математичному моделюванні впливу 

зовнішнього згинального навантаження, фізико-геометричних парамет-

рів кусково-однорідної пластинки на її напружено-деформований стан.  

Математичні моделі задач розрахунку силових і згинальних на-

пружень у кусково-однорідних пластинах, в яких відсутнє міжфазне 
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ребро, а диск і пластинка безпосередньо спаяні між собою на частині 

спільного контуру, побудовані в роботах [2-3]. Розрахунок та аналіз 

напружено-деформованого стану в кусково-однорідних пластинках з 

симетричним міжфазним ребром жорсткості  наведено в [4, 5] для ви-

падку двостороннього згину і в [6] – для плоского напруженого стану. 

Слід зазначити, що у [5] враховано контакт між диском і пластинкою 

при дії зовнішнього навантаження. Задача визначення напруженого-

деформованого стану в кусково-однорідній ортотропній пластинці з 

системою міжфазних сполучувальних ребер загального положення 

змінної жорсткості на згин і кручення за дії згинального навантаження, 

прикладеного на нескінченності або в центрі диска в науковій літературі 

не розглядалася. 

Постановка задачі. Система інтегральних рівнянь. Нехай в круговий 

отвір радіусом 1=R  нескінченної ортотропної пластинки товщиною h2  

без зазору і натягу вставлено круглий ізотропний диск такої ж товщини. 

На ділянках ],[ 001 =L  і ],[ 112  ++=L   диск і пластинка сполу-

чені між собою системою двох тонких пружних ребер. Систему декар-

тових ),( yx  і полярних ),(   координат у спільній серединній площи-

ні кусково-однорідної пластинки  так, як показано на рис. 1.   При дос-

лідженні  будемо вважати, що на нескінченності пластинка згинається  

 
Рис. 1. Розрахункова схема пластинки 

рівномірно розподіленими моментами 1M  та 2M , які діють у напрям-

ках координатних осей, а в центрі диска діє зосереджена пара сил із 

компонентами ),( yx MM . Головні напрямки ортотропії матеріалу плас-

тинки співпадають із напрямками координатних осей. Контакт між дис-
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ком і пластинкою відсутній. 

Розв’язок задачі передбачає побудову її математичної моделі, а та-

кож визначення компонент напружено-деформованого стану на контурі 

отвору пластинки і в диску. 

Моделюючи сполучувальні ребра пружними лініями сталої жорст-

кості на згин 1g  і кручення 2g , граничні умови задачі на підставі [5, 8, 

9] запишуться у вигляді: 
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формулами [3, 4, 8], які при заданому навантаженні приймають вигляд: 
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Наближений розв'язок задачі. Результати числового розрахунку.  

Знаходження точного розв’язку системи (4) – (8), пов’язано із значними 

математичними труднощами. Для її наближеного розв’язання викорис-

тано числовий метод механічних квадратур і колокації [4]. Цим методом 

досліджено вплив ортотропії матеріалу пластинки на розподіл компо-

нент напружено-деформованого стану (НДС) у пластинці. Результати 

розрахунку при 
0

10 60−== , 
0

10 60==  , 3.01 = , 10 =hh , 

20/1/ 0 =Rbl , 1,1
1

0 ==
E

EE

EE

E yx

yx

, 0,0 21 === yx MMMM  проі-

люстровано на рис. 2. Характеристики досліджуваних ортотропних 

матеріалів і лінії, які їм відповідають на рисунку наведено в таблиці 1. 
 

 

 

 

 

 

Таблиця 1 

Характеристики досліджуваних матеріалів і лінії, які відповідають 

цим матеріалам на рисунках 

Матеріал пластинки 11  22  x  yx EE /  Лінії 

Ізотропний матеріал 1 1 0.30 1  

Скло-епоксид 2.271 0.762 0.25 3  
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графіт-епоксид 6.999 0.714 0.25 25  

Епоксид-скло  0.440 1.310 0.09 31   

Епоксид-графіт 0.143 1.401 0.01 251   

 
Рис 2. Епюри розподілукомпонент НДС на контурі отвору пластинки. 

 

Висновки. Розглянуто новий підхід до побудови розв’язку задачі, про 

часткове сполучення нескінченної ортотропної пластинки з круговим 

отвором і круглого пружного диска системою двох тонких пружних 

ребер. Побудовано математичну модель цієї задачі у вигляді системи 

СІДР із логарифмічними ядрами. Для її наближеного розв’язку адапто-

вано чисельно-аналітичний метод механічних квадратур і колокації. В 

результаті числового експерименту встановлено, що вибором матеріалу, 

для якого модуль Юнга в напрямку осі Ох значно більший, ніж в напря-

мку осі Оу, можна на суттєво зменшити контактні моменти, що виника-

ють на контурі отвору пластинки. Для матеріалу пластинки епоксид-

графіт максимальні згинальні моменти на порядок вищі ніж для інших 

матеріалів. Тому не рекомендується використовувати цей та інші ортот-

ропні матеріали для яких yx EE   у якості елементів кусково-

однорідних конструкцій оскільки саме для них згинальні моменти най-

більші. 
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Кот В. В. 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНТАКТНОГО 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ С КРУГОВЫМ 

ОТВЕРСТИЕМ И КРУГЛОГО ДИСКА ЧЕРЕЗ СИСТЕМУ ТОНКИХ УПРУГИХ 

РЕБЕР  

Аннотация.  Построена математическая модель задачи расчета изгибающих 

напряжений в составной кусочно-однородной ортотропной пластинке с си-

стемой двух межфазных ребер жесткости. Приближенное решение системы 

сингулярных интегро-дифференциальных уравнений задачи осуществлено ме-

тодом механических квадратур и коллокации. Рассмотрен числовой пример. 

Ключевые слова: Ортотропная пластинка, упругий диск, напряженно- дефор-

мированное состояние, сингулярные интегро - дифференциальные уравнения, 

частичное сочленение. 

Kot V. V. 

MATHEMATICAL MODELING OF CONTACT INTERPLAY BETWEEN THE 

ORTHOTROPIC PLATE WITH CIRCULAR HOLE AND ROUND DISK 

THROUGH  A SYSTEM OF TWO THIN ELASTIC RIBS  

Annotation. The mathematical model of the problem of calculating the bending 

stresses in compound homogeneous lump plates with system of two interphase stiffen-

ers  has been created. Approximate solution of a system of singular integral-

differential equations tasks has been performed by mechanical quadrature and collo-

cation. A numerical example has been considered. 

Keywords: Orthotropic plate, elastic ribs, stress-strain state, singular integro - 

differential equations, partial joint. 
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