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УДК [519.876.5:530.182]:553.98 

Ярощак С. В. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ РОЗРОБКИ 

РОДОВИЩ НАФТИ З ВИКОРИСТАННЯМ ТЕРМО-

ГРАВІТАЦІЙНОГО ДРЕНАЖУ 

Анотація. У роботі розвинуто розроблені методи комплексного аналі-
зу математичного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації 
на випадок витіснення нафти теплоносієм з використанням технології 
термогравітаційного дренажу. 

Ключові слова: математичне моделювання, неізотермічна фільтра-
ція, квазіконформні відображення. 

Вступ. У процесі видобутку нафти середньої та високої в’язкості (на-

приклад, природних бітумів) ефективними, для підтримки пластового 

тиску та покращення реологічних властивостей флюїдів, є технології 

нагнітання в пласт різних робочих агентів – теплоносіїв, при цьому за 

рахунок переносу течією тепла здійснюється розігрів зон пласта між 

свердловинами в зв’язку з чим знижується в’язкість нафти в цих зонах і, 

тим самим, покращується гідродинамічний зв'язок між ними. 

Однією із таких технологій є термогравітаційний дренаж (у випа-

дку нагнітання пару – парогравітаційний дренаж, SAGD [1]), при засто-

суванні якої на висоті 4-6 метрів, одна над одною, буриться пара пара-

лельних горизонтальних свердловин – нагнітальна та експлуатаційна 

(див. рис. 1а). Через нагнітальну свердловину в пласт вводиться тепло-

носій, який прогріває зону навколо свердловин тим самим покращуючи 

реологічні властивості пластового флюїду, що сприяє процесу його 

відтоку до експлуатаційної свердловини. 

У роботі розвинуто розроблені методи [2-4] комплексного аналізу 

математичного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації на 

випадок витіснення нафти теплоносієм з використанням технології тер-

могравітаційного дренажу [1]. На основі методів квазіконформних відо-
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бражень та поетапної фіксації характеристик середовища і процесу роз-

роблено числовий алгоритм розв’язування відповідних задач на побудо-

ву гідродинамічних сіток, відшукання полів температури та насиченос-

ті, координат точок «призупинки», фільтраційних витрат, зон прогріву 

тощо. 

 

Í àãí ³ò àëüí à
ñâåðäëî âèí à

Åêñï ëóàò àö³éí à
ñâåðäëî âèí à

Ï ðî ãð³ò à
çî í àÊð³âëÿ

Ï ³äî ø âà

)a  
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2A 1B
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5A

6A
)á

5B

 

Рис. 1. Схема роботи термогравітаційного дренажу (а) та поперечний переріз 

пласта (б) 

Загальна постановка задачі. Розглянемо двовимірну задачу двофазної 

неізотермічної фільтрації при витісненні нафти теплоносієм (зокрема, 

водою) з використанням технології термогравітаційного дренажу. Вва-

жається, що динамічні в’язкості фаз змінюється зі зміною температури, 

рух рідини – повільний та відбувається без фазових переходів.  

Відповідні закон руху та рівняння нерозривності течії, записані 

відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації ( , , )x y t = , згідно з [2, 

5, 6] представимо у вигляді: 

 
( )

( )

l

l
l

kk s
grad

T
 


= , 0l

l

s
div

t
 


+ =


, 1,2l = , 1 2 1s s+ = ,  

де l , ( )l T  – вектор швидкості та коефіцієнт в’язкості для l – тої фази, 

( , , )T x y t  – температура; ( , )k x y  – коефіцієнт абсолютної проникності 

ґрунту; 1 1( )k k s= , 2 2 ( )k k s=  – відносні фазові проникності ( 2s s= ); 

  – коефіцієнт пористості ґрунту; ( , , )ls x y t  – насиченість пористого 

середовища відповідною фазою в точці ( , ) zx y G  у момент часу t  (тут 

і надалі час t  та інші величини вимірюються в одиницях СІ), zG  – об-
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ласть поперечного перерізу пласта (рис. 1б). В зв’язку з існуючою симе-

трією області zG , для спрощення викладок розглядатимемо елемент zG  

( z x iy= + ), що містить половину нагнітальної та половину експлуата-

ційної свердловини, при 1 5B B=  (рис. 2). 

 

1A

2A 1B

3A

4A

C

D

3B

2B

y

x

zG

 

1A

2A
3A

4A C

D

2B
1B

3B

0 *=  *





1B 3B

1Q

2Q

1G

2G

 
Рис. 2. Елемент поперечного перерізу пласта та відповідна область комплекс-

ного квазіпотенціалу  

З урахуванням сумарної швидкості 1 2  = +  фільтраційної те-

чії, маємо: 

 0div = , ( ),k s T grad = ,  (1) 

 ( , ) 0
s

gradf s T
t

 


+ =


, (2) 

де 
21

1 22 1

( ) ( )
( , )

( ) ( ) ( ) ( )

T k s
f s T

T k s T k s



 
=

+
, 

1 2

1 2

( ) ( )
( , )

( ) ( )

kk s kk s
k s T

T T 
= + . 

Вважаємо, що на контурах нагнітальної *L  та експлуатаційної *L  

свердловин підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціа-

ли позначимо: *  та 
* ), а інші ділянки границі області zG  є еквіпоте-

нціальними лініями та лініями течії, вздовж яких, мають місце рівності 

2 1

0

A B
y


=


, 

1 3

0
B Ax


=


, 

4

0
A Cx


=


, 

3

0
DBx


=


, 

1 3

0

A B
y


=


, 

1 2

0

A A
 = , де 1 2 { : 0,  0 }A A z x y h= =   , 2 1 { : ,  0 }A B z y h x d= =   , 

3 { : ,  0 }B D z x d y a= =   , 4 { : ,  2 2 }A C z x d a r y h b r= = +   − − , 
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*L = { :z cos( )x r d=  + , ( )sin( ) 1y r h b=  − + − , 
3

}
2 2

 
  , 

*L = { :z cos( )x r d=  + , ( )sin( ) 1y r a=  + + , 
3

}
2 2

 
  , 1 2h A A= , 

1 3d A B= , 3a B D= , 3 1b A B= , 1 3 { : ,  - }B A z x d h b y h= =   , 

1 3 { : 0,  0 }A B z y x d= =   ;  – відстань між двома точками, r  – радіус 

свердловин. Початковий розподіл насиченості в пласті і її значення на 

нагнітальній свердловині та контурі живлення позначимо відповідно 

через  ( , ,0) ( , )s x y s x y=  та 
*

*L
s s= , 

1 2
0A A

s s= . 

Для опису процесу перерозподілу тепла між фазами та скелетом, 

приймемо однотемпературну модель [7, 8], згідно з якою є миттєвою 

передача тепла від флюїду до скелету і в зворотному напрямку. Таким 

чином, для розрахунку теплового поля використовуватимемо наступне 

рівняння: 

 1 1 1 2 2 2

( )
[( ) ] 0

C s T
div c c T

t
   


+ + =


, (3) 

де 1 1 2 2 3 3( ) (1 ) (1 )C s c s c s c   = − + + −  – об’ємна теплоємність пори-

стого середовища, lc , l  ( 1,3l = ) – питома теплоємність і густина для 

нафти, води і скелету пласта. Використовуючи формули для визначення 

швидкостей руху нафти та води [2]: 1 (1 ( , ))f s T = −  , 2 ( , )f s T =   і 

співвідношення (1), рівняння (3) перепишемо так: 

 
( )

( , ) 0
T s

gradf s T
t

 


+ =


, (4) 

де ( )( ) ( )T s C s T s T =  = +  , ( , )f s T = ( )1 1( , )f s T c T +  , 

2 2 1 1c c  = − , 1 1c = 1
3 3( 1) c −+ − . Як бачимо, спрощений запис 

рівняння (4) (для відшукання теплового поля) є аналогічним до рівняння 

(2) (для відшукання поля насиченості), що в свою чергу є передумовою 

для використання розроблених в роботах [2, 4, 9] алгоритмів 

розв’язання ізотермічних задач багатофазної фільтрації. 

Для відшукання поля температури вважатимемо заданим його 

розподіл в початковий момент часу ( , ,0) ( , )T x y T x y=  та значення тем-

ператури на контурах області:  
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2 1

0

A B

T

y


=


, 

1 3

0
B A

T

x


=


, 

4

0
A C

T

x


=


, 

3

0
DB

T

x


=


, 

1 3

0

A B

T

y


=


,  

 
1 2

0

A A
T T= , 

*
*L

T T= . (5) 

Метод комплексного аналізу. Аналогічно до [2, 3], ввівши функцію 

течії  , комплексно спряжену до  , задача на побудову гідродинаміч-

ної сітки, відшукання фільтраційної витрати та інших характерних філь-

траційних параметрів за знайденими (фіксованими у даний момент ча-

су) полями насиченості та температури зводиться до задачі на квазікон-

формне відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x y   = = +  однозв’язної області 

zG  на відповідну область комплексного квазіпотенціалу 

1 2
1G G G L  =   : 

 ( ) ( ), ,  , ,  ( , ) zk s T k s T x y G
x y y x

      
= = − 

   
,  

 
*

*L
 = , *

*

L
 = , 

1 2
0A A

 = ,   

 
1

0
A D

 = , 
2 3

1A A
Q = , 

4
2A C

Q = , (6) 

 
s k f s s

t s x x y y

 



      
= − + 

      
, 

* 1 2
* 0 0
, , ( , ),

L A A t
s s s s s s x y

=
= = =  (7) 

 
T k f f

t x x y y

 



     
= − + 

     
, 

*
*L

T T= , 
1 2

0A A
T T= , 

0
( , )

t
T T x y

=
= , (8) 

де 
2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x y  = + , 

1 *{ :G    =   , 10 Q  , 

2 { :G =  
*     , 1 2Q Q   

1

*
1 1{ : ,   }BL Q    =   = , 

1 2

1 y x

A A

Q dx dy = − + , 

*

2 1 y x

L

Q Q dx dy − = − +  – невідомі витрати, а 

2Q  – сумарна витрата на експлуатаційній свердловині.  

Обернену до (6) крайову задачу на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iy    = = +  області G  на zG , а також, як наслідок, 

рівняння для дійсної ( ),x x  =  і уявної ( ),y y  =  частин характери-

стичної функції течії запишемо у вигляді: 
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 ( ), , , ,
y x x y

k k G

   
 

   
= = −   (9) 

 ( ) ( )0 0, 0,  0 ,x y h   =   ,  10,Q  ,  

 ( ) ( )1 1, ,  0 ,y Q h x Q d − −=   , 
10 , B    

,  

 ( ) ( ),0 ,  0 ,0x d y a =   , 
3

*,B   
 

,  

 ( ) ( )2 2, ,  2 , 2x Q d a r y Q h b r = +   − − , *
*,   

 
,  

 ( ) ( )1 1, ,  - ,x Q d h b y Q h + +=   , 
1*, B    

,  

 ( ) ( ),0 0,  0 ,0y x d =   , 
30 , B    

,  

 ( )*, cos( )x r d  =  + , ( ) ( )*, sin( ) 1y r h b  =  − + − ,  

 
3

,
2 2

 


 
  
 

,  1 2,Q Q  ,   

 ( )*, cos( )x r d  =  + , ( ) ( )*, sin( ) 1y r a  =  + + ,  

 
3

,
2 2

 


 
  
 

,  20,Q  , (10) 

 
1

0
x x

k
k   

      
+ =   

      
, 

1
0

y y
k

k   

      
+ =   

      
. (11) 

Використавши підхід запропонований в [2, 8] задачі для відшу-

кання насиченості та температури (7)–(8) перепишемо так: 

 
2

,
s f

t k





 
= −

 
 (12) 

 * * *( ( , ), ( , ), )s x y t s    = ,  1 2,Q Q  , 

 0 0 0( ( , ), ( , ), )s x y t s    = ,  10,Q  , 

 ( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x y       = ,  20,Q  , *
*,   

 
, (13) 

 
2T f

t k





 
= −

 
, (14) 

 ( )* * * *( ( , ), ( , ), )T x y t s T     =  +  ,  1 2,Q Q  , 

 ( )0 0 0 0( ( , ), ( , ), )T x y t s T     =  +  ,  10,Q  ,  
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 ( )( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))T x y s x y T x y             =  +  , 

  20,Q  , *
*,   

 
,  (15) 

де рівняння (12) та (14) є фактично просторово одновимірними, адже 

змінна   тут фігурує як параметр. 

Алгоритм розв’язування відповідної крайової задачі для неліній-

них систем диференціальних рівнянь в частинних похідних представимо 

у вигляді наступної послідовності етапів: за заданими геометрією обла-

сті фільтрації та початковими і граничними умовами розраховується 

поле потенціалу швидкості за поточними полями насиченості та темпе-

ратури (розв’язуємо задачу на квазіконформне відображення: будуємо 

гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу течії, знаходимо квазіпо-

тенціал  , витрату та інші невідомі фільтраційні параметри); перерахо-

вується поле насиченості (за знайденими фільтраційними характеристи-

ками згідно з (12) знаходимо перерозподіл насиченості); розраховується 

поле температури (за знайденими фільтраційними характеристиками та 

перерахованим полем насиченості згідно з (14) знаходимо перерозподіл 

температури); перевіряються умови зупинки роботи алгоритму [2, 3] 

при невиконанні яких переходимо до повторного уточнення відповідних 

величин алгоритму. 

Алгоритм числового розв’язання задачі. Для побудови різницевого 

аналогу задачі введемо в області G  рівномірну ортогональну сітку, 

вузли ( , )i j   якої визначаємо так: 

 
1

1 1

* 1 1 1 * 1

*
1 2 1 2 2

,  0, ,  ( ) /( 1),  

( 1) ,  1, ,  ( ) /( 1),

B

i

B B

i i n n

i n i n n n

    


    

 +  =  = − +
= 

+ − −  = +  = − +

  

 
( )

1
1 1 1 1 1

2
2 1 1 2 2 2 1 2

, 0, , / , ( , ) ,

, 1, 1, / ,

g g
j i j

j

j j m Q m G

j j m m m Q Q m

    

  

=  =  = 

=  = + + +  = −
 

1 2 1n n n= + + , 1 2 1m m m= + + , 1 2 1 2, , ,m m n n N . Рівняння (11) апрок-

симуємо, використовуючи метод скінченних об’ємів [10] наступним 

чином: 

 
, , 1 , 1 1, 1,

, , 1 , 1 1, 1,

( ) / ,

( ) / ,

i j n i j s i j e i j s i j p

i j n i j s i j e i j s i j p

x a x a x a x a x a

y a y a y a y a y a

+ − − +

+ − − +

= + + +

= + + +
 (16) 
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де 
( )( ), 1,

, 1,4

i j i j

e

i j i j

k k
a

k k

 



− + −

− +

 +  +
=


, 

( )

( )
, , 1

, , 1

i j i j

n

i j i j

k k
a

k k

 



− + +

+ +

 + 
=

 +
, 

, ( , )i j i jx x  = , , ( , )i j i jy y  = , 
( )( ), 1,

, 1,4

i j i j

w

i j i j

k k
a

k k

 



− + +

+ −

 +  +
=


, 

( )

( )
, , 1

, , 1

i j i j

s

i j i j

k k
a

k k

 



− + −

− −

 + 
=

 +
, p n s e wa a a a a= + + + . Вибір величин 

, , ,   − + − +     визначається належністю вузла ( , )g
i j   тій чи 

іншій підобласті сіткової області G . Наприклад, якщо 
1i B = , 

0g
j = , то 1 2,     − + =   =  , 1 1,     + − =   =  .  

Апроксимації крайових умов запишемо так: 

 0, 0,0,  0j jx y h=   , 10,j m= ,  

 
1 1, ,,  0i m i my h x d=   , 10,i n= ,  

 ,0 ,0,  0i ix d y a=   , 1 1,i n n= + ,  

 , ,,  2 2i m i mx d a r y h b r= +   − − , 0,i n= ,  

 
1 1, 1 , 1,  -i m i mx d h b y h+ +=   , 10,i n= ,  

 ,0 ,00,  0i iy x d=   , 10,i n= . (17) 

Тут, як і в [2, 9], комплексну спряженість функцій 

, ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y y   = =  забезпечують умови ортогональності 

приграничних нормальних векторів до відповідних дотичних вздовж 

границі області zG . Їх різницеві аналоги на контурах свердловин мають 

вигляд: 

 1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,(4 3 ) ( ) (4 3 )j j j j j j j jx x x x x y y y+ −− −  − + − −   

 0, 1 0, 1( ) 0,j jy y+ −− =  1 1,j m m= + , 

 , 2, 1, , 1 , 1(3 4 ) ( )n j n j n j n j n jx x x x x− − + −+ −  − +  

 , 2, 1, , 1 , 1(3 4 ) ( ) 0,n j n j n j n j n jy y y y y− − + −+ + −  − =  0, .j m=  (18) 

Невідомі витрати gQ  ( 1,2g = ) та значення потенціалу 
1B  в точ-

ці розгалуження ліній течії в процесі ітерацій шукаємо за формулами: 
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1

1
* 1 1 1( 1)B n   = + +  , 1 22 1

1 22

g g

g g g g
Q m

   

 

 + 
= , де g

l  одержуємо на 

підставі умови «квазіконформної подібності в малому» відповідних 

елементарних чотирикутників двох областей: 

 
( )

1 2

1

, 1
,

1
10, 1

n m
i jg

gi j m m n




−

= =

=
+

 , 
2

2 1

, 1
,

2
21,

n m
i jg

gi n j m m n




−

= + =

=  ,  

 
, , 1

,
, 1,1 2, 1 2

1 i j i j

i j
i j i ji j

a a

b bk


+

++ +

+
=

+
,  

 ( ) ( )
2 2

, 1, , 1, ,i j i j i j i j i ja x x y y+ += − + − , 
1

1

0

1
g

l

l

m m g
−

=

= + − ,  

 ( ) ( )
2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jb x x y y+ += − + − , 2

0

1
g

l

l

m m g
=

= + − . (19) 

Рівняння (12) та (14) апроксимуємо різницевою схемою «проти 

потоку» [2] наступним чином: 

 ( )
2
,

, , , , 1, 1,

,

ˆ ( , ) ( , )
i j

i j i j i j i j i j i j

i j l

s s f s T f s T
k



 
− −= − −


, (20) 

 ( )
2
,

, , , , 1, 1,

,

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )
i j

i j i j i j i j i j i j

i j l

T T f s T f s T
k



 
− −= − −


, (21) 

де 1, ,j m=  11, 1,i n= +  для 1,l =  1 2, ,i n n= +  для 2l = ;   – крок по 

часу, ( ), , , , 1 1 ,ˆ ˆ( , ) ( , )i j i j i j i j i jf s T f s T c T =  +  , ( ), , ,ˆi j i j i jT s T =  +  , 

( ), , ,
ˆ ˆˆi j i j i jT s T =  +  ; ,i js , ,î js  – насиченості у відповідні моменти 

часу, ,i j  – швидкість (шукаємо як і в роботі [2]). Граничну та початко-

ву умови для насиченості та температури в сітковій області запишемо 

так:  

 0, *,   1,js s j m= = , 
0

, , , ,( , ,0) ( , )i j i j i j i js x y s x y= ,  

 ( )0, * *jT s T =  +  , ( ) 0
, , , , , ,( , ,0) ( , ) ( , )i j i j i j i j i j i jT x y s x y T x y =  +  . 

Задавши крок  , параметри розбиття 1n , 2n , 1m , 2m  області G  

та точності роботи алгоритму 1 , 2 , початкові наближення координат 
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граничних вузлів (0)
,i jx , (0)

,i jy  (так щоб виконувалися умови (17)) і почат-

кові наближення координат внутрішніх вузлів ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ) знаходимо за 

формулами (19) наближення величин g
l . Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки шляхом розв’язання 

(16) відносно ,i jx  та ,i jy . Після цього, як і в [2-4, 9], підправляємо гра-

ничні вузли за умов фіксації навколишніх граничних та приграничних, 

використовуючи умови ортогональності, та знаходимо наближення 

величин gQ , 
1B . Серед умов завершення алгоритму побудови гідроди-

намічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, зокре-

ма, поля швидкості) на даному ітераційному етапі: є стабілізація витрат 

gQ  ( ( 1) ( )
1g gQ Q  + −  ); стабілізація граничних вузлів 

( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2

,
max ( ) ( )i j i j i j i j

i j
x x y y    − −− + −  ) тощо. У випадку невико-

нання якоїсь із цих умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки пору-

шення квазіконформності.  

Використовуючи побудоване поле швидкостей ,i j  та поле наси-

ченості ,i js  і температури ,i jT  з попереднього ітераційного кроку (з 

врахуванням граничних умов), знаходимо розподіл насиченості ,î js  у 

пласті на даному часовому етапі, згідно з (20), та, використовуючи (21), 

розраховуємо поле температури ,
ˆ
i jT , після чого перераховуємо поле 

швидкості і потенціалу. 

Висновок. У роботі розвинуто методи комплексного аналізу ма-

тематичного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації на ви-

падок витіснення нафти теплоносієм з використанням технології термо-

гравітаційного дренажу. На основі методів квазіконформних відобра-

жень та поетапної фіксації характеристик середовища і процесу розроб-

лено числовий алгоритм розв’язування відповідних задач на побудову 

гідродинамічних сіток, відшукання полів температури та насиченості, 

координат точок «призупинки», фільтраційних витрат. Цей алгоритм є 

підґрунтям для розв’язання більш складної задачі, а саме: задачі оцінки 

динаміки зміни зон прогріву пласта паром, коли мають місце фазові 

переходи породжені охолодженням та конденсацією пару.  
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Ярощак С. В.  

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАЗРАБОТКИ 

МЕСТОРОЖДЕНИЙ НЕФТИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ТЕРМОГРАВИТАЦИОННОГО ДРЕНАЖА 

Аннотация. В работе развиты разработанные методы комплексного анализа 

математического моделирования изотермической многофазной фильтрации в 

случае вытеснения нефти теплоносителем с использованием технологии тер-

могравитационного дренажа. 

Ключевые слова: математическое моделирование, неизотермическая 
фильтрация, квазиконформные отображения. 
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MATHEMATICAL MODELING RESERVOIR ENGINEERING OIL USING 

STEAM ASSISTED GRAVITY DRAINAGE 

Annotation. In this article we developed a complex analysis of the developed methods 

of mathematical modelling of isothermal multiphase flow in the case of oil displace-

ment using steam assisted gravity drainage. 

Keywords: mathematical modelling, non-isothermal filtration, quasiconformal map-

pings. 
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