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Бомба А. Я., Сінчук А. М.  

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ПРОЦЕСІВ 

ВИТІСНЕННЯ У ЗОНАЛЬНО НЕОДНОРІДНОМУ ПЛАСТІ З 

УРАХУВАННЯМ ТРІЩИН ГІДРОРОЗРИВУ 

На основі ідей методів квазіконформних відображень та поетапної 
фіксації характеристик середовища й процесу, запропоновано 
числовий алгоритм визначення притоку пластової рідини до 
свердловини, зокрема, часу повного її обводнення, при наявності 
тріщин гідророзриву у горизонтальному зонально неоднорідному 
пласті. На конкретному прикладі проаналізовано вплив 
просторового розміщення експлуатаційної свердловини на 
значення характерних фільтраційних параметрів. 

Вступ. Гідравлічний розрив пласта (ГРП) є одним із найефективніших 

методів підвищення нафтовіддачі та інтенсифікації процесу витіснення. 

За рахунок створення тріщин утворюються високопровідні канали для 

надходження флюїду в свердловину, що дозволяє значно пришвидшити 

процес та збільшити значення фільтраційної витрати [1]. Значною 

мірою на характер протікання процесу витіснення впливає просторове 

розміщення свердловин у випадку зонально неоднорідного середовища 

(існування у пласті певних високо- або низькопроникних зон 

неоднорідностей) [2].  

У цій роботі пропонується алгоритм розв’язання обернених 

крайових задач визначення притоку пластової рідини до свердловини, 

змінюючи її просторове розміщення (зокрема, час повного обводнення 

експлуатаційної свердловини), при наявності тріщин ГРП із 

застосуванням методології поетапної фіксації характеристик процесу і 

середовища у зонально неоднорідному пласті. 

Постановка задачі. Розглянемо модельну задачу на знаходження 

положення лінії розділу різнокольорових рідин у різні моменти часу, 
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частки витісняючої рідини (води) у загальній фільтраційній витраті 

(зокрема час повного обводнення експлуатаційної свердловини) при 

наявності тріщин ГРП із урахуванням неоднорідності пористого 

середовища [4] в пласті zG  ( z x iy= + ), обмеженому контуром 

живлення та контуром експлуатаційної свердловини (рис. 1).  
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Рис. 1. Горизонтальний пласт після процедури ГРП та відповідна область 

комплексного квазіпотенціалу 

 

Для математичної постановки задачі запишемо рівняння 

нерозривності 0div =  та рівняння руху k grad =   [7-8] відносно 

квазіпотенціалу швидкості ( ( , )x y = ), де k  – коефіцієнт провідності 

середовища, який представимо у вигляді:  

0

,  ( , ) ,  1,2,3...
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  =


=  =





 

де 
l
zG , 

p
zG – ділянки пласта, що відповідають l -ій тріщині та p -ій зоні 

неоднорідності, відповідно. 

Аналогічно до [5], ввівши функцію течії ( , )x y =  комплексно 

спряжену до ( , )x y =  та здійснивши умовний розріз L  області zG  
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вздовж лінії розділу течії, що визначаються точками 

* * *( , )A B x y L= =  , * * *( , )C D x y L= =  , поставлена вище задача 

зводиться до задачі на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), i ,z x y x y   = = + , утвореної при цьому однозв’язної області 

0 \z zG G L=  на відповідну прямокутну область комплексного 

квазіпотенціалу  :G =  *,      0 Q  : 

 

   

*
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0

*
*

, ,
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, ,  0,  ,

0,  0,l p l p
z z z z
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k x y k x y x y G
x y y x

Q

   

     

 
   

   
= = − 

   

= = = =

= =

 (1) 

де 

*

y x

L

Q dx dy = − +  – невідома витрата, 
2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x y  = + , 

   ,  l p
z zG G 

• •  – стрибок заданої функції на ,  l p
z zG G   відповідно.  

Границя t , положення якої в початковий момент часу 0t t=  є 

відомим 0( , , ) ( , ) 0s x y t s x y=   (зокрема, можна прийняти 
0 *t t L= = ), 

визначається наступним рівнянням з відповідними умовами [4]: 

 0
s

grads
t

 


+  =


, 
*

1
L

s = , 
0

( , , ) 0
t t

s x y t
=

=  (2) 

Через геометричну складність області 
0
zG  та тривіальність 

відповідної їй області комплексного квазіпотенціалу G  ми 

розглядатимемо замість прямої задачі на квазіконформне відображення 

0
zG G→  обернену до неї [3], яка, включаючи рівняння для дійсної 

( ),x x  =  і уявної ( ),y y  =  частин відповідної характеристичної 

функції течії ( ) ( ) ( ), ,z z x iy    = = +  (виконання яких 

вимагатимемо і на розрізі, що «роздвоюється» при переході від області 

zG  до G ), запишеться у вигляді: 
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, ( , ) ,
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, 
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0
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k
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, (7) 

де *f , *f  – задані функції, що характеризують контури області zG  

відповідно *L , *L , запис яких може бути представлено як у неявній так і 

у параметричній формі: * * *{ : ( , ) 0} { : ( )L z f x y z x x = = = = , *( )y y = , 

* * * *{ : ( , ) 0} { : ( ),  ( )}L z f x y z x x y y = = = = = , де * *    .  

Використавши відповідні формули переходу [3] J x y x y   = − , 

y y

x J J
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, 
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=

 
, умови (3) і формули для 

обчислення компонент швидкості 
( , )

x

k y

J


  


=


, 

( , )
y

k x

J


  


= −


, 

задачу (2) перепишемо так: 

 
2s s

t k



 

 
= −

 
, (8) 

 
* * 0

*
*

( ( , ), ( , ), ) 1, ( ( , ), ( , ), ) 0,

0 , ,

s x y t s x y t

Q

       

   

= =

   
 (9) 

де отримане диференціальне рівняння в частинних похідних є фактично 

просторово одновимірним, адже змінна   тут фігурує як параметр. 
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Інтегруючи відповідне (8) характеристичне диференціальне 

рівняння 
2

dt d

k



 
= , знайдемо час t  проходження частинкою шляху від 

точки * 0( , )   до біжучої точки 0( , )   вздовж відповідної лінії течії 

0( , )x y = : 

 

*

2
0 0 0( , ) ( ( , ), ( , ))

def

t k x y d





        −=  =  , (10) 

де *
*    ,   - пористість ґрунту (вважатимемо, що пористість 

обчислюється за формулою ak = , де a  – деяке додатне дійсне число). 

Використовуючи (6), знаходимо положення лінії розділу ( , ) t  =  

різнокольорових рідин в довільний фіксований момент часу t t= , 

зокрема, час початку та повного заводнення експлуатаційної 

свердловини, відповідно 
 

* *

0,
( , ) min ( , )

Q
   


 =  , *( , )  =  

 

*

0,
max ( , )

Q
 


=  .  

Алгоритм числового розв’язання. Для побудови різницевого аналогу 

задачі введемо в області G  рівномірну ортогональну сітку 

( , ) :l
i jG  =  *i i  = +  , при 0,i n= ; j j =  , при 0,j m= , 

де ( )*
* n   = − , Q m =  – кроки сітки відповідно по змінним   

та  ,     =  – квазіконформний інваріант,  ,n m  – параметри 

розбиття області комплексного квазіпотенціалу. 

Різницеві аналоги рівнянь (7), крайових умов (4), а також додаткові 

умови для граничних та приграничних вузлів (умови ортогональності) 

запишемо відповідно у вигляді [9]: 
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Невідому витрату Q  шукаємо за формулою 
m

Q





= , величину 

  – одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в 

малому» відповідних елементарних чотирикутників [2] двох областей: 

 
1, 1

, , 1

1 2, 1 2 , 1,, 0

1 1n m
i j i j

i j i j i ji jmn k

 


 

− −
+

+ + +=

+
=

+
 ,  (14) 

де ( ) ( )
2 2

, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jx x y y + += − + − , ( ) ( )
2 2

, , 1 , , 1 , .i j i j i j i j i jx x y y + += − + −  

Згідно з (10) маємо формулу для наближеного розрахунку часу 

проходження частинкою шляху вздовж j -тої лінії течії від *i -ї до 
*i -ї 

еквіпотенціалей: 

*

*
*

*

,

2( , )
,

( ( , ), ( , ))

i
i j

j i i
i i j ji i

k
t

x y

 

    =


=   0,j m= , 0,i n= . 
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Таким чином, алгоритм наближення розв’язку оберненої 

диференціальної задачі (3)–(7) різницевою задачею в загальному 

випадку, побудуємо шляхом поетапної параметризації величини  , 

граничних та внутрішніх вузлів сітки з використанням ідей блочної 

ітерації, для аналітичного обґрунтування його збіжності. А саме: 

задавши геометричну конфігурацію фізичної області zG , що обмежена 

контурами *L , *L , кількість вузлів розбиття відповідної області 

комплексного квазіпотенціалу G  (параметри n  та m ); параметри 

необхідної точності роботи алгоритму 1 , 2  та рівень 

квазіконформності *  відображення. Задаємо початкові наближення 

шуканих координат граничних вузлів так, щоб виконувалися умови (13), 

та координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки і, 

використовуючи (15), знаходимо початкове наближення 

квазіконформного інваріанту (0)  та невідому величину витрати 

*
(0) *

(0)

( )m
Q

n

 



−
= . Проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів 

( ,i jx , ,i jy ) за формулами, отриманими шляхом розв’язання (12) відносно 

,i jx  та ,i jy  (з метою прискорення швидкості збіжності всього процесу і 

економії машинного часу використовуємо лише перший ітераційний 

крок, при цьому враховуємо періодичність шуканих функцій). 

Підправляємо граничні вузли (координати даного вузла підправляємо за 

умови фіксації навколишніх граничних та приграничних), 

використовуючи різницеві аналоги умов типу Коші-Рімана (14). 

Використовуючи значення квазіконформних інваріантів (15), знаходимо 

нове наближення величини Q , якщо її зміна за останню проведену 

ітерацію більша за 1 , то повертаємося до уточнення вузлів. 

Визначаємо величину ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,

,
max ( ) ( )k k k k

i j i j i j i j
i j

S x x y y− −= − + −  – 
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зміщення вузлів на границі за проведену k -ту загальну ітерацію, якщо 

вона більша за 2 , то переходимо до уточнення вузлів. У протилежному 

випадку оцінюємо ступінь квазіконформності 2 2
1 2  = +  отриманого 

відображення області комплексного квазіпотенціалу на фізичну область 

із розрізом вздовж лінії течії, де 1 2,   – нев’язки апроксимацій рівнянь 

(3): 

1, 1

1 1, 1, , , 1 , 1
, 1

max | ( ) ( ) |
n m

i j i j i j i j i j
i j

x x k y y 
− −

+ − + −
=

= − − − ,  

1, 1

2 1, 1, , , 1 , 1
, 1

max | ( ) ( ) |
n m

i j i j i j i j i j
i j

y y k x x 
− −

+ − + −
=

= − − − ,  

якщо *  , то змінюємо кількість вузлів розбиття області G  та 

повторюємо кроки алгоритму, інакше задача розв’язана із необхідною 

точністю.  

Комп’ютерна реалізація алгоритму та числові розрахунки. 

Проведемо числові розрахунки для пласта обмеженого контуром 

свердловини 

* *
*

* *

( ) 0.1cos( ) ,

( ) 0.1sin( ) ,

x t t x
L

y t t y

 = +
= 

= +

 та контуром живлення 

( )

( )

*

*

*

( ) 2 cos( ) 0.1cos(7 ) ,

( ) 2 sin( ) 0.1sin(4 ) ,

x t t t
L

y t t t

 = +
= 

= −

 при 0 2 ,t    48 80n m =  ,  

* 0 = , 
* 1 = , 0.5 = , 

5
1 2 * 10   −= = = , 8lk = , 0,4pk =  0 1k = ,  

( )( ) ( )( )
2 2

* *( , ) : 1l
z l lG x y x x a y y b

 
= − + −  
 

, 

( )( ) ( )( ) 
2 2

( , ) : 1p
z p p p pG x y x x a y y b= − + −  , la , lb , pa , pb  – півосі 

еліпсів, що моделюють, відповідно, l -ті тріщини гідророзриву та p -ті 

зони неоднорідностей, (
*x ,

*y ) – координати центру експлуатаційної 

свердловини та тріщин гідророзриву, що відходять з даної свердловини, 
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( px , py ) – координати відповідних центрів еліпсів, що моделюють p -ті 

зони неоднорідностей.  

Розглянемо серію випадків (рис. 2) просторового розміщення 

експлуатаційної свердловини відносно зон неоднорідностей з центрами 

( 0,3;0,7)− , ( 0,6; 0,8)− − , (0,8;0,2)  (де 1 2 0,5a a= = , 1 2 0,4b b= = , 

3 0,4a = , 3 0,5b = ) з урахуванням тріщин ( 1 2 0,05a b= = , 1 2 1b a= = ), 

утворених внаслідок процедури ГРП. 

  
)â)à

)ä

* 0y =* 0,x =

)á

* 0, 2,x = − * 0,5y = * 0, 4,x = − * 0,6y = −* 0,6,x = * 0y =

)ã )å

* 0,2,x = * 0,5y = − * 0,3,x = − * 0y =

Рис. 2. Гідродинамічні сітки для зонально неоднорідного пласта збуреного 

тріщинами ГРП 

 

Проведемо порівняння зміни положення границі розділу рідин у 

різні моменти часу (рис. 3) розробки пласта та встановимо значення 

фільтраційної витрати, час прориву витісняючої рідини до 

експлуатаційної свердловини та час повного її обводнення (табл. 1) 

відносно зон неоднорідностей ґрунту, що дозволить, в свою чергу, 

передбачити напрямки обводнення і провести відповідні дії щодо 

уникнення пов’язаних з цим небажаних ефектів.  
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0,1

2,183,821

)в 

2,108

0,1

4,012

)ã 

1,755

0,1

3,382

)à )â

)ã )ä )å

 )á 0,1

2,1344,121

0,1

2,1273,905

0,1

1,691 3,284

  

Рис. 3. Гідродинамічні сітки та лінії розділу різнокольорових рідин для різних 

моментів часу 

 Таблиця 1. Значення Q , mint  та maxt  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В результаті досліджень було помічено, що при розміщенні 

експлуатаційної свердловини у одній із зон неоднорідностей (рис. 2 a , 

2 á , 2 â ), на відміну від випадків її розміщення між ними (рис. 2 ã , 2 ä , 

2 å ), значення її дебіту значно менше, час повного обводнення – більше, 

у зв’язку із вищим загальним фільтраційним опором пласта в його 

привибійній ділянці. Змінюючи просторове розміщення експлуатаційної 

свердловини, при використанні розробленого алгоритму, вдалося 

підібрати таке її положення, при якому час розробки пласта є 

 Q  
mint  maxt  

)a  2,537  0,59  5,62  

)á  2,564  0, 45  7, 49  

)â  2,394  0,18  6,31  

)ã  2,692  1,11  4,52  

)ä  2,691  0, 48  4,69  

)å  2,614  1,12  4,73  
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мінімальним, а фільтраційна витрата – максимальною, що забезпечує 

оптимальні умови експлуатації пласта за мінімальних затрат коштів. 

Висновки. На основі ідей методів квазіконформних відображень та 

поетапної фіксації характеристик середовища й процесу запропоновано 

числовий алгоритм обчислення притоку пластової рідини до 

свердловини за умови збурення фільтраційної течії тріщинами ГРП 

скінченної проникності у зонально неоднорідному середовищі, який 

автоматично вирішує проблему побудови рівномірної гідродинамічної 

сітки, знаходження положення лінії розділу різнокольорових рідин у 

різні моменти часу, частки витісняючої рідини (води) у загальній 

фільтраційній витраті (зокрема час повного обводнення експлуатаційної 

свердловини). При проведенні числових експериментів, підтверджено, 

що просування границі розділу значно пришвидшується у випадку, коли 

свердловина знаходяться між зонами неоднорідностей і це, в свою 

чергу, призводить до збільшення дебіту експлуатаційної свердловини.   
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