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Климюк Ю. Є., Пригорницький Д. О. 

ЧИСЛОВЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОБЕРНЕНИХ КРАЙОВИХ  

ЗАДАЧ НА ЗНАХОДЖЕННЯ ПРОСТОРОВИХ АНАЛОГІВ 

КВАЗІКОНФОРМНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ КРИВОЛІНІНИХ 

ПАРАЛЕЛЕПІПЕДІВ НА ПРЯМОКУТНІ 

Розроблено алгоритм числового розв’язання обернених крайових 
задач на знаходження просторових аналогів квазіконформних ві-
дображень криволінійних паралелепіпедів, обмежених двома ква-
зіеквіпотенціальними поверхнями та чотирма поверхнями течії, 
на відповідні прямокутні паралелепіпеди.  

 

Вступ. В [1 – 4] запропоновано числові алгоритми розв’язання оберне-

них крайових задач на знаходження просторових аналогів конформних 

відображень одно- та двозв’язних областей, обмежених еквіпотенціаль-

ними поверхнями та поверхнями течії, на відповідні прямокутні парале-

лепіпеди. У [5] алгоритм, описаний в [1], адаптовано до знаходження 

просторових аналогів конформних відображень криволінійних парале-

лепіпедів, обмежених двома еквіпотенціальними поверхнями і чотирма 

поверхнями течії та розділених деякою еквіпотенціальною поверхнею 

на дві підобласті, які характеризуються різними сталими коефіцієнтами, 

на відповідні прямокутні паралелепіпеди. У цій роботі нами алгоритм, 

описаний в [1], поширено на знаходження просторових аналогів квазі-

конформних відображень криволінійних паралелепіпедів, обмежених 

двома квазіеквіпотенціальними поверхнями і чотирма поверхнями течії, 

на відповідні прямокутні паралелепіпеди. 

Постановка задачі. Для криволінійного паралелепіпеда 

G ABCDA B C D   =z  ( ( , , )x y z=z ), обмеженого двома квазіеквіпотен-

ціальними поверхнями 1{ : ( , , ) 0}ABB A f x y z  = =z , { :CDD C  = z  
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2 ( , , ) 0}f x y z =  та чотирма поверхнями течії { :ADD A  = z  

3( , , ) 0}f x y z = , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z  = =z , 5{ : ( , , ) 0}ABCD f x y z= =z , 

6{ : ( , , ) 0}A B C D f x y z    = =z (рис. 1 а), які є гладкими і квазіортогона-

льними між собою в кутових точках та вздовж ребер („приреброві кути” 

на стільки відрізняються від прямих, на скільки в їх околах анізотропія 

„відхиляє” вектор швидкості від градієнта квазіпотенціалу), розглянемо 

модельну задачу, яка описує процес фільтрації у відповідному однорід-

ному анізотропному пористому середовищі: 

 v grad=   , 0div v = ; (1) 

 ABB A   = , CDD C 

 =  , 0ADD A A B C D BCC B ABCD
n          


=


, (2) 

де ( ), ,x y z =   та ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y zv v x y z v x y z v x y z  – відповідно 

квазіпотенціал і вектор швидкості фільтрації ( 0 

      , 

2 2 2

*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v= + +   ), ( ), 3 3r s 
 = 

 
– коефіці-

єнт фільтрації, який є тензором, ,r s const =  ( , 1,3r s = ), n  – зовнішня 

нормаль до відповідної поверхні. 
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Рис. 1. Просторова фізична область Gz  (а) та відповідна їй  

область квазікомплексного потенціалу wG  (б) 
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Шляхом введення пари функцій ( ), ,x y z =  , ( ), ,x y z =   

(просторово квазікомплексно спряжених із функцією ( ), ,x y z =  ) 

таких, що ( ) ( ) ( ), , , , , ,grad x y z grad x y z grad x y z  =     [6], i замі-

ною останньої з граничних умов (2) на умови: 0ADD A 
 = , 

BCC B Q
   = , 0ABCD = , 

A D C B Q
   

 = , аналогічно [1] задачу (1), (2) 

замінимо більш загальною задачею на знаходження просторового ана-

логу квазіконформного відображення області Gz  на відповідну область 

квазікомплексного потенціалу ( ) , , :G = =   
w

w  

     , 0 Q   , 

0 Q    (рис. 1 б), де Q , Q  – невідомі величини ( Q Q Q

=  ): 

 

1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

,

,

;

x y z y z z y

x y z z x x z

x y z x y y x

        +   +   =   − 


        +   +   =   − 


        +   +   =   − 

 (3) 

 
, , 0,

, 0, .

ABB A CDD C ADD A

BCC B ABCD A B C DQ Q

     

     









 =   =   =

 =  =  =

 (4) 

З метою забезпечення гладкості квазіконформного відображення 

у кутових точках і на ребрах  , , , , , , , , ,M A B C D A B C D AB   =  

, , , , , , , , , ,CD AD BC A B C D A D B C AA BB CC DD             області Gz  на 

відповідні функції ( ), , 1,6jf x, y z j = , накладаємо умови 

 
2

M M


 + = , 

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

cos
r x s x r y s y r z s z

M

r x r y r z s x s y s z

f M f M f M f M f M f M

f M f M f M f M f M f M

      +  + 
 =

     + + + +

, 
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( ) ( ) ( )( ( ) ( )2 2 2

1,1 2,2 3,3 1,2 2,1cos M s x s y s z s xf M f M f M f M    =   +   +   +  +     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))1,3 3,1 2,3 3,2 /s y s x s z s y s zf M f M f M f M f M     +  +    +  +     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 2

2 2 2

,1 ,2 ,3

1

/ s x s y s z r s x r s y r s z

r

f M f M f M f M f M f M
=

      + +   +   +   
 
 

 , 

3,6s =  при 1, 2s = , 1, 2,5,6r =  при 3,4s =  та 1,4r =  при 5,6s = . 

Відповідний просторовий аналог оберненої до (3), (4) крайової 

задачі на квазіконформне відображення ( )=z z w  області G
w

 на G
z

 при 

невідомих значеннях величин Q , Q  запишеться у вигляді: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

,

,

x y z z y z x x z x y y x

y y z z y z x x z x y y x

z y z z y z x x z x y y x

            

            

            

            =    −  +    −  +    − 

            =    −  +    −  +    − 

            =    −  +    −  +    −  ;








 (5) 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1

2

3

4

5

6

, , , , , , , , 0,
,

, , , , , , , , 0,

,0, , ,0, , ,0, 0,
0 ,

, , , , , , , , 0,

, ,0 , , ,0 , , ,0 0,
0 .

, , , , , , , , 0,

f x y z

f x y z

f x y z
Q

f x Q y Q y Q

f x y z
Q

f x Q y Q z Q

  


  



  



  

          =
     
          =

       =

  
      =


      =

  
      =

 (6) 

Врахувавши при цьому, що косинус кута   відхилення вектора 

швидкості v  від градієнту квазікомплексного потенціалу   у довільній 

точці ( , , )x y z=z  обчислюється за формулою ( 2

1,1cos x
 =   +  

( ) ( ) ( ) )2 2

2,2 3,3 1,2 2,1 1,3 3,1 2,3 3,2 /y z x y x z y z
       +  +   +  +    +  +    +  +     

( )
3

2
2 2 2

,1 ,2 ,3

1

/ x y z r x r y r z

r=

 
      + +    +   +   

 
 

 , умови квазіор-
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тогональності в околах ділянок границі області G
z

 отримаємо у вигляді: 

2 2 2 2 2 2 21 cossx s y s z sx s y s z sf x f y f z f f f x y z     

           +  +  = + +  + +  −  , 1, 2,5,6,s =  

 2 2 2 2 2 2 21 cossx s y s z sx s y s z sf x f y f z f f f x y z     

           +  +  = + +  + +  −  , 1,4,s =  

 2 2 2 2 2 2 21 cossx s y s z sx s y s z sf x f y f z f f f x y z     

           +  +  = + +  + +  −  , 3,6,s =  

 ( )( 2 2 2

1,1 2,2 3,3 1,2 2,1cos s s x s y s z s x s yf f f f f     =   +   +   +  +    +  

 ( ) ( ) )1,3 3,1 2,3 3,2 /s x s z s y s zf f f f   +  +    +  +     

 ( )
3 2

2 2 2

,1 ,2 ,3

1

/ s x s y s z r s x r s y r s z

r

f f f f f f
=

      + +    +   +   
 
 

 . (7) 

Різницевий аналог задачі та алгоритм числового розв’язання. Ана-

логічно [1] в області G
w

 вводимо рівномірну ортогональну сітку: 

( ) , , :i j kG =   w  i i =  +  , 0, 1i n= + ; j j =   , 0, 1j m= + ; 

k k =  , 0, 1k l= + ; 
1n


 −

 =
+

, 
1

Q

m

 =
+

, 
1

Q

l



 =
+

, 

= ;



 

 n , m , }l N  (рис. 1). Через , , ( , , )i j k i j kx x=    , 

, , ( , , )i j k i j ky y=    , , , ( , , )i j k i j kz z=     позначимо координати відпо-

відних вузлів у Gz . 

Для числової побудови відображення прямокутного паралелепі-

педа Gw  на криволінійну область Gz  (при відповідності вершин) запи-

шемо різницевий аналог системи (6) у рівномірній сітковій області G 

w
 

через ліві та праві різницеві схеми відповідно: 
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( )( ) (((
)( )) ( )( )(

( )( )) ( )

, , 1, , 1,1 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , 1, , 1, 1,2 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 1,3 , 1, , 1, ,

0.25i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i

x x y y z z y

y z z x x z z

x x z z x x y

− + − + − +

− + − + − + −

+ − + − + −

= +      − − − −

− − +   − − −

− − − +   − ((

) ( )( )))
( )( ) (((

)( )) ( )( )(

, 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , 2,1 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , 1, , 1, 2,2 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1,

,

0.25

j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k

y x x y y

y y y y z z y

y z z x x z z

x

+

− + − + −

− + − + − +

− + − + − + −

+

−

− − − −

= +      − − − −

− − +   − − −

− −( )( )) ( )((

) ( )( )))
( )( ) (((

)( ))

, 1, , , 1 , , 1 2,3 , 1, , 1, , , 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , 3,1 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , 1, , 1,

,

0.25

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

x z z x x y

y x x y y

z z y y z z y

y z z

− + − + − +

− + − + −

− + − + − +

− + −

− +   − −

− − − −

= +      − − − −

− − ( )( )(

( )( )) ( )((

) ( )( )))

3,2 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 3,3 , 1, , 1, , , 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1, , 1, ,  1, , 1, ,

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

x x z z

x x z z x x y

y x x y y i n j m k l

+ − + −

+ − + − + − +

− + − + −























+   − − −

− − − +   − −

− − − − = = =


 (8)
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( )( ) (((
)( )) ( )( )(

( )( )) ( )

, , 1, , 1,1 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , 1, , 1, 1,2 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 1,3 , 1, , 1, ,

0.25i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i

x x y y z z y

y z z x x z z

x x z z x x y

+ + − + − +

− + − + − + −

+ − + − + −

= −      − − − −

− − +   − − −

− − − +   − ((

) ( )( )))
( )( ) (((

)( )) ( )( )(

, 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , 2,1 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , 1, , 1, 2,2 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1,

,

0.25

j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k

y x x y y

y y y y z z y

y z z x x z z

x

+

− + − + −

+ + − + − +

− + − + − + −

+

−

− − − −

= −      − − − −

− − +   − − −

− −( )( )) ( )((

) ( )( )))
( )( ) (((

)( ))

, 1, , , 1 , , 1 2,3 , 1, , 1, , , 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , 3,1 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1

, , 1 , 1, , 1,

,

0.25

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

x z z x x y

y x x y y

z z y y z z y

y z z

− + − + − +

− + − + −

+ + − + − +

− + −

− +   − −

− − − −

= −      − − − −

− − ( )( )(

( )( )) ( )((

) ( )( )))

3,2 , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 3,3 , 1, , 1, , , 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1, , 1, ,  1, , 1, .

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

x x z z

x x z z x x y

y x x y y i n j m k l

+ − + −

+ − + − + − +

− + − + −























+   − − −

− − − +   − −

− − − − = = =


 

(9)

 

Крайові умови, які визначають фізичну область Gz , апроксимує-

мо рівняннями 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 0, , 0, , 0, , 2 1, , 1, , 1, ,

3 ,0, ,0, ,0, 4 , 1, , 1, , 1,

5 , ,0 , ,0 , ,0 6 , , 1 , , 1 , , 1

, , 0, , , 0,

, , 0, , , 0,

, , 0, , , 0,

=0, +1, =0, +1, 0, 1.

j k j k j k n j k n j k n j k

i k i k i k i m k i m k i m k

i j i j i j i j l i j l i j l

f x y z f x y z

f x y z f x y z

f x y z f x y z

i n j m k l

+ + +

+ + +

+ + +

 = =

 = =


= =


= +

  (10) 

З метою забезпечення квазіортогональності сітки за рівняння 
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зв’язку приграничних вузлів із граничними використаємо умови квазі-

ортогональності ліній течії та квазіеквіпотенціальних ліній до відповід-

них ділянок границі фізичної області, які у сітковій області G
w  запису-

ються такими числово-аналітичними різницевими рівняннями 

 ( ) ( ) ( )1 0, , 0, , 0, , 0, 1, 0, , 1 0, , 0, , 0, ,, , , ,x j k j k j k j k j k y j k j k j kf x y z x x f x y z+

  − +   

 ( ) ( ) ( )0, 1, 0, , 1 0, , 0, , 0, , 0, 1, 0, ,, ,j k j k z j k j k j k j k j ky y f x y z z z+ +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, ,, , , , , ,x j k j k j k y j k j k j k z j k j k j kf x y z f x y z f x y z  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

0, 1, 0, , 0, 1, 0, , 0, 1, 0, , 1,0, ,1 cosj k j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )1 0, , 0, , 0, , 0, , 1 0, , 1 0, , 0, , 0, ,, , , ,x j k j k j k j k j k y j k j k j kf x y z x x f x y z+

  − +   

 ( ) ( ) ( )0, , 1 0, , 1 0, , 0, , 0, , 0, , 1 0, ,, ,j k j k z j k j k j k j k j ky y f x y z z z+ +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, ,, , , , , ,x j k j k j k y j k j k j k z j k j k j kf x y z f x y z f x y z  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

0, , 1 0, , 0, , 1 0, , 0, , 1 0, , 1,0, ,1 cosj k j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ + + − + − + −  −  , 

( ) ( ) ( )2 1, , 1, , 1, , 1, 1, 1, , 2 1, , 1, , 1, ,, , , ,x n j k n j k n j k n j k n j k y n j k n j k n j kf x y z x x f x y z+ + + + + + + + +

  − +   

( ) ( ) ( )1, 1, 1, , 2 1, , 1, , 1, , 1, 1, 1, ,, ,n j k n j k z n j k n j k n j k n j k n j ky y f x y z z z+ + + + + + + + +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, ,, , , , , ,x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k z n j k n j k n j kf x y z f x y z f x y z+ + + + + + + + +

  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 2, 1, ,1 cosn j k n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + + + + + + + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )2 1, , 1, , 1, , 1, , 1 1, , 2 1, , 1, , 1, ,, , , ,x n j k n j k n j k n j k n j k y n j k n j k n j kf x y z x x f x y z+ + + + + + + + +

  − +   

 ( ) ( ) ( )1, , 1 1, , 2 1, , 1, , 1, , 1, , 1 1, ,, ,n j k n j k z n j k n j k n j k n j k n j ky y f x y z z z+ + + + + + + + +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, ,, , , , , ,x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k z n j k n j k n j kf x y z f x y z f x y z+ + + + + + + + +

  = + +   
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 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 2, 1, ,1 cosn j k n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + + + + + + + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )3 ,0, ,0, ,0, ,0, 1 ,0, 3 ,0, ,0, ,0,, , , ,x i k i k i k i k i k y i k i k i kf x y z x x f x y z+

  − +   

 ( ) ( ) ( ),0, 1 ,0, 3 ,0, ,0, ,0, ,0, 1 ,0,, ,i k i k z i k i k i k i k i ky y f x y z z z+ +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0,, , , , , ,x i k i k i k y i k i k i k z i k i k i kf x y z f x y z f x y z  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

,0, 1 ,0, ,0, 1 ,0, ,0, 1 ,0, 3, ,0,1 cosi k i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )3 ,0, ,0, ,0, 1,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0,, , , ,x i k i k i k i k i k y i k i k i kf x y z x x f x y z+

  − +   

 ( ) ( ) ( )1,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0, 1,0, ,0,, ,i k i k z i k i k i k i k i ky y f x y z z z+ +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0,, , , , , ,x i k i k i k y i k i k i k z i k i k i kf x y z f x y z f x y z  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1,0, ,0, 1,0, ,0, 1,0, ,0, 3, ,0,1 cosi k i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )4 , 1, , 1, , 1, , 1, 1 , 1, 4 , 1, , 1, , 1,, , , ,x i m k i m k i m k i m k i m k y i m k i m k i m kf x y z x x f x y z+ + + + + + + + +

  − +   

 ( ) ( ) ( ), 1, 1 , 1, 4 , 1, , 1, , 1, , 1, 1 , 1,, ,i m k i m k z i m k i m k i m k i m k i m ky y f x y z z z+ + + + + + + + +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1,, , , , , ,x i m k i m k i m k y i m k i m k i m k z i m k i m k i m kf x y z f x y z f x y z+ + + + + + + + +

  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, 4, , 1,1 cosi m k i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + + + + + + + + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )4 , 1, , 1, , 1, 1, 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1,, , , ,x i m k i m k i m k i m k i m k y i m k i m k i m kf x y z x x f x y z+ + + + + + + + +

  − +   

 ( ) ( ) ( )1, 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1, 1, 1, , 1,, ,i m k i m k z i m k i m k i m k i m k i m ky y f x y z z z+ + + + + + + + +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1,, , , , , ,x i m k i m k i m k y i m k i m k i m k z i m k i m k i m kf x y z f x y z f x y z+ + + + + + + + +

  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 4, , 1,1 cosi m k i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + + + + + + + + + − + − + −  −  , 

 ( ) ( ) ( )5 , ,0 , ,0 , ,0 , 1,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0, , , ,x i j i j i j i j i j y i j i j i jf x y z x x f x y z+

  − +   
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 ( ) ( ) ( ), 1,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0 , 1,0 , ,0, ,i j i j z i j i j i j i j i jy y f x y z z z+ +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0, , , , , ,x i j i j i j y i j i j i j z i j i j i jf x y z f x y z f x y z  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

, 1,0 , ,0 , 1,0 , ,0 , 1,0 , ,0 5, , ,01 cos ,i j i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ + + − + − + −  −   

 ( ) ( ) ( )5 , ,0 , ,0 , ,0 1, ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0, , , ,x i j i j i j i j i j y i j i j i jf x y z x x f x y z+

  − +   

 ( ) ( ) ( )1, ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0 1, ,0 , ,0, ,i j i j z i j i j i j i j i jy y f x y z z z+ +

 − +  − =  

 ( ) ( ) ( )2 2 2

5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0, , , , , ,x i j i j i j y i j i j i j z i j i j i jf x y z f x y z f x y z  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1, ,0 , ,0 1, ,0 , ,0 1, ,0 , ,0 5, , ,01 cos ,i j i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ + + − + − + −  − 

 ( ) ( ) ( )6 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1, , , ,x i j l i j l i j l i j l i j l y i j l i j l i j lf x y z x x f x y z+ + + + + + + + +

  − +   

 ( ) ( ) ( ), 1, 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, 1 , , 1, ,i j l i j l z i j l i j l i j l i j l i j ly y f x y z z z+ + + + + + + + +

 − +  − =  

( ) ( ) ( )2 2 2

6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1, , , , , ,x i j l i j l i j l y i j l i j l i j l z i j l i j l i j lf x y z f x y z f x y z+ + + + + + + + +

  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 6, , , 11 cos ,i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + + + + + + + + + − + − + −  −   

 ( ) ( ) ( )6 , , 1 , , 1 , , 1 1, , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1, , , ,x i j l i j l i j l i j l i j l y i j l i j l i j lf x y z x x f x y z+ + + + + + + + +

  − +   

 ( ) ( ) ( )1, , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1 1, , 1 , , 1, ,i j l i j l z i j l i j l i j l i j l i j ly y f x y z z z+ + + + + + + + +

 − +  − =  

( ) ( ) ( )2 2 2

6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1, , , , , ,x i j l i j l i j l y i j l i j l i j l z i j l i j l i j lf x y z f x y z f x y z+ + + + + + + + +

  = + +   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 6, , , 11 cos ,i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + + + + + + + + + − + − + −  −   

 ( ) ( )( 2 2

, , , 1,1 , , , , , , 2,2 , , , , , ,cos , , , ,s i j k s x i j k i j k i j k s y i j k i j k i j kf x y z f x y z  =   +   +  

 ( ) ( ) ( )2

3,3 , , , , , , 1,2 2,1 , , , , , ,, , , ,s z i j k i j k i j k s x i j k i j k i j kf x y z f x y z +  +  +     

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , 1,3 3,1 , , , , , , , , , , , ,, , , , , ,s y i j k i j k i j k s x i j k i j k i j k s z i j k i j k i j kf x y z f x y z f x y z   +  +    +  
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 ( ) ( ) ( ))2,3 3,2 , , , , , , , , , , , ,, , , , /s y i j k i j k i j k s z i j k i j k i j kf x y z f x y z +  +     

 ( ) ( ) ( )2 2 2

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,/ , , , , , ,s x i j k i j k i j k s y i j k i j k i j k s z i j k i j k i j kf x y z f x y z f x y z
   + + 


 

( ) ( ) ( )( )
3 2

,1 , , , , , , ,2 , , , , , , ,3 , , , , , ,

1

, , , , , ,r s x i j k i j k i j k r s y i j k i j k i j k r s z i j k i j k i j k

r

f x y z f x y z f x y z
=

     +   +   



 .(11) 

Таким чином, маємо нелінійну задачу, де, на відміну від [1] у сіт-

ковій області G 

z
 фігурують малі криволінійні паралелепіпеди замість 

прямокутних. 

Інваріант відображення   є невідомим (оскільки невідомою є ви-

трата Q ) і визначається в процесі розрахунку. Формулу для наближено-

го знаходження даної величини одержимо на підставі умови “квазікон-

формної подібності в малому” відповідних елементарних паралелепіпе-

дів двох областей: 

 
( )( )( )

, ,

, ,

, , 0

1

1 1 1

n m l

i j k

i j kn m l =

 = 
+ + +

 , (12) 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, , 1, , , , 1, , , , 1, , , ,4i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + +


 = − + − + − +


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 /i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +


+ − + − + − 


 

 ( )( ) ((( )( ))
3

,1 , 1, , , , , 1 , , , , 1 , , , 1, , ,

1

/ r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + +

=


  − − − − − +


  

 ( )( )( ( )( )),2 , , 1 , , , 1, , , , 1, , , , , 1 , ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + ++  − − − − − +  

 ( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 , 1, , , , , 1 , , , , 1 , , , 1, , ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + ++  − − − − − +  
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( )( ) (( )( ))(
3

,1 1, 1, 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, 1, 1, ,

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + + + + + + +

=

+   − − − − − +  

( )( )( ( )( )),2 1, , 1 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, , 1 1, ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 1, 1, 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, 1, 1, ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )( ) ((( )( ))
3

,1 , 1, 1 , , 1 , , 1 , , , , 1 , , , 1, 1 , , 1

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + + +

=

+   − − − − − +  

( )( )( ( )( )),2 , , 1 , , , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , , 1 , ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 , 1, 1 , , 1 , , 1 , , , , 1 , , , 1, 1 , , 1r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + ++  − − − − − +  

( )( ) (( )( ))(
3

,1 1, 1, 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, , 1

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + + + + +

=

+   − − − − − +  

( )( )( ( )( )),2 1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1, , 1, , 1 1, ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 1, 1, 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, , 1r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )( ) (( )( ))(
3

,1 , 1, , , , 1, 1 , , , 1, 1 , 1, , 1, , ,

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + +

=

+   − − − − − +  

( )( )( ( )( )),2 , 1, 1 , 1, , 1, , , , 1, , , , 1, 1 , 1,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 , 1, , , , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, , ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + ++  − − − − − +  

( )( ) ((( )( ))
3

,1 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, ,

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + + + + +

=

+   − − − − − +  

( )( )( ( )( )),2 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1, ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )( ) ((( )( ))
3

,1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + + + + + + +

=

+   − − − − − +  
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( )( )( ( )( )),2 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )( ) ((( )( ))
3

,1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1

1

r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

=

+   − − − − − +  

( )( )( ( )( )),2 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + + + + + + + + + + + + + + + ++  − − − − − +  

( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + ++  − − − − − . 

Фільтраційну витрату знаходимо за формулою: 

 
( )( )1 1m l

Q
+ +

= 


. (13) 

Формули для знаходження величин ,Q Q


 знаходяться аналогічно [1]. 

Розв’язок різницевої задачі (7) – (11) знаходимо шляхом поетап-

ної параметризації величини   (або значення витрати Q), координат 

граничних та внутрішніх вузлів сітки zG  з використанням ідей методу 

блочної ітерації для аналітичного обґрунтування його збіжності [6, 7]. А 

саме, задавши кількість n, m та l  вузлів розбиття сіткової області Gw , 

параметр  , що характеризує точність наближення розв’язку відповід-

ної різницевої задачі, початкові наближення координат граничних вуз-

лів 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

0, , 0, , 0, ,, ,j k j k j kx y z , 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

1, , 1, , 1, ,, ,n j k n j k n j kx y z+ + + , 0, 1j m= + , 0, 1k l= + , 

( ) ( ) ( )( )0 0 0

,0, ,0, ,0,, ,i k i k i kx y z , 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

, 1, , 1, , 1,, ,i m k i m k i m kx y z+ + + , 1,i n= , 0, 1k l= + , 

( ) ( ) ( )( )0 0 0

, ,0 , ,0 , ,0, ,i j i j i jx y z , 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

, , 1 , , 1 , , 1, ,i j l i j l i j lx y z+ + + , 1,i n= , 1,j m=  (так, щоб 

виконувались рівності (8)), початкові наближення координат внутрішніх 

вузлів 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z , 1,i n= , 1,j m= , 1,k l= , за формулою (11) 

знаходимо початкове наближення 
( ) ( ) ( )( )0 0 0(0)
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z =   конформ-
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ного інваріанта  . Уточнення координат внутрішніх вузлів 

( )( 1) ( 1) ( 1)
, , , , , ,, ,p p p

i j k i j k i j kx y z+ + +  проводимо на основі почергового 

розв’язання систем (8) і (9) із використанням значень з попереднього 

кроку ітерації p  ( 0,1,p =  – номер кроку ітерації). Далі підправляємо 

координати граничних вузлів, розв’язуючи наближено систему рівнянь 

сформовану з (10), (11), знаходимо нове наближення   за формулою 

(12), параметра Q  – за формулою (13) (при потребі Q  і Q ) та переві-

ряємо виконання умов стабілізації координат вузлів сітки і фільтрацій-

ної витрати відносно кроку ітерації відповідно 

 ( ( 1) ( ) ( 1) ( )
, , , , , , , ,

, , , , , ,

max , ,
, ,

p p p p
i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k z

x x y y
x y z G

+ +− −


 

 )( 1) ( )
, , , ,

p p
i j k i j kz z+ −   , ( 1) ( )p pQ Q+ −   . (14) 

Якщо умови (14) не виконуються, то повертаємося до уточнення 

координат внутрішніх вузлів і т.д. У протилежному випадку для отри-

маних вузлів обчислюємо нев’язку перших трьох рівнянь системи (5) 

2 2 2

1 2 3 =  +  +  , де ( )((
1

3, ,

1 1, , 1, , ,1 , 1, , ,
, , 1

1

max ( )
2

n m l

i j k i j k r i j k i j k
i j k

ri n

x x y y+ − +
=

=

  
 = − −    −  


  

( ) ( )( )) ( )(, , 1 , , , , 1 , , , 1, , , ,2 , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k r i j k i j kz z y y z z x x+ + + + − − − − +   −   

( ) ( )( )) ( )(, 1, , , , 1, , , , , 1 , , ,3 , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k r i j k i j kz z x x z z x x+ + + + − − − − +   −   

( ) ( )( ))
0.5

, , 1 , , , , 1 , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y x x y y+ + +


 − − − −   

, 

1

, ,

2 1, , 1, ,
, , 1
max ( )
n m l

i j k i j k
i j k

i n

y y+ −
=




 = − −


 

( )( ) ((( )( ))
3

,1 , 1, , , , , 1 , , , , 1 , , , 1, , ,

12
r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

r

y y z z y y z z+ + + +

=

 
−    − − − − − +


  

( )( )( ( )( )),2 , , 1 , , , 1, , , , 1, , , , , 1 , ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x z z+ + + ++  − − − − − +  
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( )(( ) ( )( )))
0.5

,3 , 1, , , , , 1 , , , , 1 , , , 1, , ,r i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x y y+ + + +


+  − − − − − 


, 

( )( )((
1

3, ,

3 1, , 1, , ,1 , 1, , , , , 1 , ,
, , 1

1

max ( )
2

n m l

i j k i j k r i j k i j k i j k i j k
i j k

ri n

z z y y z z+ − + +
=

=

 
 = − −    − − − 

 
  

( )( )) ( )( )(, , 1 , , , 1, , , ,2 , , 1 , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k r i j k i j k i j k i j ky y z z x x z z+ + + +− − − +   − − −  

( )( )) ( )( )(, 1, , , , , 1 , , ,3 , 1, , , , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k r i j k i j k i j k i j kx x z z x x y y+ + + +− − − +   − − −  

( )( )))
0.5

, , 1 , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j kx x y y+ +


− − − 


. Якщо точність отриманого 

розв’язку нас не задовольняє, то збільшуємо кількість вузлів розбиття 

сітки 
zG   та розв’язуємо задачу заново.  

Для одержаних координат вузлів гідродинамічної сітки на основі 

рівняння руху (1) та умов (3) величини швидкості знаходимо за такими 

різницевими формулами: 

– у внутрішніх вузлах сітки zG
 

(((
3

, , ,1 , 1,

1

2i j k r i j k

r

v y +

=


=    −


  

)( ) ( )( )) ((, 1, , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1, ,2 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k r i j ky z z y y z z x− + − + − + − +− − − − − +   −  

)( ) ( )( )) ((, , 1 , 1, , 1, , 1, , 1, , , 1 , , 1 ,3 , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k r i j kx z z x x z z x− + − + − + − +− − − − − +   −  

)( ) ( )( ))) ((
0.5

2

, 1, , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1, 1, ,/i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx y y x x y y x− + − + − + − +


− − − − − −


 

)( )( ) ( )( )1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 1, , 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx y y z z x x y y− + − + − + − + −− − − + − −   

( ) ( )( )( ) (, 1, , 1, , 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x y y z z x+ − + − + − + − + − + − − − − −  

)( )( ) ( )( ), , 1 , 1, , 1, 1, , 1, , 1, , 1, , , , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx y y z z x x y y− + − + − + − + −− − − − − −   

( ) ( )( )( )), 1, , 1, , 1, , 1, 1, , 1, , , , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x y y z z+ − + − + − + − − − − − − , 1,i n= , 
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1,j m= , 1,k l= ; 

– у внутрішніх вузлах граней ABB A  , CDD C  , ADD A  , 

BCC B  , ABCD  та A B C D     відповідно (((
3

0, , ,1 0, 1,

1

j k r j k

r

v y +

=


=    −


  

)( ) ( )( )) ((0, 1, 0, , 1 0, , 1 0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1, ,2 0, , 1j k j k j k j k j k j k j k r j ky z z y y z z x− + − + − + − +− − − − − +   −  

)( ) ( )( )) ((0, , 1 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1 ,3 0, 1,j k j k j k j k j k j k j k r j kx z z x x z z x− + − + − + − +− − − − − +   −  

)( ) ( )( ))) ((
0.5

2

0, 1, 0, , 1 0, , 1 0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1, 1, ,/j k j k j k j k j k j k j k j kx y y x x y y x− + − + − + −


− − − − − −


 

)( )( ) ( )( )0, , 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1 0, , 1 0, , 1 1, , 0, ,j k j k j k j k j k j k j k j k j kx y y z z x x y y+ − + − + −− − − + − −   

( ) ( )( )( ) (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1 1, , 0, , 0, , 1j k j k j k j k j k j k j k j k j kz z x x y y z z x+ − + − + − + − + − − − − −  

)( )( ) ( )( )(0, , 1 0, 1, 0, 1, 1, , 0, , 1, , 0, , 0, , 1 0, , 1 0, 1,j k j k j k j k j k j k j k j k j k j kx y y z z x x y y z− + − + − +− − − − − − −  

) ( )( )( ))0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, , 0, , 0, , 1 0, , 1j k j k j k j k j k j k j kz x x y y z z− + − + −− − − − − , 1,j m= , 1,k l= , 

( )( ) (((
3

1, , ,1 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1

1

n j k r n j k n j k n j k n j k n j k

r

v y y z z y+ + + + − + + + − + +

=


=    − − − −


  

)( )) ( )( )(1, , 1 1, 1, 1, 1, ,2 1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1,n j k n j k n j k r n j k n j k n j k n j ky z z x x z z+ − + + + − + + + − + + + −− − +   − − −  

( )( )) ( )((1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 ,3 1, 1, 1, 1, 1, , 1n j k n j k n j k n j k r n j k n j k n j kx x z z x x y+ + + − + + + − + + + − + +− − − +   − −  

) ( )( ))) ( )(
0.5

2

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1, 1, , , ,/n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j ky x x y y x x+ − + + + − + + + − +


− − − − − 


 

( )( ) ( )( )1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , , ,n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j ky y z z x x y y+ + + − + + + − + + + − + − − + − −   

( ) ( )( )( )1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , , ,n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j kz z x x y y z z+ + + − + + + − + + + − + − + − − − −  

( )( )( ) ( )1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1, 1, , , , 1, , , ,n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z x x+ + + − + + + − + +− − − − − −   

( )( ) ( )( )1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , , ,n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j ky y z z x x y y+ + + − + + + − + + + − + − − − − − 
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( ))1, , 1 1, , 1n j k n j kz z+ + + − − , 1,j m= , 1,k l= , ( )((
3

,0, ,1 ,1, ,0,

1

i k r i k i k

r

v y y
=


=    − 


  

( ) ( )( )) ( )(,0, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0, ,2 ,0, 1 ,0, 1i k i k i k i k i k i k r i k i kz z y y z z x x+ − + − + − − − − − +   −   

( ) ( )( )) ( )((,1, ,0, ,1, ,0, ,0, 1 ,0, 1 ,3 ,1, ,0, ,0, 1i k i k i k i k i k i k r i k i k i kz z x x z z x x y+ − + − − − − +   − −  

) ( )( ))) ( )( ( )
0.5

2

,0, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0, 1,0, 1,0, ,1, ,0,/i k i k i k i k i k i k i k i k i ky x x y y x x y y− + − + −


− − − − − − 


 

( ) ( )( )( ) ( ),0, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, 1 1,0, 1,0, ,1, ,0, ,1, ,0,i k i k i k i k i k i k i k i k i k i kz z x x y y z z x x+ − + − + − − + − − − + −   

( )( ) ( )( )( ),0, 1 ,0, 1 1,0, 1,0, ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0, 1,0, 1,0,i k i k i k i k i k i k i k i k i k i ky y z z x x y y z z+ − + − + − + − − − − − − − −  

( )( )( ) ( )( )1,0, 1,0, ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0, ,1, ,0, 1,0, 1,0,i k i k i k i k i k i k i k i k i k i kx x y y z z x x y y+ − + − + −− − − − − − −   

( ),0, 1 ,0, 1i k i kz z+ − − , 1,i n= , 1,k l= , ( )((
3

, 1, ,1 , 1, , ,

1

i m k r i m k i m k

r

v y y+ +

=


=    − 


  

( ) ( )( )) ((, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, , , ,2 , 1, 1i m k i m k i m k i m k i m k i m k r i m kz z y y z z x+ + + − + + + − + + + − − − − +   −  

)( ) ( )( )) ((, 1, 1 , 1, , , , 1, , , , 1, 1 , 1, 1 ,3 , 1,i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m k r i m kx z z x x z z x+ − + + + + + − +− − − − − +   −  

)( ) ( )( )))
0.5

2

, , , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, , , /i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m kx y y x x y y+ + + − + + + − +


− − − − − 


 

( )( ( )( ) ( )1, 1, 1, 1, , 1, , , , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1/ i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z x x+ + − + + + + + − + + + −− − − + −   

( )( ) ( )( )1, 1, 1, 1, , 1, , , , 1, , , , 1, 1 , 1, 1i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m ky y z z x x y y+ + − + + + + + + − − − + − − 
 

( ) ( )( )( )1, 1, 1, 1, , 1, 1 , 1, 1 , 1, , , 1, 1, 1, 1,i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m kz z x x y y z z+ + − + + + + − + + + − + − − − − − −  

( )( )( ) ( )1, 1, 1, 1, , 1, 1 , 1, 1 , 1, , , , 1, , ,i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z x x+ + − + + + + − + +− − − − − −   

( )( )1, 1, 1, 1, , 1, 1 , 1, 1i m k i m k i m k i m ky y z z+ + − + + + + − − − , 1,i n= , 1,k l= , 
, ,0i jv =   

( )( ) ( )( )( )(
3

,1 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0

1

r i j i j i j i j i j i j i j i j

r

y y z z y y z z+ − + −

=


   − − − − − +

  



Серія прикладна математика, випуск 9 (18), 2012 

 91 

( )( ) ( )( )( ),2 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0 ,3r i j i j i j i j i j i j i j i j rx x z z x x z z+ − + −+  − − − − − +    

( )( ) ( )( )( ))
0.5

2

, 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0 /i j i j i j i j i j i j i j i jx x y y x x y y+ − + −


 − − − − − 


 

( )( )( ) ( )( )( 1, ,0 1, ,0 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0 , ,1 , ,0 1, ,0 1, ,0/ i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jx x y y z z x x y y+ − + − + −− − − + − −   

( ) ( )( )( ) ( ), 1,0 , 1,0 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0 1, ,0 1, ,0 , ,1 , ,0i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jz z x x y y z z x x+ − + − + − − + − − − − −   

( )( ) ( )( )( ), 1,0 , 1,0 1, ,0 1, ,0 1, ,0 1, ,0 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jy y z z x x y y z z+ − + − + − + − − − − − − − −  

( )( )( )), 1,0 , 1,0 1, ,0 1, ,0 , ,1 , ,0i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ − + −− − − − , 1,i n= , 1,j m= , 
, , 1i j lv + =   

( )( ) ( )( )( )(
3

,1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , , , 1 , , , 1, 1 , 1,

1

r i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l

r

y y z z y y z z+ + − + + + + + −

=


   − − − − − +

  

( )( ) ( )( )( ),2 , , 1 , , , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , ,r i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x z z x x z z+ + + − + + + − + ++  − − − − − +  

( )( ) ( )( )( ))
0.5

2

,3 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , , , 1 , , , 1, 1 , 1, 1 /r i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y x x y y+ + − + + + + + − +


+ − − − − − 


 

( )( )( ) ( )(( 1, , 1 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , , , 1 , , 1, , 1/ i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z x x y+ + − + + + − + + + + +− − − + − −  

)( ) ( )( )( )1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , 1, , 1 1, , 1i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j ly z z x x y y z z− + + + − + + + − + + + + − +− − + − − − −  

( )( )( ) ( )(, , 1 , , , 1, 1 , 1, 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 , , 1i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z x x y+ + + − + + + − + + + − + +− − − − − − −  

)( ) ( )( )( )), , , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 1, , 1 1, , 1 , , 1 , ,i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j ly z z x x y y z z+ + − + + + − + + + − + +− − − − − − , 

1,i n= , 1,j m= , 

– у внутрішніх вузлах ребер AB , CD , BC , AD , A B  , C D  , 

B C  , A D  , AA , BB , CC , DD  відповідно (
3

0, ,0 ,1

1

j r

r

v
=


=   


  

( )( ) ( )( )( ) ((0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 ,2 0, ,1j j j j j j j j r jy y z z y y z z x+ − + − − − − − − +   −  

)( ) ( )( )) ((0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0 ,3 0, 1,0j j j j j j j r jx z z x x z z x+ − + − +− − − − − +   −  



Волинський математичний вісник 

 92 

)( ) ( )( ))) ( )(
0.5

2

0, 1,0 0, ,1 0, ,0 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 1, ,0 0, ,0/j j j j j j j j jx y y x x y y x x− + −


− − − − − − 


 

( )( ) ( )( )( )0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0 0, ,1 0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0j j j j j j j j j jy y z z x x y y z z+ − + − − − + − − − +  

( )( )( ) ( )( )0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0j j j j j j j j j jx x y y z z x x y y+ − + −+ − − − − − −   

( ) ( )( )( ) ( )1, ,0 0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, 1,0j j j j j j j j j jz z x x y y z z x x+ − + − − − − − − − −   

( )( ))1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0j j j jy y z z − − , 1,j m= , (((
3

1, ,0 ,1 1, 1,0

1

n j r n j

r

v y+ + +

=


=    −


  

)( ) ( )( ))1, 1,0 1, ,1 1, ,0 1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 ,2n j n j n j n j n j n j n j ry z z y y z z+ − + + + + + + + −− − − − − +    

( )( )( ( )( ))1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0n j n j n j n j n j n j n j n jx x z z x x z z+ + + + + − + + + − + + − − − − − +  

( )( ) ( )((,3 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0 1, ,1 1, ,0 1, 1,0r n j n j n j n j n j n j n jx x y y x x y+ + + − + + + + + ++  − − − − −  

))) ( )( )( )(
0.5

2

1, 1,0 1, ,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0/n j n j n j n j n j n j n jy x x y y z z+ − + + + + − + +


− − − − +


 

( )( )( ) ( )1, ,1 1, ,0 1, ,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0n j n j n j n j n j n j n j n jx x y y z z x x+ + + + + + − + + + −+ − − − + −   

( )( ) ( )( )(1, ,1 1, ,0 1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0n j n j n j n j n j n j n j n j n jy y z z x x y y z+ + + + + + + + − + − − − − − −  

) ( )( )( ) ( ), ,0 1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0n j n j n j n j n j n j n j n j n jz x x y y z z x x+ + + + + + − + + + −− − − − − − − 
 

( )( ))1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0n j n j n j n jy y z z+ + + − − , 1,j m= , (((, 1,0

3

,1 , 1,0

1
i m r i m

r

v y
+ +

=


=    −


  

)( ) ( )( )) ((, ,0 , 1,1 , 1,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0 ,2 , 1,1i m i m i m i m i m i m i m r i my z z y y z z x+ + + + + +− − − − − +   −  

)( ) ( )( )) ((, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0 ,3 , 1,0i m i m i m i m i m i m i m r i mx z z x x z z x+ + + + + +− − − − − +   −  

)( ) ( )( ))) ((
0.5

2

, ,0 , 1,1 , 1,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0 1, 1,0/i m i m i m i m i m i m i m i mx y y x x y y x+ + + + + + +


− − − − − −


 

)( )( ) ( )(1, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0 , 1,1 , 1,0 1, 1,0i m i m i m i m i m i m i m i mx y y z z x x y− + + + + + + + +− − − + − −  
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)( ) ( )( )(1, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0 1, 1,0i m i m i m i m i m i m i m i my z z x x y y z− + + + + + + +− − + − − −  

) ( )( )( ) (1, 1,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0i m i m i m i m i m i m i m i mz x x y y z z x− + + + + + + − + + +− − − − − − −  

)( )( ) ( )(1, 1,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,0 , ,0 1, 1,0i m i m i m i m i m i m i m i mx y y z z x x y− + + + + + + +− − − − − −  

)( ))1, 1,0 , 1,1 , 1,0i m i m i my z z− + + +− − , 1,i n= , ( )((,0,0

3

,1 ,1,0 ,0,0

1
i r i i

r

v y y
=


=    − 


  

( ) ( )( )) ( )( )(,0,1 ,0,0 ,0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0 ,2 ,0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0i i i i i i r i i i iz z y y z z x x z z − − − − +   − − −  

( )( )) ( )( ) ( )(,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0 ,3 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0 ,0,1 ,0,0i i i i r i i i i i ix x z z x x y y x x− − − +   − − − −   

( ))) ( )( )( ) ((
0.5

2

,1,0 ,0,0 1,0,0 1,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0 ,0,1/i i i i i i i i iy y x x y y z z x+ −


 − − − − + −


 

)( )( ) ( )( )(,0,0 1,0,0 1,0,0 ,1,0 ,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0 1,0,0i i i i i i i i i ix y y z z x x y y z+ − +− − − + − − −  

) ( )( )( ) ( )1,0,0 ,0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0 1,0,0 1,0,0 1,0,0 1,0,0i i i i i i i i iz x x y y z z x x− + − + −− − − − − − −   

( )( ) ( )( )( )),0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0 ,1,0 ,0,0 1,0,0 1,0,0 ,0,1 ,0,0i i i i i i i i i iy y z z x x y y z z+ − − − − − − − , 1,i n= , 

( )( ) ( )((0, , 1

3

,1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, , 0, , 1 0, ,

1
j l r j l j l j l j l j l j l

r

v y y z z y y
+ + + − + + +

=


=    − − − − 


  

( )) ( )( ) ((0, 1, 1 0, 1, 1 ,2 0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1j l j l r j l j l j l j l j lz z x x z z x+ + − + + + + − + + + − +   − − − −  

)( )) ( )( )(0, 1, 1 0, , 1 0, , ,3 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, ,j l j l j l r j l j l j l j lx z z x x y y− + + + + − + +− − +   − − −  

( )( ))) ( )((
0.5

2

0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1 0, 1, 1/j l j l j l j l j l j l j lx x y y x x y+ + + − + + + + +


− − − − −


 

)( ) ( )( )( )0, 1, 1 0, , 1 0, , 0, , 1 0, , 1, , 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1j l j l j l j l j l j l j l j l j ly z z x x y y z z− + + + + + + + − +− − + − − − +  

( )( )( ) ( )0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, , 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, ,j l j l j l j l j l j l j l j lx x y y z z x x+ + − + + + + ++ − − − − −   

( )( ) ( )( )0, 1, 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, ,j l j l j l j l j l j l j l j ly y z z x x y y+ + − + + + + + + − − − − −   

( ) ( )( )( )0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, ,j l j l j l j l j l j l j l j lz z x x y y z z+ + − + + + − + + + + − − − − − , 
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1,j m= , ( )( )((
3

1, , 1 ,1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, ,

1

n j l r n j l n j l n j l n j l

r

v y y z z+ + + + + + − + + + +

=


=    − − −


  

( )( )) ( )(1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1 ,2 1, , 1 1, ,n j l n j l n j l n j l r n j l n j ly y z z x x+ + + + + + + − + + + +− − − +   −   

( ) ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, , ,2n j l n j l n j l n j l n j l n j l rz z x x z z+ + + + − + + + + + − + + + + − − − − +    

( )( ) ( )( (1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, 1, 1n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y x x y+ + + + − + + + + + + + + + + − − − − −  

))) ( )( )((
0.5

2

1, 1, 1 1, , 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1/n j l n j l n j l n j l n j l n j ly x x y y z+ − + + + + + + + + − + + +


− − − −


 

) ( )( )( )1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j lz x x y y z z+ + + + + + + + + + + − +− + − − − +  

( )( )( ) ( )1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, , 1, , 1 , , 1 1, , 1 1, ,n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y z z x x+ + + + − + + + + + + + + + ++ − − − − −   

( )( ) ( )(1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1 1, , 1n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j ly y z z x x y+ + + + − + + + + + + + + + − − − − −  

)( ) ( )( )1, , 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j ly z z x x y y+ + + + + − + + + + + − + + + +− − − − −   

( ))1, , 1 1, ,n j l n j lz z+ + + − , 1,j m= , ( )((
3

, 1, 1 ,1 , 1, 1 , , 1

1

i m l r i m l i m l

r

v y y+ + + + +

=


=    − 


  

( ) ( )( )) ((, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1 ,2 , 1, 1i m l i m l i m l i m l i m l i m l r i m lz z y y z z x+ + + + + + + + + + + − − − − +   −  

)( ) ( )( )), 1, , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m lx z z x x z z+ + + + + + + + + +− − − − − +  

( )( ) ( )((,3 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1r i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y x x y+ + + + + + + + + + ++  − − − − −  

))) ( )( )( ( )
0.5

2

, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,/i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m ly x x y y z z+ + + + − + + + + + + + +


− − − − +


 

( )( )( ) (, 1, 1 , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y z z x+ + + + + + − + + + + + + ++ − − − + −  

)( )( ) ( ), , 1 , 1, 1 , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m lx y y z z x x+ + + + + + + − + + + + +− − − − −   

( )( ) ( ), 1, 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1i m l i m l i m l i m l i m l i m ly y z z x x+ + + + + + − + + + + + − + + − − − −   

( )( ) ( )(, 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 1, 1, 1i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m ly y z z x x y+ + + + + + + + + + + + − − − − −  
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)( )1, 1, 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m ly z z− + + + + +− − , 1,i n= , (((
3

,0, 1 ,1 ,1, 1

1

i l r i l

r

v y+ +

=


=    −


  

)( ) ( )( )) ( )(,0, 1 ,0, 1 ,0, ,0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1 ,2 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i l i l i l r i l i ly z z y y z z x x+ + + + + +− − − − − +   −   

( ) ( )( )) ( )(,1, 1 ,0, 1 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, ,2 ,1, 1 ,0, 1i l i l i l i l i l i l r i l i lz z x x z z x x+ + + + + + + − − − − +   −   

( ) ( )( ))) ( )(
0.5

2

,0, 1 ,0, ,0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1/i l i l i l i l i l i l i l i ly y x x y y x x+ + + + + + − +


 − − − − − 


 

( )( ) ( )( )(,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, ,0, 1 ,0, 1,0, 1 1,0, 1 ,1, 1i l i l i l i l i l i l i l i l i ly y z z x x y y z+ + + + + + − + + − − + − − −  

) ( )( )( ) ( ),0, 1 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i l i l i l i l i lz x x y y z z x x+ + + + + + − + +− + − − − − −   

( )( ) ( )( ),1, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i l i l i l i ly y z z x x y y+ + + + − + + + − + + − − − − −   

( ) ( )( )( )),1, 1 ,0, 1 ,1, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i l i l i l i lz z x x y y z z+ + + + + + − + + − − − − − , 1,i n= , 

( )( ) ( )((
3

0,0, ,1 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1

1

k r k k k k k k

r

v y y z z y y+ − + −

=


=    − − − − 


  

( )) ( )( ) ( )(0,1, 0,0, ,2 0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0, 0,1, 0,0,k k r k k k k k kz z x x z z x x+ − − +   − − − −   

( )) ( )( ) ( )(0,0, 1 0,0, 1 ,3 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1k k r k k k k k kz z x x y y x x+ − + − + − − +   − − − −   

( ))) ( )( )( )(
0.5

2

0,1, 0,0, 1,0, 0,0, 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1/k k k k k k k ky y x x y y z z+ −


 − − − − +


 

( )( )( ) ( )(0,0, 1 0,0, 1 1,0, 0,0, 0,1, 0,0, 0,1, 0,0, 0,0, 1k k k k k k k k kx x y y z z x x y+ − ++ − − − + − −  

)( ) ( )( )( )0,0, 1 1,0, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0, 1,0, 0,0,k k k k k k k k ky z z x x y y z z− + −− − − − − − −  

( )( )( ) ( )( )1,0, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0, 0,1, 0,0, 1,0, 0,0,k k k k k k k k k kx x y y z z x x y y+ −− − − − − − −   

( )0,0, 1 0,0, 1k kz z+ − − , 1,k l= , ( )((
3

0, 1, ,1 0, 1, 0, ,

1

m k r m k m k

r

v y y+ +

=


=    − 


  

( ) ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, , ,2m k m k m k m k m k m k rz z y y z z+ + + − + + + − + − − − − +    
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( )( )( ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, , 0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1m k m k m k m k m k m k m k m kx x z z x x z z+ + + − + + + + + − − − − − − +  

( )( ) ( )(,3 0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1r m k m k m k m k m k m kx x y y x x+ + + + − + + + −+  − − − −   

( ))) ( )( )((
0.5

2

0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, , 0, 1, 1/m k m k m k m k m k m k m ky y x x y y z+ + + + + +


 − − − −


 

) ( )( )( ) (0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, , 0, 1,m k m k m k m k m k m k m k m kz x x y y z z x+ − + + + − + + + +− + − − − + −  

)( )( ) ( )0, , 0, 1, 1 0, 1, 1 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1m k m k m k m k m k m k m kx y y z z x x+ + + − + + + + + −− − − − −   

( )( ) ( )( )0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1m k m k m k m k m k m k m k m ky y z z x x y y+ + + + + + + + − − − − − −   

( ) ( )( )( ))0, 1, 0, , 0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1m k m k m k m k m k m k m k m kz z x x y y z z+ + + + + + + − − − − − − , 

1,k l= , ( )( )((
3

1, 1, ,1 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1

1

n m k r n m k n m k n m k n m k

r

v y y z z+ + + + + + + + + + −

=


=    − − −


  

( )( )) ( )(1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, , ,2 1, 1, 1 1, 1, 1n m k n m k n m k n m k r n m k n m ky y z z x x+ + + + + − + + + + + + + + −− − − +   −   

( ) ( )( ))1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1n m k n m k n m k n m k n m k n m kz z x x z z+ + + + + + + + + + + − − − − − +  

( )( ) ( )(,3 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1r n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y x x+ + + + + + + + − + + + + + −+  − − − −   

( ))) ( )( )(
0.5

2

1, 1, 1, , 1, 1, , 1, 1, 1, 1, ,/n m k n m k n m k n m k n m k n m ky y x x y y+ + + + + + + + +


 − − − 


 

( ) ( )( )1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, , 1,n m k n m k n m k n m k n m k n m kz z x x y y+ + + + + − + + + + + − + + + − + − −   

( ) ( )( )(1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1,n m k n m k n m k n m k n m k n m k n m kz z x x y y z+ + + + + + + + + + + − + + − + − − −  

) ( )( ), 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, , 1, 1, , 1,( )n m k n m k n m k n m k n m k n m k n m kz x x y y z z+ + + + + + − + + + + + +− − − − − −  

( )( )( ) (1, 1, , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, , 1, 1,n m k n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y z z x+ + + + + + + + − + + + + +− − − − − −  

)( )( ))1, , 1, 1, , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1n m k n m k n m k n m k n m kx y y z z+ + + + + + + + + −− − − , 1,k l= , 1,0,n kv + =  

( )( ) ( )((
3

,1 1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1

1

r n k n k n k n k n k n k

r

y y z z y y+ + + + + − + + + −

=


=    − − − − 
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( )) ( )( )(1,1, 1,0, ,2 1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0,n k n k r n k n k n k n kz z x x z z+ + + + + − + + − +   − − −  

( )( )) ( )((1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1 ,3 1,1, 1,0, 1,0, 1n k n k n k n k r n k n k n kx x z z x x y+ + + + + − + + + +− − − +   − −  

) ( )( ))) ( )(
0.5

2

1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0, 1,0, ,0,/n k n k n k n k n k n k n ky x x y y x x+ − + + + − + + +


− − − − − 


 

( )( ) ( )( )1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, ,0,n k n k n k n k n k n k n k n ky y z z x x y y+ + + + + − + + + − + − − + − −   

( ) ( )( )( )1,1, 1,0, 1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1 1,0, ,0,n k n k n k n k n k n k n k n kz z x x y y z z+ + + + + + + − + − + − − − −  

( )( )( ) ( )1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0, 1,0, ,0, 1,0, ,0,n k n k n k n k n k n k n k n kx x y y z z x x+ + + − + + + +− − − − − −   

( )( ) ( )( )1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0, 1,1, 1,0, 1,0, ,0,n k n k n k n k n k n k n k n ky y z z x x y y+ + + − + + + + + − − − − −   

( ))1,0, 1 1,0, 1n k n kz z+ + + − − , 1,k l= ; 

– у вершинах A , B , C , D , A , B , C  та D  відповідно 0,0,0v =  

( )( )( ( )( ))(
3

,1 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0

1

r

r

y y z z y y z z
=


=    − − − − − +


  

( )( )( ( )( )),2 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 ,3r rx x z z x x z z+  − − − − − +    

( )( )( ( )( ))) ((
0.5

2

0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0 1,0,0/x x y y x x y y x


 − − − − − −


 

)( )( ) ( )( )(0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,0,1 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,1,0x y y z z x x y y z− − − + − − −  

) ( )( )( ) ( )(0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,1,0z x x y y z z x x y− + − − − − − −  

)( ) ( )( )( ) (0,0,0 1,0,0 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,1,0y z z x x y y z z x− − − − − − − −  

)( )( ))0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0x y y z z− − − , ( )((
3

0, 1,0 ,1 0, 1,0 0, ,0

1

m r m m

r

v y y+ +

=


=    − 


  

( ) ( )( )) ((0, 1,1 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 ,2 0, 1,1m m m m m m r mz z y y z z x+ + + + + + − − − − +   −  

)( ) ( )( ))0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0 ,3m m m m m m m rx z z x x z z+ + + + +− − − − − +    
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( )( )( ( )( )))
0.5

2

0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 /m m m m m m m mx x y y x x y y+ + + + + +


 − − − − − 


 

( )( )( ) ( )( 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0/ m m m m m m m mx x y y z z x x+ + + + + + +− − − + −   

( )( ) ( )( )1, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0m m m m m m m my y z z x x y y+ + + + + + − − + − −   

( ) ( )( )( )1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 1, 1,0 0, 1,0m m m m m m m mz z x x y y z z+ + + + + + + − − − − − −  

( )( )( ) ( )1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,0 0, ,0m m m m m m m mx x y y z z x x+ + + + + +− − − − − −   

( )( ))1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0m m m my y z z+ + + + − − , (((
3

1, 1,0 ,1 1, 1,0

1

n m r n m

r

v y+ + + +

=


=    −


  

)( ) ( )( ))1, ,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0n m n m n m n m n m n m n my z z y y z z+ + + + + + + + + + + +− − − − − +  

( )( ) ( )(,2 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 1, ,0r n m n m n m n m n m n mx x z z x x+ + + + + + + + + ++  − − − −   

( )) ( )( )(1, 1,1 1, 1,0 ,2 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m r n m n m n m n mz z x x y y+ + + + + + + + + + + − +   − − −  

( )( ))) ( )(
0.5

2

1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 , 1,0/n m n m n m n m n m n mx x y y x x+ + + + + + + + + +


− − − − 


 

( )( ) ( )(1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0n m n m n m n m n m n m n my y z z x x y+ + + + + + + + + + + + + − − + − −  

)( ) ( )( ), 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m n m n m n m n m n my z z x x y y+ + + + + + + + + + +− − + − −   

( ) ( )( )(1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0n m n m n m n m n m n m n mz z x x y y z+ + + + + + + + + + + + − − − − −  

) ( )( )( ), 1,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0n m n m n m n m n m n m n mz x x y y z z+ + + + + + + + + + +− − − − − −  

( )( )( ))1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m n m n m n m n mx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − , 1,0,0nv + =  

( )( ) ( )(((
3

,1 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,1,0

1

r n n n n n n n

r

y y z z y y z+ + + + + + +

=


=    − − − − −


  

)) ( )( ) ( )(1,0,0 ,2 1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0 1,1,0 1,0,0n r n n n n n nz x x z z x x+ + + + + + +− +   − − − −   

( )) ( )( ) ((1,0,1 1,0,0 ,3 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,0,1n n r n n n n nz z x x y y x+ + + + + + + − +   − − − −  
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)( ))) ( )( )((
0.5

2

1,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,1/n n n n n n n nx y y x x y y z+ + + + + + +


− − − − −


 

) ( )( )( ) (1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,1,0 1,0,0 1,1,0n n n n n n n nz x x y y z z x+ + + + + + +− + − − − + −  

)( )( ) ( )( )1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0n n n n n n n n nx y y z z x x y y+ + + + + + + +− − − − − −   

( ) ( )( )( )1,0,0 ,0,0 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0n n n n n n n nz z x x y y z z+ + + + + + − − − − − −  

( )( )( ))1,1,0 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0n n n n n nx x y y z z+ + + + +− − − − , (
3

0,0, 1 ,1

1

l r

r

v +

=


=   


  

( )( )( ( )( ))0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1 ,2l l l l l l l l ry y z z y y z z+ + + + + + − − − − − +    

( )( )( ( )( ))0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, ,3l l l l l l l l rx x z z x x z z+ + + + + + − − − − − +    

( )( )( ( )( )))
0.5

2

0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1 /l l l l l l l lx x y y x x y y+ + + + + +


 − − − − − 


 

( )( )( ) ( )(( 1,0, 1 0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 0,0, 1 0,0, 1,0, 1/ l l l l l l l l lx x y y z z x x y+ + + + + + +− − − + − −  

)( )0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1,0, 1 0,0, 1( )( )( )l l l l l l l l ly z z x x y y z z+ + + + + + + +− − + − − − −  

( )( )( ) ( )(0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1 0,0, 1l l l l l l l l lx x y y z z x x y+ + + + + + + +− − − − − − −  

)( ) ( )( )( ))0,0, 0,1, 1 0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,l l l l l l l l ly z z x x y y z z+ + + + + + +− − − − − − , 

( )( ) (((
3

0, 1, 1 ,1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1

1

m l r m l m l m l m l m l

r

v y y z z y+ + + + + + + + + +

=


=    − − − −


  

)( )) ( )( )(0, 1, 0, 1, 1 0, , 1 ,2 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1m l m l m l r m l m l m l m ly z z x x z z+ + + + + + + + + +− − +   − − −  

( )( )) ( )((0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, ,3 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1m l m l m l m l r m l m l m lx x z z x x y+ + + + + + + + + + +− − − +   − −  

) ( )( ))) ( )(
0.5

2

0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1/m l m l m l m l m l m l m ly x x y y x x+ + + + + + + + + + +


− − − − − 


 

( )( ) ( )(0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1, 1, 1m l m l m l m l m l m l m ly y z z x x y+ + + + + + + + + + + − − + − −  
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)( ) ( )( )0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1,m l m l m l m l m l m l m ly z z x x y y+ + + + + + + + + + +− − + − −   

( ) ( )( )(1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1m l m l m l m l m l m l m lz z x x y y z+ + + + + + + + + + + + − − − − −  

) ( )( )( )0, 1, 1 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1m l m l m l m l m l m l m lz x x y y z z+ + + + + + + + + + + +− − − − − −  

( )( )( ))0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1,m l m l m l m l m l m lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − , 1, 1, 1n m lv + + + =  

( )( ) (((
3

,1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1

1

r n m l n m l n m l n m l n m l

r

y y z z y+ + + + + + + + + + + + +

=


=    − − − −


  

)( )) ( )((1, 1, 1, 1, 1 1, , 1 ,2 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1n m l n m l n m l r n m l n m l n m ly z z x x z+ + + + + + + + + + + + + + +− − +   − −  

) ( )( )) ((1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, ,3 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l r n m lz x x z z x+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − +   −  

)( ) ( )(1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l n m lx y y x x y+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − −  

))) ( )( )((
0.5

2

1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1/n m l n m l n m l n m l n m l n m ly x x y y z+ + + + + + + + + + + + + + +


− − − −


 

) ( )( )(1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l n m lz x x y y z+ + + + + + + + + + + + + + +− + − − −  

) ( )( )(1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l n m lz x x y y z+ + + + + + + + + + + + + + +− + − − −  

) ( )( )(, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l n m lz x x y y z+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − −  

) ( )( )(, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l n m lz x x y y z+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − −  

) ( )( )(1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1n m l n m l n m l n m l n m l n m lz x x y y z+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − −  

))1, 1,n m lz + +− , ( )(((
3

1,0, 1 ,1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1

1

n l r n l n l n l

r

v y y z+ + + + + + + +

=


=    − −


  

) ( )( )) ( )(1,0, 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1 ,2 1,0, 1 1,0,n l n l n l n l n l r n l n lz y y z z x x+ + + + + + + + + + +− − − − +   −   

( ) ( )( )) ((1,1, 1 1,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, ,3 1,1, 1n l n l n l n l n l n l r n lz z x x z z x+ + + + + + + + + + + + + − − − − +   −  

)( ) ( )( )))
0.5

2

1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1 /n l n l n l n l n l n l n lx y y x x y y+ + + + + + + + + + + +


− − − − − 
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( )( )( )( ( )1,0, 1 ,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,0, 1 1,0,/ n l n l n l n l n l n l n l n lx x y y z z x x+ + + + + + + + + + + + +− − − + −   

( )( ) ( )(1,0, 1 ,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1n l n l n l n l n l n l n ly y z z x x y+ + + + + + + + + + + + + − − + − −  

)( ) ( )( )(1,0, 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1n l n l n l n l n l n l n l n ly z z x x y y z+ + + + + + + + + + + + +− − − − − −  

) ( )( )( ),0, 1 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1n l n l n l n l n l n l n lz x x y y z z+ + + + + + + + + + +− − − − − −  

( )( )( ))1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0,n l n l n l n l n l n lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − . 

Висновки і зауваження. Отриманий алгоритм дозволяє розв’язати 

фільтраційну задачу для анізотропних пористих середовищ (побудувати 

гідродинамічну сітку, знайти фільтраційну витрату, поле швидкостей 

тощо) та на основі отриманого розв’язку досліджувати процеси масопе-

реносу розчинних речовин у відповідних середовищах. 
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