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Присяжнюк І. М., Крока Л. Л. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ 

ПРОЦЕСІВ КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ У ТРИЗВ’ЯЗНІЙ ОБЛАСТІ 

Отримано асимптотичне розвинення розв’язку сингулярно збуре-
ної задачі типу “конвекція-дифузія” у трьохзв’язній області. Особ-
ливістю запропонованого алгоритму є необхідність побудови про-
цедури згладжування негладкостей регулярної його складової 
вздовж лінії розділу течії. Наведено результати числових дослі-
джень.  

Вступ. Асимптотичні методи розв’язування сингулярно збурених пара-

болічних та еліптичних рівнянь у прямокутних областях з урахуванням 

різного рівня гладкості початкової та граничних умов, а також їх узго-

дженості у кутових (ребрових) точках, описані в [1-2]. Результати цих 

досліджень знайшли подальше успішне застосування та розвиток у ро-

ботах [3-5], де відповідні алгоритми модифіковано стосовно розв’язання 

задач конвективної дифузії при фільтрації в чотирикутних криволіній-

них областях. Ті ж алгоритми успішно застосовано і до розв’язування 

таких задач в багатозв’язних областях [6–8].  

Проте не завжди (для випадку n-зв’язних областей, n>2) отримані 

функції залежності концентрації забруднюючої речовини від координат 

та часу є достатньо узгодженими поблизу ліній розділу течії. У такому 

випадку  необхідно провести певним чином процедуру згладження не-

гладкостей вздовж характерних ліній розділу течії. У статті мова йде 

про асимптотичне розвинення розв’язків нелінійних сингулярно збуре-

них крайових задач конвективної дифузії у спеціально заданій три-

зв’язній області та наведено результати числових експериментів. 

Постановка задачі. Розглянемо процес конвективно-дифузійного масо-

перносу в тризв’язній області (пористому пласті) Gz, обмеженій трьома 
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замкнутими гладкими контурами L*, L0 , L*  скінченої комплексної пло-

щини (z) (рис. 1): 

( )xx yy x x y y tu u v u v u u + − − = ,                             (1) 

*0 *

* *
0 *( , ), ( , ), ( , )L L L

u u P t u u P t u u P t= = = , ( )0
00

,
t

u u x y
=

= ,   (2) 

0 = , *0 *

*
0 *, , ,L L L

     = = = *

i

y x

L

v dx v dy Q− + = ,            (3) 

де 1,2i = , *0 ,Q    P– біжуча точка відповідної ділянки границі 

даної області  * 0( ( ))P L L  , , 0
z

z x iy G t T= +    , ε – коефіці-

єнт конвективної дифузії (малий параметр), 0 *,   – задані значення 

потенціалу ( , )x y  на граничних еквіпотенціальних лініях, 

( , ) ( )x yv v grad = , * 0
* 0 0, ,u u u – задані достатньо гладкі та певним чином 

узгоджені функції.  

 
а)                                                     б) 

Рис. 1. Фізична область zG , область комплексного потенціалу G  

Розглянемо випадок 0 *

df

 =  (тоді 
1 1 *AA BBQ Q Q= = ). Фізична об-

ласть фільтрації zG , на фоні якої відбувається конвективно-дифузійне 

перенесення частинок, зображена на рис. 1, а). На рис. 1, б) зображено 
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відповідну область  комплексного потенціалу G , де ,i  = +  

( , )x y =  – функція течії (комплексно спряжена до функції 

( , )x y = ). Припустимо, що задача (3), з використанням конформного 

відображення zG G  (або zG G ), є розв’язаною, зокрема, знай-

дено поле швидкостей ( )( , ), ( , )x yv v x y v x y
→

= [5, 10]. Тоді, шляхом пере-

ходу від змінних (x,y) фізичної області zG  до змінних (φ,ψ) області ком-

плексного потенціалу G , задачу (1)-(2) зведемо до відповідної зада-

чі [9]: 

2 2( , )( ) ( , ) , ( , , ) (0, ) ,
df

t wv c c v c c t G        + − =    = 
   

* * *

* *
0 * 0

( , ), 0 , , (0, ),
( , , )

( , ), , , (0, ),

c t Q L t T
c t

c t Q Q L t T

  
 

  

    
= 

   

 

 

0
0( , ,0) ( , ),c c   =  

1 1` ` `` ``
, , ,

AO A O BO BO CO C O
c c c c c c= = =

                     (4)
 

2 2 2( , ) x yv v v v v 
→→

= = + , де ( , , ) ( ( , ), ( , ), ),c t u x y t     =  

* * * * *( , ) ( ( , ), ( , ), ),   ( , ) ,c t u x y t x y L    = 

* *
0 0 * * 0( , ) ( ( , ), ( , ), ),   ( , ) ,c t u x y t x y L    = 

0 0
0 0( , ) ( ( , ), ( , ))c u x y     = . 

Розв’язок задачі. Розв’язок задачі (4) шукатимемо у вигляді: 

1

0

1 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , , )
n n

i i
i i n

i i

c t c t c Ï t r t           
+

= =

 
= + + + 
 

  ,     (5) 

де ( ), ,ic t   ( 0,i n= ) – члени регулярної частини асимптотики: c0 –

 розв’язок відповідної виродженої задачі (задачі конвективного перено-

су); 1, ..., nc c  – поправки, що враховують вплив дифузії, 
1

0

( , , )
n

i
i

i

П t  
+

=

 – 
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функція типу примежевого шару в околі * = , яка використовується 

для врахування дифузійних процесів вздовж границі виходу фільтра-

ційного потоку, 1 *( ),   −= −  ( , , , , )nr t    – залишковий член. 

Здійснивши підстановку (4) в (5) та застосувавши стандартну 

процедуру прирівнювання коефіцієнтів при однакових степенях ε, для 

знаходження функцій ( , , )ic t   приходимо до таких задач:  

2
0 0

* * *
0 * *

0 * 0

0
0 0 1 *

( , ) ( , , ) ( , , ) 0,

( , ), 0 , , (0, ),
( , , )

( , ), , , (0, ),

( , ,0) ( , ), ( , ), (0, ),

tv c t c t

c t Q L t T
c t

c t Q Q L t T

c c Q

     

  
 

  

      

 + =

      

= 
    


=   

 

2

2 2
2 1 1

2 2

* *

* *

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , )( ), ( , ) ,

( , , ) 0, (0, ), (0, ),

( , ,0) 0, ( , ), (0, ).

i it i

i i
i

i

i

v c t c t g t

c c
g t v G

c t t T Q

c T Q





       

     
 

  

    

− −

 + =

  
 = + 
  


=  
 =  

 

В результаті їх розв’язання маємо: 

0 1
01

0 *
0 (1)

0
0 1
02

0

* (2)

( ( ( , ) ), ), ( , ),
( , , )

( , ( , )), ( , ), ( , ) ,
( , , )

( ( ( , ) ), ), ( , ),
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2

1
1
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i
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t

i
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v
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g f f t t t dt t f




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 
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−
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де ( )
( )

*

2
,

,

ds
f

v s





 


=   – час проходження виділеної частинки вздовж 

лінії течії  = , від точки 0( , )   до точки ( , )  ,  1f −  – функція 

обернена до f стосовно змінної   (така функція існує, оскільки підінте-

гральна функція 
2

1

v
 – неперервно диференційована, обмежена, додат-

ньо визначена),  
2 2

2 1 1

2 2
( , , ) ( , )( ),i i

i

c c
g t v   

 

− − 
= +

 
 ( , ) G   , 

 *
(1) (2) (1) * *, ( , ) : ,G G G G Q Q        =  =      ,

 *
(2) * *( , ) : , 0G Q      =     . 

Функція  
1

0

n
i

i

i

П П
+

=

=  усуває нев’язки, внесені побудованою ре-

гулярною частиною 
1

n
i

i

i

с c 
=

=  в околі границі виходу фільтраційного 

потоку  =  (а саме, повинна виконуватись умова: 

с П
 =

+ = ( )1Nc O  ++ ). Знайдемо 
1

0

n
i

i

i

П П
+

=

=  аналогічно роботі [6]. 

Всюди в області 
*

0\ ( (0, ))T =    , де 0  – об’єднання дові-

льних околів точок О, О’, О’’ – образів точки zO G  (де швидкість 

перетворюється в нуль), має місце така оцінка залишкового члена асим-

птотичного ряду (5) : 

1( , , , , ) ( )n
nr t O     += .                                      (6)

 

Дійсно, в результаті проведеної процедури прирівнювання при 

однокових степенях ε, для оцінки nr  маємо: 

( ) ( ) ( )2 2 1, , ( , , , ) ( , , , , );n
n n n ntv r r v r r p t h t              +  + −  = +  +
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0( , , , , ) 0nr t    = , 1( , ,0, , ) ( )n
nr O     += , 1

*( , , , , ) ( )n
nr t O     += . 

Тут, ( , , , ), ( , , , , )p t h t       – функції, що виражається через відомі 

члени ряду (5). На основі принципу максимуму для параболічних рів-

нянь, приходимо до оцінки (6) [5]. 

У випадку недостатньої узгодженості функцій 1
0 ( , , ),c t   

2
0 ( , , ),c t   проведемо процедуру згладжування негладкостей вздовж 

ліній розділу течії. *
0 2 1 *0( ), .Q Q  = = =  Розв’язок такої задачі з 

точністю 2( )O   шукаємо у вигляді:  

0 0 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )c t c t s t c t s t          = + + + +  

( , , ) ( , , , ).nt r t     + +  

Тут 1( , , ) ( ),n
nr t O   +=

  

0 * 0
0 0

( , , ) ( ,0, )
( , , ) ( , , ) ( ( , )) (1 ( ( , ))),

2

c Q t c t
c t c t K K

 
       

+
=  +  −

1 * 1
0 0

*
2 * 2 0
0

(1 ( ( ))) ( ( , ))
( , , ) ( , , )

2

(1 (( )( ))) ( ( , )) ( ( , ))
( , , ) ,

2

D Q K
c t c t

D Q Q K K
c t

   
   

     
 

− − 
= +

− − −  
+

2 2 * 2 * 2
* *2

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ,K Q Q      


= − − + −

 

* 2 2 2 2 *

0 2

( ) ( `) ( ` )
( , ) ,K

       
 



− + + − + − −
=

* 2 2 2 2 *
* *

1 2

( ) ( ) ( `) ( ) ( ` )
( , ) ,

Q Q
K

       
 



− + − + − + − − −
=

 

* 2 * 2 2 * 2 *
2 2

1
( , ) ( ( ) ( ) ( `) ( ) ( ` )),K Q Q         


= − + − + − + − − −

 
2

2

0

2
( ) ,

2

s

e ds






−

 =        
1, 0,

( )
1, 0.

D






= 

− 
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Функцію 
2

2
0 0

0

( , , ) ( , , )

i

i

i

s t s t
=

=      знайдемо розв’язавши за-

дачу: 

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

1 *
0 *

0 0 0, 0 2
0 *

0
0 0 00, 0

( , ) (( ) ( ) ) ( , ) ( ) ( ) ;

( , ), , (0, );

( , ),0 , (0, );

( , ).

t

t

t

v c s c s v c s c s

c t Q Q t T
c s

c t Q t T

c s c

  





    

 

 

 

 =

= 


  + + + −  + = +


    

+ = 
   


+ =

  

Результати числових експериментів. Наведемо результати числового 

розрахунку процесу «конвекція-дифузія» на ідеальному фільтраційному 

фоні, породженому двома особливими точками 1 1z = −  та 2 1z =  (вито-

ки однакових інтенсивностей * 2Q = ), комплексний потенціал якого – 

0 1 2( / 2 ) ln(( ) ( ))w Q z z z z=  −  − ,  п р и  * 0.05 = − , 
* 2 = .  

 

 

   а) б) 

Рис. 2.  Динамічна сітка Gz та поле швидкостей в G  

 

L0 L* 

L* 
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а) 

)  
б) 

 

в) 

 
г) 

Рис. 3. Ілюстрація процесу ефекту згладження конвективної ( а), б)) та дифу-

зійної ( в), г)) складових 
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а) ψ=-0.03 

 
б) ψ=0.17 

 
в) t=25.7 

Рис. 4. Розподіл концентрації розчиненої речовини 
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При цьому поле швидкостей обчислюється за формулою 

1 2

1 2

( ) ( )
( )

2 ( )( )

z z z zdw Q
v z

dz z z z z

− + −
= = 

− − . 

Розв’язавши рівняння  ( ) 0v z
→

=   знайдемо координати точки  М  

розділу потоків: 

1 2 1 2 1 2 .
2 2 2

M

z z x x y y
z i

+ + +
= = +  

Лінії течії та еквіпотенціальні лінії знайдемо розділивши дійсну 

та уявну частини для ( )v z
→

: 

2 2 1
1 1 1 1

1

2 2 1
2 2 1 1

1

(ln ( ) ( ) ( , )
2

ln ( ) ( ) ) ( , )),

y yQ
i x x y y i arctg iS x x y y

x x

y y
x x y y i arctg iS x x y y

x x

 


−
+ = − + − +  + − − +

−

−
+ − + − +  + − −

−

 

0 0, 0,

( , ) 0,

2 0, 0.

при x y

S x y при x

при x y





 
= 


 

 

Звідси 2 2 2 2
1 1 2 2( , ) ln((( ) ( ) )(( ) ( ) )),

4

Q
x y x x y y x x y y


= − + − − + −

 

1 2
1 1 2 2

1 2

( , ) ( ( , , , , , )),
2

y y y yQ
x y arctg arctg S x y x y x y

x x x x




− −
= + +

− −  

1 1 2 2 1 1 2 2( , , , , , ) ( , ) ( , )S S x y x y x y S x x y y S x x y y= = − − + − − . 

Відповідну динамічну сітку ( , ) lx y = , ( , ) jx y = , 1,50l = , 

1,50j = , 0 * 0(( ) ) / 50l l   = + −  , *( ) / 50j Q j =   зображено на 

рис.2, а), розподіл величини швидкостей фільтрації в області G  зо-

бражено на рис. 2, б).  

Конвективну складову концентрації розчинної речовини до і піс-

ля проведення згладжування за наступних початкових та граничних 

умов  

/3
0
0 0.01

0.2 sin(2 ( 0.48) / 0.48) 3, 4.041 0,
( , )

0.2 sin(2 ( 0.48) / 0.48) 3.4, 0 4.041,

e
c

e





  
 

  

−

−

   +  + −  
= 

  +  +  

 



Серія прикладна математика, випуск 9 (18), 2012 

 159 

* /3
1

* 0.1
2

( , ) 0.25 sin(2 ( 0.48) / 0.48) 3,

( , ) 0.25 sin(2 ( 0.48) / 0.48) 3.4.

t

t

c t e

c t e

  

  

−

−

=   +  +

=   +  +
 

вздовж еквіпотенціальних ліній зображено на рис. 3. Зокрема на рис. 3, 

а), б), в) зображено розподіл концентрації розчинної речовини вздовж 

еквіпотенціальної лінії після згладжування для різних значень ε 

(рис. 3, а) - 0.1 = , рис. 3, б) - 0.01 = ), де 1 – згладжена крива розпо-

ділу концентрації розчинної речовини, 2 – відповідна крива до згладжу-

вання.  

Розрахунки показують (рис. 3, в)), що навіть при  →  , похи-

бка, яка вноситься процедурою згладжування є незначною і побудована 

функція задовольняє вихідну модельну задачу з необхідною точністю. 

На рис. 3, г) наведено різницю 11 1c c c = −  між дифузійною складової 

розв’язку до і після проведення згладжування вздовж ліній розділу течії 

при 0.304 =  в момент часу 79,695t = .  

На рис. 4 подано розподіл концентрації розчинної речовини після 

згладжування в фіксованих точках з часом (рис. 4, а), б)) та вздовж ліній 

течії (рис. 4, в)) для наведених вище умов. 

Висновки. Побудовано алгоритм асимптотичного розв’язку сингулярно 

збуреної модельної задачі конвективної дифузії у тризв’язній області, 

який містить процедуру згладжування негладкостей конвективної скла-

дої шуканої концентрації розчинної речовини вздовж ліній розділу течії. 

Результати числових розрахунків підтверджують ефективність ви-

користання згаданої вище процедури, зокрема, що відповідна похибка 

обчислень має порядок 
n . 

В залежності від співвідношення заданих значень граничних  

потенціалів  на обмежуючих фізичну область контурах (а, отже, й ви-

трат на них) можливі різні випадки формування течії. Відтак перспекти-

вою досліджень є  відповідні модифікації та узагальнення  алгоритму. 
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