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Присяжнюк О. В. 

ЧИСЛОВО-АСИМПТОТИЧНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ 

СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ЗАДАЧ ТИПУ «КОНВЕКЦІЯ -ДИФУЗІЯ» 

ДЛЯ НАНОСЕРЕДОВИЩ У ЧОТИРИКУТНИХ КРИВОЛІНІЙНИХ 

ОБЛАСТЯХ 

Одержано розв’язки класу сингулярно збурених задач типу “конве-
кція-дифузія” у чотирикутних криволінійних областях у випадку, 
коли пористе середовище, в якому протікає процес, являє собою 
систему мікропористих частинок. Наведені результати чисель-
них розрахунків.  

Вступ. У зв’язку з інтенсивним розвитком нанотехнологій виникла 

необхідність у розробці і застосуванні нових методів і підходів до моде-

лювання процесів масопереносу в неоднорідних нанопористих середо-

вищах з метою дослідження їхньої внутрішньої кінетики. Відповідні 

середовища представлюється у вигляді системи мікропористих части-

нок та системи міжчастинкових порожнин (макропор) і відповідно до 

цього масоперенос розглядається як складна система, що враховує взає-

мозв’язки між внутрішніми ґрадієнтами концентрацій всередині части-

нок та зовнішніми ґрадієнтами міжчастинкового простору. 

В працях [1-2] розглянуто проблеми математичного моделювання 

масопереносу різної природи в пористих середовищах без урахування 

внутрішньої структури пористих частинок. У роботах [3-5] використано 

лінійні і нелінійні моделі, які побудовані на частковому врахуванні 

дифузії в частинках або на інтеґральному підході і не враховують струк-

туру середовища. Масоперенос забрудненої речовини в кристалічних 

середовищах частинок мікропористої структури розглянуто в працях [6-

7]. Актуальним залишається  питання математичного моделювання 

процесів масопереносу в різнопористих середовищах у випадку прева-

лювання одних складових процесу над іншими, що приводить до появи 
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малого параметра при відповідних членах рівняння. В даній роботі змо-

дельовано сингулярно збурений процес однокомпонентної конвективної 

дифузії в плоскому наносередовищі з урахуванням масообміну між 

мікропористими частинками та міжчастинковим простором у випадку 

превалювання конвективних складових процесу над іншими. 

Постановка задачі. В області (0, ) (0, )zG G R=    , де 
zG =ABCD  – 

однозв’язна чотирикутна криволінійна область (пористий пласт), об-

межена чотирма гладкими ортогональними між собою в точках пере-

тину кривими ( ) 1 0AB= z=x+iy: f x, y = , ( ) 2 0BC= z: f x, y = , 

( ) 3 0CD= z: f x, y = , ( ) 4 0DA= z: f x, y =  (рис.1) розглядається на-

ступна модельна задача процесу однокомпонентного конвективно-

дифузійного масопереносу в наносередовищі частинок мікропористої 

структури:  

 

2 2

1 2 2
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* x y *
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t rx y x y

   
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 ( , ) ( , )x yv v grad x y=  , 0 = , 
AB =  , 

CD

=  ,  

 0
BC DA

d d

dn dn
= =

 
, y x

AB

Q v dx v dy= − + . (5) 

Тут ( , , )c t x y – концентрація розчинної речовини у міжчастинковому 
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просторі в точці ( , )x y  в момент часу t , ( ), , ,q t r x y  – концентрація 

розчинної речовини в точці r  мікрочастинки з координатами ( , )x y  в 

момент часу t , M , n  – біжуча точка та нормаль до відповідної кривої, 

, ,x yv v – відповідно потенціал та компоненти його швидкості фільтра-

ції в міжчастинковому середовищі 
zG , R - радіус наночастинки. 

1 ,
2 - коефіцієнти пористості відповідно макро- та мікросередовища. 

 

 

 

Рис.1. Фізична область 
zG    

 

Коефіцієнти 
*D  та 

*D  відповідно характеризують швидкість 

протікання процесів дифузійного масопереносу в міжчастинковому 

просторі та в порах частинок, а коефіцієнт 
*

*D  характеризує вплив 

внутрішньочастинкового дифузійного переносу на міжчастинковий,  – 

малий параметр (
*( , ) 0v x y v   ). 

Рівняння (1) описує масоперенос у міжчастинковому просторі і 

містить у правій частині функцію впливу дифузії в пористих частинках 

на дифузію в міжчастинковому просторі. В (2) відображено внутріш-

ньочастинковий масоперенос з поточною концентрацією ( ), , ,q t r x y , 
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що пов’язана з концентрацію в міжчастинковому просторі ( ), ,c t x y  

п’ятою з крайових умов (4) - умовою рівноваги на поверхні частинок 

[6], де 0k  - константа адсорбційної рівноваги.  Вважаємо, що всі фун-

кції, які фігурують в умовах  (3)-(4) є достатньо гладкими та узгодже-

ними між собою вздовж ребер та кутових точок даної області. Зауважи-

мо, що питання ідентифікації параметрів задач дифузії в нанопористому 

середовищі досліджено зокрема в [7]. 

Припустивши, що задача фільтрації (5) розв’язана [3], здійснює-

мо заміну змінних ( ),x x=   , ( ),y y=    у рівняннях (1)-(2) та умо-

вах (3)-(4) і приходимо до відповідної задачі для області комплексного 

потенціалу
wG : 

 ( )2 2

1 ( , ) ( , ) *

t * * r r R
c D v c c v c D q

=
= + − −         , (6) 

 2

2*

t rr rq D q q
r

 
= + 

 
  , (7) 

 ( ) 0

00
, , ( , )

t
c t c

=
=    ,  ( ) 0

00
, , , ( , , )

t
q t r q r

=
=     , (8) 

 ( )*( , , ) ,c t c t=   ,
( )

*

, ,
0

c t

=

=

 

  


 ,  

 
( )

*

, ,
0

c t

=

=

 

  


, 

( )

*

, ,
0

c t

=

=

 

  


, 

( ) ( ), , , , ,
r R

q t r k c t
=
=     ,

0

( , , , )
0

r

q t r

r
=

=
  


. (9) 

Розв’язок останньої одержано у вигляді асимптотичних рядів [2]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0( , ) , , , , ... , , , ,n

nc t z c t c t c t Ï t= + + + + +           

( ) ( )1

1 1 0, , ... , , ( , , )n

nÏ t Ï t P t+

++ + + + +         

 
1/2 /2 1

1/2 1 /2 1( , , ) ( , , ) ... ( , , ) ... ( , , )j n

j nP t P t P t P t           +

++ + + + + + +  
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1/2 /2

0 1/2 1 /2( , , ) ( , , ) ( , , )... ( , , ) ...j

jÃ t Ã t Ã t Ã t          + + + + + +  

 
1 1

1( , , ) ( , , , )n

n nÃ t R t+

++ +      ,  (10) 

 0 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ... ( , , , )n

nq t r q t r q t r q t r= + + + +           

 
1/2

0 1/2 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ...F t F t F t          + + + + +  

 
/2 1 2

/2 1( , , , ) ... ( , , , ) ( , , , , )j n

j n nF t F t R t r          +

++ + + + ,  (11) 

де ( ), ,ic t   , ( ), , ,iq t r    ( 0,i n= ) – члени відповідних регулярних 

частин асимптотики, ( ), ,lÏ t    ( 0, 1l n= + )– функції типу примежово-

го шару в околі 
*=   (поправки на виході фільтраційної течії із даного 

пласта 
zG ), ( )/2 , ,jP t   , ( )/2 , ,jÃ t   , ( )/2 , , ,jF t     ( 0,2( 1)j n= + ) – 

функції типу примежового шару відповідно в околах 
*=   та 

*=   

(відповідно поправки на лініях течії ВС та АD), 
* 1( ) −= −     , 

1/2

*( )    −= −  , 
* 1/2( )    −= −  , 

1/2( )R r  −= −  – відповідні регуля-

ризуючі перетворення. 
1

nR , 
2

nR  – залишкові члени. 

Підставляючи (10), (11) в (6)-(9), та прирівнявши коефіцієнти 

при однакових степенях   [3] отримуємо для кожного 0,i n=   такі 

задачі: 

 

1

2

1

( , , , ) ( , , , ),

(0, , , ) ( , , ),

i t i

i i

q t r g t r

q r h r

 =


=

    

   
 

де 
1

0 ( , , , ) 0g t r =  ,
1

0 ( , , ) 0h r =  , 
1 *

1 0( , , , ) ( ( , , , )rrg t r D q t r= −     

02 ( , , , )/ )rq t r r−   , 
1 0

1 0( , , )h r q=  , 
1 *

1( , , , ) ( ( , , , )i i rrg t r D q t r−= −     

12 ( , , , )/ )i rq t r r−−   , 
1( , , ) 0ih r =  ( 2,i n= );  

 

2 2

1

1 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

(0, , ) ( , ), ( ,0, ) ( , ),

i i t i

i i i i

v c t c t g t

c w c t w t

  + =


= =

        

     
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2

0 ( , , ) 0g t =  , 
1 0

0 0( , ) ( , )w c=    , 
2

0 ( , ) ( , )w t c t=  , 

2 2 *

* 1 1 * 1( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , )) ( ( , , , )i i i i rg t D v c t c t D q t R− − −= + − +            

1

2
1 1

2

( , , , ) ( , , , ))i r
i r

F t R F t R−
−

+ +     , 
1( , ) 0iw =  , 

2 ( , ) 0iw t =  

( 1,i n= ).  

Врахувавши співвідношення 
1

( )
 
= −

   
, 

2 2

2 2 2

1 
=

   
 та 

розклавши функцію 
2 *( , )v −    в ряд Тейлора в околі 

*=  [2], 

одержимо рівняння із відповідними умовами для визначення 

( 0, 1)lÏ l n= + : 

 
( )

3

* ( , , ) ( , , ) ( , , ),

,0, ( , ), ( , , ) 0,

l l l

l l l

D Ï t Ï t g t

Ï t t Ï t

 

 

     

    
→

 + =


= →

 

3

0 ( , , ) 0g t =  , 
*

0 0( , ) ( , , )t c t=−     , 
3 1 0
1 2 *
( , , )

( , )

tÏ
g t

v
=


 

 
,

*( , ) ( , , )l lt c t   =−  

( 1,l n= ), 
1( ) 0n t+ = , 

3

1 1 *2 *

1
( , , ) ( ( , , )

( , )
l l tg t Ï t D

v
    

 
−= +   

2 * ( )

2

1

( 1)
( , , ) ( ( , )) ( ( , , ) ( , , )))

!

sl
s s

l l s l s

s

Ï t v Ï t Ï t
ii

          − − −

=

−
 + +  

при 2, 1l n= + . 

Аналогічно отримуємо задачі для поправок 

2

( , , )jP t   , 

2

( , , )jÃ t    та 

2

( , , , )jF t    ( 0,(2 2)j n= + ): 
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2 2

1 * *

2 2 2 2

2

*

2 2 2 2

( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , )) ( , , ),

(0, , ) 0, ( , , ) ( , ), ( , , ) 0,

j j j j
t

j j j j

P t v D P t P t t

P P t t P t

 




           

       

→

 − − =




= = =


 

де 
* *

2
2 2

2

( ( , , ) ( , , )), ;
( , )

0, ;

j j

j

c t Ï t ÿêù î j ï àðí å
t

ÿêù î j í åï àðí å

− +
=


 
   

   

2

1 ( 1) *( , ) ( , , )n nt Ï t+ +=−     , 
2

0 ( , , ) 0t =   , 
2

1 *

2

( , , ) 2 ( , )t v=       

* 0( , ) ( , , )v P t      , 
2 2

* * 2

2 2

( , , ) ( , ) ( , , )j jt D v P t


      −= +   

2 ( )

* * 2

1 2 2

( 1) ( ( , )) ( ( , , ) ( , , ))
j

s s s

j s j i

s

v D P t P t
 

      − − −

=

+ − − ( 2,(2 2)j n= + ); 

 

2 * 3

1 *

2 2 2 2

* 3

2 2 2 2

( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , )) ( , , ),

(0, , ) 0, ( , , ) ( , ), ( , , ) 0,

j j j j
t

j j j j

Ã t v D Ã t Ã t t

Ã Ã t t Ã t

 




           

       
→

 − − =




= = =


* *

3
2 2

2

( ( , , ) ( , , )), ;
( , )

0, ;

j j

j

c t Ï t ÿêù î j ï àðí å
t

ÿêù î j í åï àðí å

− +


=


 
   

 

3 *

1 ( 1)( , ) ( , , )n nt Ï t+ +=−     , 
3

0 ( , , ) 0t =   , 
3 *

1

2

( , , ) 2 ( , )t v=       

*

0( , ) ( , , )v Ã t      , 
3 2 *

* 2

2 2

( , , ) ( , ) ( , , )j jt D v Ã t


      −= +  

2 * ( )

* 2

1 2 2

( 1) ( ( , )) ( ( , , ) ( , , ))
j

s s s

j s j s

s

v D Ã t Ã t
 

      − − −

=

+ − − ( 2,(2 2))j n= + ; 

 

* 1

2

2 2 2

1

2 2 2 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

(0, , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ), ( , , , ) 0,

j j j
t

j j j j

F t D F t t

F F t t F t

→

 = +




= = =







          

          
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де 
1

0 ( , , , ) 0t =    , 
1

1

2 2

2
( , , , ) ( , , , )j jt F t      


−=−  ( 1,(2 2)j n= + ), 

1 2 2 2 2

2

2 2

( ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )), ;

( , , )
( ( , , ) ( , , )), ;

j j j j

j

j j

k c t Ï t P t Ã t ÿêù î j ï àðí å

t
k P t Ã t ÿêù î j í åï àðí å

+ + +


=
+



       

  
   

 

1

1 1 1 1( , , ) ( ( , , ) ( , , ) ( , , )).n n n nt k Ï t P t Ã t+ + + += + +          

Особливістю застосування асимптотичного методу в даному ви-

падку є те, що розв’язувати наведені вище задачі потрібно поетапно.  

Для 0,i n=  на i -тому кроці знаходимо ( , , )ic t   , ( , , , )iq t r   , 

( , , )iÏ t   , ( , , )iP t   , 1

2

( , , )
i

P t  
+

, ( , , )iÃ t   , 1

2

( , , )
i

Ã t  
+

 

( , , , )iF t    , 1

2

( , , , )
i

F t   
+

. На останньому 1n+ -му кроці знахо-

дяться поправки 1( , , )nÏ t  + , 1 ( , , )nP t  + , 1 ( , , )nÃ t  + , 

1 ( , , , )nF t   + . 

Так, наприклад, при 1n=  отримуємо: 

 0 ( , , , ) 0q t r =  ,  
0

1 0( , , , ) ( , , )q t r q r=    ; 

 

0 1

0 1

1

0

* 1

1

( ( ( , ) ), ), ) , ( , ),

( , , )

( , ( , )) , ( , ),

t
c f f t f

c t
t

c f t f

−
− 

=


− 


      


 

     


 

 

*

2 1

1 1

1 10

1 2

1 1 1
12

( , ( ( , ) , ), ) , ( , ),

( , , )
( ( , ) ( , ), , )

, ( , ),
( , )

t
t t

g t f f dt t f

c t
g f t f

d t f
v

−


− + 


=
 + −
 









      
 

 
       

   
 

 

де 

0

( , )
( , )

d
f

v
=




 
 

, ( )1 ,f −    – функція, обернена до функції 
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( ),f    стосовно змінної  ; 

 **

0 * 0( , , ) ( , , )
DÏ t D c t e

−

=−



    , 

 *** 1
1 * 0 12 *
( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )

( , )

D

t

D
Ï t D Ï t c t e

v

−

= − −




       
 

, 

 

2 2
2* 1 * 1 *

2 04 3

* *

( , )
( , , ) ( ) ( , , )

2 ( , ) ( , )
t

D D v
Ï t Ï t

v v


= + +

   
    

   
  

 *

2

* 1 * 1 * 1 * *
1 *2 4

* *

( 2 ( , ) ( , ))
( ( , , )

( , ) ( , )

DD D D v v
c t e

v v

− +
+ − 


      

 
   

 

2

*
0 02

*

( , , ) ( , , ))
( , )

t

D
Ï t Ï t

v
 −     

 
. 

Бокові поправки /2 ( , , )jP t   , /2 ( , , )jÃ t    та ( )/2 , , ,jF t      

( 0,4j= ) шукаємо за допомогою методу сіток.  

Для оцінки залишкових членів маємо задачу: 

 

*

1 1 1 1

1 * 1

2 * 2 2 1

2 2

1
1 1

0 0

2
2 2 1

0
0

( , ) ,

2
( ) ,

0, 0, 0,

0, , 0,

n

nt n n

n

nt nrr nr

n
n nt

n
n n nt r R

r

R D R v R b

R D R R b
r

R
R R

R
R R kR

r

 


 

    

  









+

+

= =
=

= =
=

 = − +

 = + +


 = = =




= = =


 

де 
1 1( , , , , , , , )b b t r=        та 

2 2( , , , , , )b b t r=      – відомі функції, 

які є сумою добутків уже відомих членів рядів (10), (11), а також коефі-

цієнтів при   розкладах функції 
2 ( , )v    в ряд Тейлора в околах 

*=  , 
*=   та 

*=  . Вимагаючи достатньої гладкості та узгоджено-

сті початкових і граничних умов [3], на основі принципу типу максиму-

му для рівнянь в частинних похідних приходимо до справедливості 

такого твердження: 
1 1( , , , ) ( )n

nR t O +=    , 
2 1( , , , , ) ( )n

nR t r O +=    . 
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Наведемо деякі результати розрахунку описаних вище сингуляр-

но збурених процесів типу “конвекція-дифузія” на ідеальному фільтра-

ційному фоні [3], породженому двома особливими точками 
1z  та 

2z  

(відповідно витік та втік однакових інтенсивностей 
0 2Q =  ), комплек-

сний потенціал якого – 
0 1 2( /2 ) ln(( )/( ))w Q z z z z=  − − ,  при фіксова-

них 
* , 

* , Q . Для розрахунків покладемо 
1 0z =  та 

2 4z = , 
* 1.5=− , 

* 1.5= ,  : ( , ) 2 /3AD z x y= =  ,  : ( , ) 4 /3BC z x y= =  .  

    
Рис. 2. Динамічна сітка та поле швидкості фільтрації 

На рис. 2 зображено динамічну сітку в 
zG : 

*

* *( , ) (( ) )/20
df

ix y i= = + −      , 
*( , ) ( )/10

df

jx y j= =    , 0,20i= , 

0,10j=  та величину швидкості фільтрації ( )
1/2

( / )( / )v dz dw dz dw
−

=  у 

вузлах ( , )i j  . 

Обчислення проводились при 
510R −= , 2T = , 100K = , 

1010−= , 

* 1D = , 
* 1D = , 

*

* 0.8D = , 
1 0.7= , 

2 0.8= , 0.8k = , 
0

0 ( , ) 0.01c   = , 

*

0.02 0.01 cos(15 ), /15,
( , )

0.03 , /15.

t t
c t

t

   


 

+  + 
=



0

0

2
(sin( ( )) 1)

4( , , )
100( 2)

R
R r

Rq r



 


− +

=
+

. 
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На рис. 3 а зображено розподіл концентрації ( , , , )q t r    забруд-

нюючої речовини в мікропорі з координатами ( 0.75,2.83)− в моменти 

часу 0.4t= , 0.6t= , 0.8t= , 1t = , 1.8t=  (криві 1 – 5 відповідно). На 

рис.3 б зображено розподіл концентрації забруднюючої речовини в 

мікропорі з координатами ( 0.3,3.35)−  при значеннях коефіцієнта пори-

стості  
2 0.3= , 

2 0.5= , 
2 0.68= , 

2 0.9=  (криві 1 – 4 відповідно). 

Розподіл концентрації забруднюючої речовини в момент часу 0.6t=  

мікропорах з координатами ( 1.35,3.14)− , ( 0.9,2.93)− , ( 0.45,3.25)− , 

(1.35,3.56) (криві 1 – 4 відповідно) зображено на рис.3 в.  

 

      
a)       б)     

  
   в) 

Рис.3. Розподіл концентрації забруднюючої речовини в мікропорах 
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Вплив коефіцієнта масообміну 
*

*D  на розподіл концентрації за-

бруднюючої речовини в міжчастинковому просторі відображено на рис. 

4 а. Так, крива 1 відображає абсолютну величину втрати концентрації 

забруднюючої речовини  
1( , , )c t    вздовж еквіпотенціальної лінії 

2.93 =  при 
*

* 0.9D = , а криві 2, 3  при 
*

* 0.3D = , 
*

* 0.1D =  в момент 

часу 0.6t= , а криві 1*, 2*, 3* відповідно в момент часу 1.5t= . 

На рис. 4 б показано вплив коефіцієнта пористості 
1 , а саме на-

ведені графіки розподілу концентрації забруднюючої речовини 

( , , )c t   вздовж еквіпотенціальної лінії 2.93 =  при 
1 0.1 = , 

1 0.45 = , 
1 0.53 = , 

1 0.62 =  (криві 1-4 відповідно). 

   
а) 

  
б) 

Рис. 4. Розподіл концентрації забруднюючої речовини  
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Висновки. В якості висновку можна відзначити ефективність викорис-

тання асимптотичного методу розвинення розв’язку задач конвективної 

дифузії в наносередовищах при розв’язанні відповідних плоских задач. 

В перспективі дослідження такого роду процесів у випадку, коли коефі-

цієнт, що характеризує вплив внутрішньочастинкового переносу на 

міжчастинковий, не є малим. 
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