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 А.Я. Бомба, С.В. Ярощак, 2009 С. 20–35 

УДК [519.876.5:530.182]:553.98 

Бомба А. Я., Ярощак С. В. 

МЕТОД КОНФОРМНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ МАТЕМАТИЧНОГО 
МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ ВИТІСНЕННЯ У НАФТОГАЗОВИХ 
ПЛАСТАХ: ПРОГНОЗУВАННЯ ДИНАМІКИ РУХУ ЛІНІЇ РОЗДІЛУ 
РІЗНОКОЛЬОРОВИХ РІДИН 

Розроблено алгоритм числового розв’язання обернених модельних 
задач на конформні відображення для моделі типу «нагнітальна 
та експлуатаційна свердловини» у горизонтальному пласті, що 
автоматично вирішує проблему побудови рівномірної гідродинамі-
чної сітки, знаходження положення лінії розділу різнокольорових рі-
дин у різні моменти часу, частки витісняючої рідини (води) у зага-
льній фільтраційній витраті (зокрема, час повного обводнення 
експлуатаційної свердловини). 

Вступ. Процес видобутку нафти та газу є складним як з технологічної 
сторони так і із економічної, адже нераціональна розробка родовищ 
тягне за собою великі витрати, що звісно не є бажаним, тому постає 
проблема раціоналізації процесу видобутку сировини та мінімізації фі-
нансових витрат. Одним із способів досягнення цього є створення з 
наступним використанням, або ж використання існуючих математичних 
моделей процесів, що відбуваються в нафтогазових пластах та розраху-
нку на їх основі характеристик процесу, що дозволяють оптимізувати 
виробництво. 

Так, у роботах [1 – 5] запропоновано метод розв’язання оберне-
них крайових задач на побудову динамічних сіток потенціальних і квазі-
потенціальних полів та полів швидкостей із паралельним розрахунком 
інших характеристик (витрат, перетоків тощо) для обмежених еквіпоте-
нціальними лініями тризв’язних областей – пластів з двома свердлови-
нами та зовнішнім контуром живлення. У цій роботі йдеться про алго-
ритм числового розв’язання обернених модельних задач на конформні 
відображення для моделі нагнітальна та експлуатаційна свердловини 
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(НЕС) у горизонтальному пласті, що автоматично вирішує проблему 
побудови рівномірної гідродинамічної сітки, знаходження положення 
лінії розділу різнокольорових рідин у різні моменти часу, частки витіс-
няючої рідини (води) у загальній фільтраційній витраті (зокрема час 
повного обводнення експлуатаційної свердловини). 

Модель НЕС в ізотропних однорідних нафтогазових пластах. Роз-
глянемо в деякій тризв’язній криволінійній області zG  ( )z x iy  , об-

меженій трьома гладкими замкненими контурами: * *{ :  ( , ) 0}L z f x y   

(або * { :L x iy  * ( )x x t , * ( )y y t ,  0 2 }t   ), * *{ :  ( , ) 0}L z f x y   

(або * { :L x iy  * *( ), ( ),x x t y y t  0 2 }t   ) – внутрішні, 0 { :L z  

( , ) 0}f x y   (або 0 0 0{ : ( ), ( ),L x iy x x t y y t     0 2 }t    – зовнішній, 

процес руху частинок (фільтрації в пористому пласті), який описується 

за допомогою рівняння руху grad 

    (закон Дарсі) та рівняння 

нерозривності 0div 


, де ( , ) ( , )x yx y i x y    


 – швидкість руху 

частинок, ( , )x y   – потенціал поля ( *
* * *, ,L L

      0 0Ln





 , 

*
*      , n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої),   – 

коефіцієнт фільтрації (для зручності викладок покладемо 1 ). 

 

 

O

( )zy

x

*L *L C
D

B
A D

CB
A

0LzG

O


 ( )B C

*( )A  *( )D ( )A  ( )D 

B C

G

Q

 
Рис. 1 Фізична область та відповідна їй область комплексного потенціалу 
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Ввівши комплексно спряжену до  ,x y   функцію течії 

( , )x y  , та здійснивши умовні розрізи * , *  вздовж ліній розділу 

течії (через AА та BВ, СС та DD на рис. 1 позначено відповідно верхній 

та нижній береги розрізів, де * *
0 0( , )A B x y  , 0 0

* *( , )C D x y   – точки 

«призупинки» потоку, * * *( , )A B x y L   , * * *( , )C D x y L   ) прихо-

димо до відповідної задачі на конформне відображення 

     , i ,z x y x y       [9] утвореної при цьому однозв’язної об-

ласті 0 *
*/( )z zG G    на відповідну прямокутну область комплексно-

го потенціалу  :G i       * ,      0 Q   з невідомими 

параметрами Q  (повна витрата);   ,  (потенціали в шуканих точках 

призупинки – відповідно «розходження» та «сходження» течії); 
* *
0 0( , )x y , 0 0

* *( , )x y ; * *( , )x y , * *( , )x y : 

 

0

*
*

* * 0 0
0 0 * *

, , ( , ) ,

, , 0, ,

( , ) 0,  ( , ) 0, 

z

AB CD AD BC

x y G
x y y x

Q

x y x y

   

     

 

   
   

   

   

 

 (1) 

де 
*

y x
L

Q dx dy    , 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x y    . 

Через геометричну складність області 0
zG  та тривіальність відпо-

відної їй області комплексного потенціалу G  ми розглядатимемо за-

мість прямої задачі на конформне відображення обернену до неї. 
Обернена крайова задача на конформне відображення 

     , ,z z x iy        області G  на 0
zG  та рівняння для дійсної 

 ,x x    і уявної  ,y y    частини (виконання яких вимагатиме-

мо і на розрізах для врахування їх «роздвоєння» при переході від області 
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zG  до G ) функції течії при невідомих Q ,  ,  , та розрізах * , *  

запишуться у вигляді: 

  , , , ,y x x y G
   

 
   

     (2) 

 * * *( ( , ), ( , )) 0,f x y      * * *( ( , ), ( , )) 0,f x y      0 ,Q   

 ( ( ,0), ( ,0)) 0,f x y    ( ( , ), ( , )) 0,f x Q y Q    *
* ,     (3) 

 ( ,0) ( , ),x x Q   ( ,0) ( , ),y y Q   * ,     * ,     (4) 

 0,  0,x y     (5) 

  ( ( , ), ( , )) 0,   ( ( , ), ( , )) 0,  0, .x y x y Q               

Маючи функцію течії ( )z z   та виділивши її дійсну і уявну час-

тини Re ( )x z  , Im ( )y z  , знаходимо швидкість 
1d

dz





   
 


 

( 1
( , )x

y
J


  





, 1

( , )y
x

J


  


 


, ( , )J x y x y          ). 

Час t  проходження частинкою шляху від точки * 0( , )   до біжучої 

точки 0( , )  вздовж лінії течії 0( , )x y    знаходимо за формулою [6 

– 8] 

 2
0 0 0

*

( , ) ( ( , ), ( , )) ,
df

t x y d      




         (6) 

де *
*    ,   - пористість ґрунту (вважатимемо, що пористість 

обчислюється за формулою ak  , де a  – деяке додатне дійсне число). 
Використовуючи (6), знаходимо положення лінії розділу ( , ) t    

різнокольорових рідин в довільний фіксований момент часу t t , зок-

рема, час початку заводнення 
 

* *
0,

( , ) min ( , )
Q

   


    та повного 
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затоплення 
 

* *

0,
( , ) max ( , )

Q
   


    експлуатаційної свердловини. 

Очевидно, що   приймає одне із двох значень – 0  або Q , а у випадку 

зображеної на рис. 1 симетрії течії маємо / 2Q  , 

 
* * *

0,
max ( , ) ( ,0) ( , )

Q
Q


   


     . 

Різницевий аналог. Введемо в області G  рівномірну ортогональну 

сітку ( , ) :l
i jG    *i ii     , *

1
1 1i n

 
 


   


 при 10,i n ; 

1( 1)i ii n       , 2
2 1i n

 
 


   


 при 1 1 21,i n n n   ; 

1 2 ( )i ii n n       , 
*

3
3 1i n

   
   


 при 1 2 1,i n n n   ; 

j j   , Q
m

  , 0,j m ; ,  1,3l
l l





 

   
, де 1 2 3 1n n n n    ; 

1 2 3 , , ,n n n m N – параметри розбиття області комплексного потенціалу, 

1 , 2 , 3 ,   – кроки сітки відповідно по змінним   та  , l  - 

конформні інваріанти. 

Рівняння (5) у середині сіткової області G  і розрізах * , * , 

крайові умови та умови періодичності з додатковими умовами для гра-
ничних та приграничних вузлів (умови ортогональності) апроксимуємо 
наступним чином [1, 5, 10]: 

 

2 2
1, , 1, , 1 , 1

2 2
1, , 1, , 1 , 1

1

1 1 2

1 2

2(1 ) ( ) 0,

2(1 ) ( ) 0,

1, ,  1,  1, 1,

1, ,  2,

1, 1,  3;

i j l i j i j l i j i j

i j l i j i j l i j i j

x x x x x

y y y y y

i n l j m

i n n n l

i n n n l

 

 

   

   

      

      
    
    
     

 (7) 



Серія прикладна математика, випуск 6 (15), 2009 

 25 

 

   
   

*
* 0, 0, , ,

,0 ,0 , , 1 1 2

,0 , ,0 , 1

,0 , ,0 , 1 2

, 0,  , 0,  =0, ,

, 0,  , 0,  = 1,n n ,

,  ,  0, 1,  

,  ,  ,  ;

j j n j n j

i i i m i m

i i m i i m

i i m i i m

f x y f x y j m

f x y f x y i n

x x y y i n

x x y y i n n n

  

    

    


   

 (8) 

 

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,

0, 1 0, 1

, 2, 1, , 1 , 1 , 2, 1,

, 1 , 1

,1 ,0 ,2 1,0 1

(4 3 )( ) (4 3 )

( ) 0,  0, 1,

(3 4 )( ) (3 4 )

( ) 0,  0, 1,

(4 3 )(

j j j j j j j j

j j

n j n j n j n j n j n j n j n j

n j n j

i i i i i

x x x x x y y y

y y j m

x x x x x y y y

y y j m
x x x x x

 

 

     

 

 

      

    

      

    

   ,0 ,1 ,0 ,2

1,0 1,0 1 1 2

, , 2 , 1 1, 1, , , 2 , 1

1, 1, 1 1 2

) (4 3 )

( ) 0, 1, ,

(3 4 )( ) (3 4 )

( ) 0,  1, ,

i i i

i i

i m i m i m i m i m i m i m i m

i m i m

y y y

y y i n n n
x x x x x y y y

y y i n n n

 

     

 










   
     
       
     

(9) 

де , ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y y     . 

Невідому витрату Q  шукаємо за формулою Q m   , де 
3

1

1
3

l

ll







   , величини l  – одержуємо на підставі умови «конформ-

ної подібності в малому» відповідних елементарних чотирикутників 
двох областей: 

 
, 11

1 ,
1 , 0

1
1

n m

i j
i jm n

 





  , 

 
1, 11 2 , , 1

2 , ,
2 , 1,, 1,01

1 ,  
1

n n m
i j i j

i j i j
i j i ji j nm n

 
  

 

  


 


 

  , 

     
1, 1 2 2

3 , , 1, , 1, ,
1 2 , ,01 2

1 ,  
n m

i j i j i j i j i j i j
i j n n

x x y y
m n n n

  
 

 
 

    
   , 

   2 2
, , 1 , , 1 , .i j i j i j i j i jx x y y       (10) 

У процесі ітераційного розв’язку задачі невідомі  ,   шукаємо за фор-

мулами: * 1 1( 1)n      , *
3 3( 1)n      . 
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Згідно з (6) маємо формулу для наближеного розрахунку часу 
проходження частинкою шляху вздовж j - тої лінії течії від *i  - ї до 

*i  - ї еквіпотенціалей: 
*

* 2( , )*
*

,
( ( , ), ( , ))

i
i

j i i
j ji i i i

k
t a

x y



    


  

  
 0,j m , 

*
*(i ,i ) 0,n  (зокрема, (0, )j nt  – час руху частинки рідини від нагнітальної 

свердловини до експлуатаційної). 

Алгоритм розв’язку різницевої задачі (7) – (10) представимо у вигляді 
наступної послідовності кроків: 
1. Задаємо геометричну конфігурацію фізичної області zG  неявно 

 * *:  ( , ) 0L z f x y  ,  * *:  ( , ) 0L z f x y  ,  0 :  ( , ) 0L z f x y   або, 

що зручніше для реалізації на ЕОМ, параметрично; кількість вузлів роз-
биття відповідної області комплексного потенціалу G  деякої сіткової 

області G
  (параметри 1 2 3, , ,n n n  та m ); параметри необхідної точності 

роботи алгоритму i , 1, 2i   та рівень конформності *  відображення. 

2. Задаємо початкове наближення шуканих координат граничних вузлів 
(0)
,i jx  та (0)

,i jy , так щоб виконувалися умови (8).  

3. Задаємо початкові наближення шуканих координат внутрішніх вузлів 

динамічної сітки ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ) та початкове наближення витрати (0)Q  та 

*
(0) *

* 3
 

 


  , 
*

(0) * *

3
 

 


   (
3

(0)

13
l

ll

mQ 



  , де l  шукаємо 

за формулами (10)).  

4. Проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів ( ( )
,
k

i jx , ( )
,
k

i jy ) дина-

мічної сітки за формулами, отриманими шляхом розв’язання (7) віднос-

но ,i jx  та ,i jy  (з метою прискорення швидкості збіжності всього проце-

су і економії машинного часу та на основі ідей методу блочної ітерації 
[10] використаємо лише перший ітераційний крок, при цьому враховує-
мо періодичність шуканих функцій).  
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5. «Підправляємо» граничні вузли (координати даного вузла підправля-
ємо за умови фіксації навколишніх граничних та приграничних), вико-
ристовуючи різницеві аналоги умов Коші-Рімана (9) (умови ортогональ-
ності граничних дотичних та приграничних нормальних векторів [1 - 5]).  
6. Знаходимо нове наближення параметрів Q ,  ,  , використовуючи 

значення конформного інваріанту, знайдене за формулами (10).  
7. Якщо зміна невідомої величини Q  за останню проведену ітерацію 

більша за 1 , то переходимо до п. 4.  

8. Знаходимо величини зміщення вузлів на границі за проведену k -ту 

загальну ітерацію ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,

,
max ( ) ( )k k k k

i j i j i j i ji j
S x x y y     . Якщо вона 

більша за 2 , то переходимо до п. 4.  

9. Оцінюємо ступінь конформності 2 2
1 2     отриманого відобра-

ження області комплексного потенціалу на фізичну область із розрізами 
вздовж ліній течії, де 1 2,   – нев’язки апроксимацій рівнянь (2): 

 

 
1, 1

1 1, 1, , 1 , 1
, 1

max ( ) ( ) ,
n m

i j i j l i j i ji j
x x y y 

 

   


      

 
1, 1

2 1, 1, , 1 , 1
, 1

max ( ) ( ) ,  1, 3.
n m

i j i j l i j i ji j
y y x x l

 

   


       

Якщо *  , то змінюємо кількість вузлів розбиття сіткової об-

ласті lG  (при цьому намагаємося співвідношення між параметрами 1n , 

2n , 3n , m  вибирати так, щоб, по-перше, виконувалися умови рівності 

усіх трьох конформних інваріантів і, по-друге, 1 2 3 1     , що з 

геометричної точки зору є умовою близькості сітки G
  до квадратної) 

та переходимо до п. 2, інакше – кінець роботи алгоритму: задача 
розв’язана із необхідною точністю. 
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Формули для знаходження поля швидкостей для внутрішніх, гра-
ничних (включаючи розрізи) вузлів апроксимуємо наступним чином: 

  , , 1 , 1 , 1 , 1 1
,

1( , ) , ,  1, ,  1
2x y i j i j i j i j i j

i j
y y x x i n l

J
 

        


, 

 1, 1, , 1 , 1 , 1 , 1 1, 1,
,

( )( ) ( )( )
4

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

l

x x y y x x y y
J

 
           


 

, 

 1 1 2 1 22, 1,  2,  1, 1,  3,  1, 1;i n n n l i n n n l j m             

  ,0 , ,1 , 1 , 1 ,1
,

1( , ) ( , ) ,
2x y i x y i m i i m i m i

i m
y y x x

J
   

     


, 

 1, 1, ,1 , 1 ,1 , 1 1, 1,
,

( )( ) ( )( )
4

i m i m i i m i i m i m i m
i m

l

x x y y x x y y
J

 
         


 

, 

 1 1 21, ,  1,  1, 1,  3;i n l i n n n l        

  0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1
0,

1( , ) ,
2x y j j j j j

j
y y x x

J
 

      


,  1,  1, 1,l j m    

 1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 1, 0,
0,

( )( ) ( )( )
;

2
j j j j j j j j

j
l

x x y y x x y y
J

 
       


 

 

  , , 1 , 1 , 1 , 1
,

1
( , ) ,

2x y n j n j n j n j n j
n j

y y x x
J

 
      


, 3,  1, 1,l j m    

 , 1, , 1 , 1 , 1 , 1 , 1,
,

( )( ) ( )( )
;

2
n j n j n j n j n j n j n j n j

n j
l

x x y y x x y y
J

 
         


 

 

  , , , 1 , 1 ,
,

1( , ) , ,  2,x y i m i m i m i m i m
i m

y y x x l
J

 
     



 1, 1, , , 1 , , 1 1, 1,
,

( )( ) ( )( )
,

2
i m i m i m i m i m i m i m i m

i m
l

x x y y x x y y
J

 
         


 

 

  ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 1 1 2
,0

1( , ) , ,  2, 1,x y i i i i i
i

y y x x i n n n
J

 


      


 

 1,0 1,0 ,1 ,0 ,1 ,0 1,0 1,0
,0

( )( ) ( )( )
;

2
i i i i i i i i

i
l

x x y y x x y y
J

 
       


 
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  1, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 11 1 1 1 1
1,1

1( , ) ,
2x y n j n j n j n j n j

n j
y y x x

J
 

        


  


, 

 2, 1, 1, 1 1, 11 1 1 1
1,1

2

( )( )

2
n j n j n j n j

n j
x x y y

J      


 
 

  
 

 1, 1 1, 1 2, 1,1 1 1 1

2

( )( )
,   1, 1;

2
n j n j n j n jx x y y

j m      
  

  
 

  , , 1 , 1 , 1 , 11 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2,

1( , ) ,
2x y n n j n n j n n j n n j n n j

n n j
y y x x

J
 

        


  


, 

 

, 1, , 1 , 11 2 1 2 1 2 1 2
,1 2

2

, 1 , 1 , 1,1 2 1 2 1 2 1 2

2

( )( )

2
( )( )

,   1, 1 ;
2

n n j n n j n n j n n j
n n j

n n j n n j n n j n n j

x x y y
J

x x y y
j m

 

 

      


      

 
 

 
 

  
 

 

  0,0 0, 0,1 0, 1 0, 1 0,1
0,0

1( , ) ( , ) ,
2x y x y m m my y x x

J
   

     


, 

 1,0 0,0 0,1 0, 1 0,1 0, 1 1,0 0,0
0,0

1

( )( ) ( )( )
2

m mx x y y x x y y
J

 
     


 

; 

  ,0 , ,1 , 1 , 1 ,1
,0

1( , ) ( , ) ,
2x y n x y n m n n m n m n

n
y y x x

J
   

     


, 

 ,0 1,0 ,1 , 1 ,1 , 1 ,0 1,0
,0

3

( )( ) ( )( )
2

n n n n m n n m n n
n

x x y y x x y y
J

 
       


 

; 

 1,0 1 1,1
1,01

1( , ) ( , )
2x y n x y n m

nJ
   

 


  


 

  1,1 1, 1 1, 1 1,11 1 1 1, ,n n m n m ny y x x         
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Комп’ютерна реалізація алгоритму та приклади числових розраху-
нків. Вище описаний алгоритм числового розв’язання поставленої зада-

чі реалізований у вигляді комп’ютерної програми для ПК IBM PC/AT. 

Для перевірки його коректності проведена серія числових експериментів 

на тестовому прикладі, коли * ( ) 0.3cos( ) 0.6,x t t   * ( ) 0.3sin( )y t t , 

*( )x t   0.3cos( ) 0.6t  , * ( ) 0.3sin( )y t t , * 0  , * 1  , 1a  , 0 ( )x t   

2(cos( ) 0.1cos(2 ))t t  , 0 ( ) 2(sin( ) 0.1sin(2 ))y t t t  . Відповідна гідроди-

намічна сітка у випадку 1 2 3 7 23 7 90n n n m        зображена на 

рис. 2, де жирними лініями виділено границю розділу різнокольорових 

рідин в наступні моменти часу: а) *( , ) 0t      (відповідає початку 

нагнітання води в пласт); б) 0.17t   ( *0 ( , )t     , що характеризує 

деякий «проміжний» випадок розміщення лінії розділу); 

в) *( , ) 0.37t      (час початку «заводнення» експлуатаційної сверд-

ловини); г) 0.95t   (час, коли потоки до експлуатаційної свердловини 

нагнітаючої та пластової рідин є рівними); д)-є) 8.63t  , 23.59t  , 

150t   ( * *( , ) ( , )t       ); ж) *( , ) 187.89t      (час повного 

«заводнення» експлуатаційної свердловини).  
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Рис. 2. Динамічні сітки та лінії розділу різнокольорових рідин для різних моме-
нтів часу в пластовій системі «нагнітальна та експлуатаційна свердловини»  
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На рис. 3 зображено залежність частки витісняючої (нагнітальної) 

рідини у загальній фільтраційній витраті експлуатаційної свердловини 

від часу руху. Бачимо, що в даному випадку вже в момент часу 19.30t   

до експлуатаційної свердловини потрапляє суміш, 90%  якої становить 

витісняюча рідина, а це в свою чергу означає, що подальша експлуатація 

свердловини економічно не вигідна і необхідно її зупинити, або ж про-

вести водоізоляційні роботи [11]. 

На рис. 4 проілюстровано залежність часу *( , )j jT     прохо-

дження частинкою шляху від нагнітальної до експлуатаційної свердло-

вини відносно до конкретної лінії течії j  ( 0,j m ). 

Одержані значення витрати Q  та потенціалів  ,   для різних 

співвідношень параметрів розбиття ( 1n , 2n , 3n , m ) області занесені до 

табл 1.  
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Рис. 3. Залежність частки витіс-
няючої рідини у загальній фільтра-
ційній витраті від часу 

Рис. 4. Залежність часу jT  прохо-

дження частинок від нагнітальної 
свердловини до експлуатаційної 
відносно j  
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Табл. 1 

1n  2n  3n  m  Q      

7 23 7 90 2.1583 0.1874 0.8146 
10 26 10 100 2.1589 0.2054 0.7956 
15 36 15 150 2.1594 0.2095 0.7889 
20 46 20 200 2.1591 0.2115 0.7851 

 

Висновки. Розроблено алгоритм числового розв’язання обернених мо-
дельних задач на конформні відображення для моделі типу нагнітальна 
та експлуатаційна свердловини у горизонтальному пласті, який автома-
тично вирішує проблему побудови рівномірної гідродинамічної сітки, 
знаходження положення лінії розділу різнокольорових рідин у різні 
моменти часу, точок призупинки («розходження» та «сходження» течії), 
частки витісняючої рідини (води) у загальній фільтраційній витраті (зо-
крема час повного обводнення експлуатаційної свердловини). Особливо 
актуальним є можливість встановлення часу, коли заводненість пласта 
перевищує встановлену норму, а це в свою чергу означає, що подальша 
експлуатація свердловини економічно не вигідна і необхідно її зупини-
ти, або ж провести водоізоляційні роботи [11]. 
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