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УДК 517.95 

Бомба А.Я., Теребус А.В. 

ПРОСТОРОВІ ГАРМОНІЧНІ МНОГОЧЛЕНИ ТА АНАЛОГИ 

КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ 

Одержані співвідношення (у вигляді системи алгебраїчних рівнянь, 
що допускає локалізацію нелінійностей) для знаходження невідомих 
коефіцієнтів гармонічних многочленів – просторових комплексних 
потенціалів (як розв’язків просторових крайових задач – аналогів 
плоских задач на конформні відображення) та просторово компле-
ксно-спряжених до них многочленів типу функцій течії для прямої 
та оберненої постановок задач. 

Вступ. Проблеми узагальнення комплексних чисел і теорії функцій 

комплексної змінної поставали ще з XIX ст. Незважаючи на теорему 

Фробеніуса, яка стверджує неможливість побудови замкненого поля 

просторових комплексних чисел (триплетів), виходячи з потреб різних 

галузей науки і техніки, такі узагальнення проводились Ж.Ліувіллем, 

К.Гауссом, К.Моісілем та Н.Теодореско, В.Єлісеєвим [1] і багатьма 

іншими дослідниками. Зокрема, авторами статті запропоновані просто-

рові аналоги комплексних чисел, як інструменту для розв’язання широ-

ких класів задач стереометрії 2, опису просторових розтягів і поворо-

тів 3. У роботі [4], ґрунтуючись на [5], виходячи із фізичних мірку-

вань, побудовано просторовий аналог відомої плоскої крайової задачі на 

конформне відображення криволінійного чотирикутника на прямокут-

ник (див., напр., [6]). У даній роботі йдеться про побудову розв’язків 

такого роду прямих і обернених задач з використанням просторових 

гармонічних многочленів. 

Загальна постановка задач. Для криволінійного паралелепіпеда  

* * * *zG ABCDA B C D=  (рис. 1), обмеженого двома еквіпотенціальними 

поверхнями  1: ( , )AA B B y f x z  = =z ,  2: ( , )CC D D y f x z  = =z  та 
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чотирма поверхнями течії  3: ( , )ABCD z f x y= =z ,  :A B C D    = z  

4 ( , )z f x y= ,  5: ( , )ADD A x f y z  = =z ,  :BCC B  = z 6 ( , )x f y z=   

(гладкими, взаємно ортогональними між собою) у 4 розглядається 

модельна задача процесу фільтрації у відповідному однорідному порис-

тому середовищі:  

 
v grad = , 0div v = ; (1) 

 

, , 0ABB A DCC D ADD A A D C B B C CB ADCB
n


   

           


   


= = =


;

 (2) 

де ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y zv v x y z v x y z v x y z  – вектор, а ( ), ,x y z =  – потен-

ціал швидкості фільтрації ( 0   
     ). Шляхом введення пари 

функцій ( ), ,x y z = , ( ), ,x y z =  (просторово комплексно спряже-

них із функцією ( ), ,x y z = ) та коефіцієнта ( , , )x y z = , таких, що 

( ) ( ), , , , 0,grad x y z grad x y z  =  ( ) ( )( , , ) , , , ,x y z grad x y z grad x y z   =   

( ), , ,grad x y z  дана задача зводиться до задачі на просторово конфо-

рмне відображення  області Gz  на відповідну область комплексного 

потенціалу ( ) 0
0, , : ,0 , 0G Q Q         

= =        (рис. 2), 

де 
0

0Q Q Q=  – потік через довільний поперечний переріз течії (
0

0 ,Q Q  – 

потоки через відповідні горизонтальний та вертикальний одиничні 

прошарки). У тривіальному випадку, коли ( , , ) 1x y z  , матимемо: 

 

, ,

, 0;

x y z z y y z x x z

z x y y x x x y y z z

         

          

         
=  −  =  −           


           =  −   +  +  =

           

 (3) 

 
0

0

, , 0,

, 0, .

ABB A DCC D ADD A

BCC B ADCB A D C BQ Q

    

  

     

     




 = = =


= = =

 (4) 
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Одержану в результаті розв’язку задачі (3) – (4) функцію 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y z x y z x y z     = =z , як і у плоскій теорії поте-

нціальних полів та в [1], називатимемо комплексним потенціалом, а 

обернену до неї функцію ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y z         = =z z z  – 

характеристичною функцією течії. 

Обернена до (3) – (4) задача на просторове конформне відобра-

ження G G → z  (при невідомих значеннях параметрів 
0

0 ,Q Q ) згідно з 

4 має вигляд: 

, , ,

(5)

x y z y z y x z x z z x y x y

z y y z y z z y x z z x

x z x z x y x y

              

           

      

              
=  −  =  −  =  − 

              

               
 −   −  +  −      

               

        
  −  +  −  

        
0;

x y x y

    







      
  −  =  

      

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

* 1 * *

* * *
2

3

0 0 0
4

5

0 6 0 0

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, ,0 , ,0 , , ,0 ,

, , , , , , , ,

,0, ,0, , ,0, ,

, , , , , , , , .

y f x z

y f x z

z f x y

z Q f x Q y Q

x f y z

x Q f y Q z Q

        

        

     

     

     

     

 =

 =

 =

 =

 =

 =

 (6) 

Розв’язки такого роду задач будуватимемо у вигляді гармонічних 

многочленів, використовуючи ідею «від загального розв’язку до час-

тинних». При цьому зауважимо, що в більшості методів, наприклад, 

варіаційних, базисні функції підбираються так, щоб виконувались кра-

йові умови, а коефіцієнти – щоб задовольнялось рівняння. На початку 

записуємо умови гармонічності та «квазіспряженості», а далі, викорис-

товуючи крайові умови, доповнюватимемо відповідні системи алгебраї-

чних рівнянь з метою отримання єдиного розв’язку. 
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*C  

*B  
*A  

*D  

y 

z 

x 
A 

B 

C 

D 

(z) 

Рис. 1. 

 

( )*A  

( )0QB  

( )*D  

*C  *B  

*D   

 

 

C 

() 

( )0
* QA  

Рис. 2.  

 

1. Розв’яжемо спочатку наближено задачу (1) – (2) на знаходження 

потенціалу (гармонічної функції) ( ), ,x y z = у криволінійному па-

ралелепіпеді 
* * * *ABCDA B C D за умов (2). 

Зважаючи на теорему Рунге про можливість наближення гармо-

нічної функції з будь-якою точністю лінійними комбінаціями гармоніч-

них многочленів в деякій області ([7]) подамо функцію ( ), ,x y z =  у 

вигляді полінома m -го степеня: 
( )
, ,

0

( , , )
m

n i j k
i j k

n i i k n

x y z a x y z
= + + =

=   

( m N ). Рівняння граней, що обмежують даний криволінійний парале-

лепіпед представимо у явному вигляді: 1 1

1 1

1 1 1

(1)
1 ,
( , )

i k

i k
i k m

y f x z x z
+ =

= =   

(для * *ABB A ), 2 2

2 2

2 2 2

(2)
2 ,
( , )

i k

i k
i k m

y f x z x z
+ =

= =   (для 
* *DCC D ), z =  

3 3

3 3

3 3 3

(3)
3 ,
( , )

i j

i k
i j m

f x y x y
+ =

= =   (для ABCD ), 4 4

4 4

4 4 4

(4)
4 ,
( , )

i j

i k
i j m

z f x y x y
+ =

= =   
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(для 
* * * *A B C D ), 5 5

5 5

5 5 5

(5)
5 ,
( , )

j k

i k
j k m

x f y z y z
+ =

= =   (для * *ADD A ), x =  

6 6

6 6

6 6 6

(6)
6 ,
( , )

j k

i k
j k m

f y z y z
+ =

= =   (для 
* *BCC B ), причому im N , 1,6i = . 

Врахувавши рівняння Лапласа та умови (2), матимемо:  

( ) ( )
2, , , 2,( 2)( 1) ( 2)( 1)

n n
i j n i j i j n i ji i a j j a+ − − + − −+ + + + + +  

( )
, , 2( 2)( 1) 0
n

i j n i jn i j n i j a − − ++ − − + − − + = ,  (7) 

де 0,n m= , 0, 2i n= − , 0, 2j n i= − −  (кількість рівнянь у даній підсис-

темі: 
2( 1) 6m m− ). 

 ( ) ( )
1

11 1 1

1 1 1 1

0 11

0 1

( ) (1)
* 0, , ,

0 0 ,.., 0

..

,..,
s

m

m

mm j
n s m si k

j mi j k s m s
n i j k n j j j s

j j j

a x z P j j x z  −

−
= + + =   =

+ + =

 
 
 = 
 
 
 

   ; 

 ( ) ( )
2

22 2 2

2 2 2 2

0 22

0 2

( ) (2)*
0, , ,

0 0 ,.., 0

..

,..,
s

m

m

mm j
n s m si k

j mi j k s m s
n i j k n j j j s

j j j

a x z P j j x z  −

−
= + + =   =

+ + =

 
  
  = 

    
 

   ; 

 ( ) ( )
3

33 3 3

3 3 3 3

0 33

0 3

( ) (3)1
0, , ,

0 0 ,.., 0

...

0 ,..,
s

m

m

mm k
s m sn i j

k mi j k s m s
n i j k n k k k s

k k k

ia x y P k k x y −−
−

= + + =   =

+ + =

 
  
  =  

  
  

 

    

 ( ) ( )
3 3

3 3

3 3

1(3) (3)1
3, ,

0 0

( )

m m
m s m ss s

s m s s m s
s s

s x y m s x y − − −−
− −

= =

  + −     

 ( ) ( )
3

33 3 3

3 3 3 3

0 33

0 3

( ) (3)1
0, , ,

0 0 ,.., 0

...

,..,
s

m

m

mm k
s m sn i j

k mi j k s m s
n i j k n k k k s
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де ( )1 2 1( , ,..., ) ! !... !r l lP r r r r r r=  – кількість перестановок з повторенням. 

Здійснивши ряд перетворень(піднесення полінома до степеня, 

множення та перегрупування), записані вище співвідношення зведемо 

до наступного вигляду: 
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На основі представлення усіх сум, що входять до одержаних 

співвідношень, за однаковими степенями при , ,x y z  і теореми про алге-

браїчну рівність многочленів приходимо до такої системи алгебраїчних 

рівнянь: 
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Тут записані лише рівняння стосовно першої та третьої із шести 

умов (2) (інші рівняння одержуються аналогічно), причому суми поши-

рюються тільки на ті значення відповідних індексів при яких 
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)i i− +  приймають цілі значення.  

2. При розв’язанні задачі (3) – (4) на “просторово-конформне” відо-

браження області Gz  на відповідну область G  представимо функції, 

що описують течію ( , , )x y z  і ( , , )x y z  аналогічно до ( , , )x y z , у 

вигляді многочленів m -го степеня: 
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(ми вважаємо ( ), ,x y z  і ( , , )x y z  рівноправними і на m  не накладає-
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В результаті виконання дій множення та алгебраїчного дода-
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У загальному випадку, коли 
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( *m N ), з умов просторової комплексної спряженості функцій 

( ), ,x y z = , ( ), ,x y z = , ( ), ,x y z =  матимемо для випадків 
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Вважатимемо, що задача попереднього пункту є розв’язаною. Тоді  

для доповнення (замикання) одержаної системи алгебраїчних рівнянь 

досить використати лише 3, 4, 5 та 6-ту із крайових умов (4). А саме: 
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Аналогічно до 1 і 2 з крайових умов (4) суми обчислюються лише для 

тих значень відповідних індексів при яких 
3
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Компоненти вектора швидкості визначаються з співвідношень: 
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3. Розглянемо приклад знаходження потенціалу ( , , )x y z =  та фу-

нкцій течії ( , , )x y z = , ( , , )x y z =  в області zG , обмеженій ко-

ординатними площинами і площинами x = , y =  і z = . На 

початку (з метою інтерпретації методу) знайдемо тривіальний (очевид-

ний) розв’язок ( , , )x y z =  (
*

*
*( , , )x y z x

a

 
 

−
= + ) задачі: xx +  
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Врахувавши рівняння (7) та 3, 4, 5, і 6-ту із крайових умов, мати-

мемо: 
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(1)
1,0,0x+ . А з першої та другої крайових умов матимемо: 
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що і потрібно було довести. 

Розв’язок відповідної задачі на конформне відображення 

zG G→  шукаємо у вигляді (8), (9) і (12): 
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мо: 
(1) (1)
1,0,0 1,0,0 0c b= = , 

( ) ( )

(1)*
0,1,0(1) *

0,1,0 2 2
(1) (1)
0,1,0 0,0,1

c
b

c c

 



−
=

+

, 
*

(1) *
0,0,1b

 



−
=   

( ) ( )

(1)
0,0,1

2 2
(1) (1)
0,1,0 0,0,1

c

c c

−


+

, 
( ) ( )
, , , , 0
n n

i j k i j kb c= = , 2,n m= . Отже: 

*

*( , , )x y z
 




−
= 

 

( ) ( ) ( ) ( )

(1) (1)
0,0,1 0,1,0 (0)

0,0,02 2 2 2
(1) (1) (1) (1)
0,1,0 0,0,1 0,1,0 0,0,1

c c
y z b

c c c c

 
 

 − + 
 + +
 

, 
(1) (1) (0)
0,1,0 0,0,1 0,0,0( , , )x y z c y c z c = + + . 
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Як і слід було очікувати: 
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4. Для розв’язання оберненої задачі на просторове конформне відо-

браження G G → z  (5) – (6) (при невідомих значеннях параметрів 

0
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Підставимо (14) у систему диференціальних рівнянь (5), матимемо: 
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Аналогічно до (10), (11) доповнимо систему рівнянь (14), виходячи із 

крайових умов (6): 
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   і т. д. 

Висновки. Одержано системи алгебраїчних рівнянь для знаходження 

невідомих коефіцієнтів гармонічних многочленів (просторових компле-

ксних потенціалів), а також просторово комплексно-спряжених до них 

многочленів типу функції течії для прямої та оберненої задач на конфо-

рмне відображення криволінійного паралелепіпеда на прямокутний. 

Зазначимо, що на відміну від інших методів, наприклад, варіаційних, 

складність при формуванні системи алгебраїчних рівнянь з’являється за 

рахунок граничних умов. У перспективі досліджень – побудова прос-

торового базису гармонічних та просторово комплексно-спряжених до 

них многочленів, а також, побудова відповідних аналогів квазіконфор-

мних відображень. 
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