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УДК 517.95 

Климюк Ю.Є., Пригорницький Д.О. 

ЧИСЛОВЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ОБЕРНЕНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА 

ПРОСТОРОВІ КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ КРИВОЛІНІЙНИХ 

ПАРАЛЕЛЕПІПЕДІВ НА ПРЯМОКУТНІ 

Побудовано алгоритм знаходження розв’язку задачі на конформне 
відображення криволінійного паралелепіпеда, обмеженого двома 
еквіпотенціальними поверхнями та чотирма поверхнями течії, на 
відповідний прямокутний.  

Вступ. Рух рідин в пористих середовищах експериментально досліджу-

вав французький інженер А. Дарсі в 1852 – 1856 роках. Результати його 

досліджень представлені законом, який і на сьогоднішній час широко 

використовується при моделюванні фільтраційних процесів в пористих 

середовищах.  

Значний внесок у розвиток теорії фільтрації зробив 

М.М. Павловський, яким був запропонований і теоретично обґрунтова-

ний точний метод розв’язування плоских задач усталеної фільтрації − 

метод конформних відображень [1, 2]. Даний метод використовували та 

розвивали далі у своїх роботах П.Я. Полубаринова-Кочина, В.І. Аравін, 

С.М. Нумєров, В.С. Істоміна, М.М. Веригін, М.А. Лаврентьєв, 

Л.І. Волковиський, В.І. Лаврик, А.Я. Бомба та інші [2, 3]. Також свій 

внесок у розвиток теорії руху рідин зробили М.Є. Жуковський, 

П.Ф. Фільчаков, А.Я. Олійник, М.М. Гeрсеванов, Р. Коллінз, 

М.Г. Бернардинер, С.Ф. Авер’янов, В.В. Скопецький, В.С. Дейнека, 

В.М. Булавацький, В.Н. Монахов, В.Г. Голубєв та інші [3, 4].  

Для розв’язування просторових сингулярно збурених крайових 

задач типу “фільтрація–конвекція–дифузія–масообмін”, які виникають 

при дослідженні процесів фільтрації підземних вод в пористих ґрунтах, 

постала проблема розв’язання просторових обернених крайових задач 

на конформні відображення криволінійних паралелепіпедів на відповід-
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ні прямокутні. У цій роботі запропонований числовий алгоритм отри-

мання наближеного розв’язку наведеної задачі. 

Постановка задачі. Для криволінійного паралелепіпеда 

G ABCDA B C D   =z  ( ( , , )x y z=z ), обмеженого двома еквіпотен-

ціальними поверхнями 1{ : ( , , ) 0}ABB A f x y z  = =z , { :CDD C  = z  

2 ( , , ) 0}f x y z =  та чотирма поверхнями течії { :ADD A  = z  

3( , , ) 0}f x y z = , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z  = =z , 5{ : ( , , ) 0}ABCD f x y z= =z , 

6{ : ( , , ) 0}A B C D f x y z    = =z , які є гладкими і ортогональними між 

собою в кутових точках та вздовж ребер (див. рис. 1 а), розглянемо мо-

дельну задачу, яка описує процес фільтрації у відповідному однорідно-

му пористому середовищі: 

 v grad=  , 0div v = ; (1) 

 ABB A   = , CDD C 

 =  , 0ADD A A B C D BCC B ABCD
n          


=


, (2) 

де ( ), ,x y z =   та ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y zv v x y z v x y z v x y z  – відповідно 

потенціал і вектор швидкості фільтрації ( 0 
        , 

* 0v v  ), n  – зовнішня нормаль до відповідної поверхні. 

0
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A D
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0

 
а)     б) 

Рис. 1. Просторова фізична область Gz  (а) та відповідна їй  

область комплексного потенціалу wG  (б) 
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Шляхом введення функцій ( ), ,x y z =  , ( ), ,x y z =   (просто-

рово комплексно спряжених із функцією ( ), ,x y z =  ) й ( ), ,x y z =   

таких, що ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,grad x y z x y z grad x y z grad x y z =       [5], i 

заміною останньої з граничних умов (2) на умови: 0ADD A 
 = , 

BCC B Q
   = , 0ABCD = , A D C B Q

   

 = , задачу (1) – (2) замінимо 

більш загальною задачею на просторове конформне відображення обла-

сті Gz  на відповідну область комплексного потенціалу 

( ) , , :G = =   w w  
     , 0 Q   , 0 Q   (рис. 1 б), де 

Q Q Q
=  – потік через довільний поперечний переріз течії ( ,Q Q

  – 

потоки через відповідні горизонтальний та вертикальний одиничні 

прошарки): 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

0;

x y z z y

y z x x z

z x y y x

x y z

x y z

x y z

 =     − 

 =     − 

 =     − 

 =

 (3) 

 
, , 0,

, 0, .

ABB A DCC D ADD A

BCC B ADCB A D C BQ Q

     

     







 =   =   =

 =  =  =

 (4) 

Одержану в результаті розв’язання задачі (3) – (4) функцію 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y z x y z x y z= =   w w z w , як і у випадку плоскої тео-

рії потенціальних полів [1, 2], називають комплексним потенціалом, а 

обернену їй функцію ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,x y z= =         wz z z  – 

характеристичною функцією течії. 

Обернена до (3) – (4) задача на конформне відображення 

G G→w z  (при невідомих значеннях параметрів Q , Q
) має вигляд: 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

, , ,

, , ,

, , ,

0;

x y z z y

y z x x z

z x y y x

−
    

−
    

−
    

 =      −

 =      −

 =      −

 =

 (5) 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 * * *

* * *
2

3

4

5

6

, , , , , , , , 0,

, , , , , , , , 0,

,0, , ,0, , ,0, 0,

, , , , , , , , 0,

, ,0 , , ,0 , , ,0 0,

, , , , , , , , 0.

f x y z

f x y z

f x y z

f x Q y Q z Q

f x y z

f x Q y Q z Q

  

  

          =

          =

       =


      =


      =


      =


 (6) 

Числове розв’язання задачі. В області Gw  побудуємо рівномірну ор-

тогональну сітку ( ) , , :i j kG =   w  i i =  +  , 0, 1i n= + ; 

j j =   , 0, 1j m= + ; k k =  , 0, 1k l= + ; 
1n


 −

 =
+

, 

1

Q

m

 =
+

, 
1

Q

l



 =
+

, = ;



 

 n , m , }l N  (див. рис. 1). Через 

, , ( , , )i j k i j kx x=    , , , ( , , )i j k i j ky y=    , , , ( , , )i j k i j kz z=     позначи-

мо координати відповідних вузлів у Gz   і , , ( , , )i j k i j k =      – значен-

ня невідомої функції   у вузлах ( ), , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z  сітки. 

Для числової побудови відображення прямокутного паралелепі-

педа Gw  на криволінійну область Gz  (при відповідності кутових точок) 

запишемо різницевий аналог задачі (5), (6) у рівномірній сітковій облас-

ті G

w : 
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( )( )(

( )( )) ( )

( )( )(

( )

, , , 1, , 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , , , , , ,

, , , 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , ,

1

4

/ , , ,

1

4

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

x x y y z z

y y z z x y z

y y x x z z

x x z z

− + − + −

+ − + −

− + − + −

+ − + −

= +  − − −

− − − 

= +  − − −

− − −( )) ( )

( )( )(

( )( )) ( )

( )( )(

1 , , , , , ,

, , , 1, , 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , , , , , ,

, , 1, , , , , 1, , , , , 1

, 1, , ,

/ , , ,

1

4

/ , , ,

i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i

x y z

z z x x y y

x x y y x y z

y y z z

y y

− + − + −

+ − + −

− − −

−



= +  − − −

− − − 

 =  − − +

+ −( )( )

( )( ))

( )( ) ( )(

( ) ( )( ))

1, , , , , , 1

, , 1 , , , 1, , , 1, ,

, , , 1, , , , , 1 , , 1, ,

, , , , 1 , , , 1, , , 1, ,

/

,

1, ,  1, , 1, .

j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

z z

y y z z

y y z z y y

z z y y z z

i n j m k l

− −

− − −

− − −

− − −



















 − +


+ − −



− − + − 

 − + − −

= = =





  (7) 

Крайові умови, які визначають фізичну область zG , апроксимує-

мо точково-різницевими рівняннями 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 0, , 0, , 0, , 2 1, , 1, , 1, ,

3 ,0, ,0, ,0, 4 , 1, , 1, , 1,

5 , ,0 , ,0 , ,0 6 , , 1 , , 1 , , 1

, , 0, , , 0,

, , 0, , , 0,

, , 0, , , 0,

=0, +1, =0, +1, 0, 1.

j k j k j k n j k n j k n j k

i k i k i k i m k i m k i m k

i j i j i j i j l i j l i j l

f x y z f x y z

f x y z f x y z

f x y z f x y z

i n j m k l

+ + +

+ + +

+ + +

 = =

 = =


= =


= +

  (8) 

З метою забезпечення ортогональності сітки за рівняння зв’язку 

приграничних вузлів із граничними використаємо умови ортогонально-

сті ліній течії та еквіпотенціальних ліній до відповідних ділянок границі 

фізичної області, які у сітковій області G
w  записуються такими число-

во-аналітичними різницевими рівняннями 
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( ) ( ) ( )1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, ,

1, , 0, , 1, , 0, , 1, , 0, ,

, , , , , ,
;

x j k j k j k y j k j k j k z j k j k j k

j k j k j k j k j k j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
= =

− − −
  

 
( ) ( ) ( )2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, ,

, , 1, , , , 1, , , , 1, ,

, , , , , ,
;

x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k z n j k n j k n j k

n j k n j k n j k n j k n j k n j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

+ + + + + + + + +

+ + +

  
= =

− − −
 

 
( ) ( ) ( )3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0,

,1, ,0, ,1, ,0, ,1, ,0,

, , , , , ,
;

x i k i k i k y i k i k i k z i k i k i k

i k i k i k i k i k i k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
= =

− − −
 

 
( ) ( ) ( )4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1,

, , , 1, , , , 1, , , , 1,

, , , , , ,
;

x i m k i m k i m k y i m k i m k i m k z i m k i m k i m k

i m k i m k i m k i m k i m k i m k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

+ + + + + + + + +

+ + +

  
= =

− − −
  

 
( ) ( ) ( )5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0

, ,1 , ,0 , ,1 , ,0 , ,1 , ,0

, , , , , ,
;

x i j i j i j y i j i j i j z i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
= =

− − −  

 

( ) ( ) ( )6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1

, , , , 1 , , , , 1 , , , , 1

, , , , , ,
,

x i j l i j l i j l y i j l i j l i j l z i j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i j l

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

+ + + + + + + + +

+ + +

  
= =

− − −  

 0, 1, 0, 1, 0, 1.i n j m k l= + = + = +  (9) 

Значення невідомої функції ( ), , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z  у граничних вуз-

лах ( ), , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z  гідродинамічної сітки знаходимо за формулами: 

у внутрішніх вузлах сітки на ABB A  : 

 ( )( )(0, , 1, , 0, , 0, 1, 0, , 0, , 1j k j k j k j k j k j ky y z z− − =  − − +  

 ( )( )0, 1, 1, , 0, , 0, , 0, , 1j k j k j k j k j ky y z z− −+ − − +  

 ( )( ))0, , 1 0, , 0, 1, 1, , 0, , /j k j k j k j k j ky y z z− −+ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0, , 0, 1, 0, , 0, , 1 1, , 0, , 0, , 0, , 1j k j k j k j k j k j k j k j ky y z z y y z z− − −− − + − − +  

 ( )( ))0, , 0, 1, 1, , 0, ,j k j k j k j ky y z z−+ − − , 1,j m= , 1,k l= ;  
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у внутрішніх вузлах сітки на CDD C  : 

  ( )( )(1, , , , 1, , 1, 1, 1, , 1, , 1n j k n j k n j k n j k n j k n j ky y z z+ + + − + + − =  − − +  

 ( )( )1, 1, 1, , , , 1, , 1, , 1n j k n j k n j k n j k n j ky y z z+ − + + + −+ − − +  

 ( )( ))1, , 1 1, , 1, 1, 1, , , , /n j k n j k n j k n j k n j ky y z z+ − + + − ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1, , 1, 1, 1, , 1, , 1 1, , , , 1, , 1, , 1n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j ky y z z y y z z+ + − + + − + + + −− − + − − +  

 ( )( ))1, , 1, 1, 1, , , ,n j k n j k n j k n j ky y z z+ + − ++ − − , 1,j m= , 1,k l= ; 

у внутрішніх вузлах сітки на ADD A  : 

 ( )( )(,0, 1,0, ,1, ,0, ,0, ,0, 1i k i k i k i k i k i ky y z z− − =  − − +  

 ( )( ),1, ,0, 1,0, ,0, ,0, 1i k i k i k i k i ky y z z− −+ − − +  

 ( )( )),0, 1 ,1, ,0, ,0, 1,0, /i k i k i k i k i ky y z z− −+ − −  

 ( )( ) ( )( )( ,1, ,0, ,0, ,0, 1 ,0, 1,0, ,0, ,0, 1i k i k i k i k i k i k i k i ky y z z y y z z− − −− − + − − +  

 ( )( )),1, ,0, ,0, 1,0,i k i k i k i ky y z z −+ − − , 1,i n= , 1,k l= ; 

у внутрішніх вузлах сітки на BCC B  : 

 ( )( )(, 1, 1, 1, , 1, , , , 1, , 1, 1i m k i m k i m k i m k i m k i m ky y z z+ − + + + + − =  − − +  

 ( )( ), , , 1, 1, 1, , 1, , 1, 1i m k i m k i m k i m k i m ky y z z+ − + + + −+ − − +  

 ( )( )), 1, 1 , 1, , , , 1, 1, 1, /i m k i m k i m k i m k i m ky y z z+ − + + − ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( , 1, , , , 1, , 1, 1 , 1, 1, 1, , 1, , 1, 1i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m k i m ky y z z y y z z+ + + − + − + + + −− − + − − +  

 ( )( )), 1, , , , 1, 1, 1,i m k i m k i m k i m ky y z z+ + − ++ − − , 1,i n= , 1,k l= ; 

у внутрішніх вузлах сітки на ABCD : 

 ( )( )(, ,0 1, ,0 , ,0 , 1,0 , ,1 , ,0i j i j i j i j i j i jy y z z− − =  − − +  

 ( )( ), 1,0 , ,0 1, ,0 , ,1 , ,0i j i j i j i j i jy y z z− −+ − − +  
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 ( )( )), ,1 , ,0 , 1,0 , ,0 1, ,0 /i j i j i j i j i jy y z z− −+ − −  

 ( )( ) ( )( )( , ,0 , 1,0 , ,1 , ,0 , ,0 1, ,0 , ,1 , ,0i j i j i j i j i j i j i j i jy y z z y y z z− −− − + − − +  

 ( )( )), ,0 , 1,0 , ,0 1, ,0i j i j i j i jy y z z− −+ − − , 1,i n= , 1,j m= ; 

у внутрішніх вузлах сітки на A B C D    : 

 ( )( )(, , 1 1, , 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , ,i j l i j l i j l i j l i j l i j ly y z z+ − + + − + + =  − − +  

 ( )( ), 1, 1 , , 1 1, , 1 , , 1 , ,i j l i j l i j l i j l i j ly y z z− + + − + ++ − − +  

 ( )( )), , , , 1 , 1, 1 , , 1 1, , 1 /i j l i j l i j l i j l i j ly y z z+ − + + − ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( , , 1 , 1, 1 , , 1 , , , , 1 1, , 1 , , 1 , ,i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j ly y z z y y z z+ − + + + − + +− − + − − +  

 ( )( )), , 1 , 1, 1 , , 1 1, , 1i j l i j l i j l i j ly y z z+ − + + − ++ − − , 1,i n= , 1,j m= ; 

у граничних вузлах сітки на AB : 

 ( )( )(0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0j j j j j jy y z z− =  − − +  

 ( )( )0, 1,0 1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0j j j j jy y z z−+ − − +  

 ( )( ))0, ,1 0, ,0 0, 1,0 1, ,0 0, ,0 /j j j j jy y z z−+ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0, ,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0j j j j j j j jy y z z y y z z−− − + − − +  

 ( )( ))0, ,0 0, 1,0 1, ,0 0, ,0j j j jy y z z−+ − − , 1,j m= ; 

у граничних вузлах сітки на CD : 

 ( )( )(1, ,0 , ,0 1, ,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0n j n j n j n j n j n jy y z z+ + + − + + =  − − +  

 ( )( )1, 1,0 1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0n j n j n j n j n jy y z z+ − + + ++ − − +  

 ( )( ))1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, ,0 , ,0 /n j n j n j n j n jy y z z+ + + − ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1, ,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0 1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0n j n j n j n j n j n j n j n jy y z z y y z z+ + − + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))1, ,0 1, 1,0 1, ,0 , ,0n j n j n j n jy y z z+ + − ++ − − , 1,j m= ; 
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у граничних вузлах сітки на BC : 

 ( )( )(, 1,0 1, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0i m i m i m i m i m i my y z z+ − + + + + =  − − +  

 ( )( ), ,0 , 1,0 1, 1,0 , 1,1 , 1,0i m i m i m i m i my y z z+ − + + ++ − − +  

 ( )( )), 1,1 , 1,0 , ,0 , 1,0 1, 1,0 /i m i m i m i m i my y z z+ + + − ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 1, 1,0 , 1,1 , 1,0i m i m i m i m i m i m i m i my y z z y y z z+ + + + − + + +− − + − − +  

 ( )( )), 1,0 , ,0 , 1,0 1, 1,0i m i m i m i my y z z+ + − ++ − − , 1,i n= ; 

у граничних вузлах сітки на AD : 

 ( )( )(,0,0 1,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0i i i i i iy y z z− =  − − +  

 ( )( ),1,0 ,0,0 1,0,0 ,0,1 ,0,0i i i i iy y z z−+ − − +  

 ( )( )),0,1 ,1,0 ,0,0 ,0,0 1,0,0 /i i i i iy y z z −+ − −  

 ( )( ) ( )( )( ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0 ,0,0 1,0,0 ,0,1 ,0,0i i i i i i i iy y z z y y z z−− − + − − +  

 ( )( )),1,0 ,0,0 ,0,0 1,0,0i i i iy y z z −+ − − , 1,i n= ; 

у граничних вузлах сітки на A B  : 

 ( )( )(0, , 1 1, , 1 0, , 1 0, 1, 1 0, , 0, , 1j l j l j l j l j l j ly y z z+ + + − + + =  − − +  

 ( )( )0, 1, 1 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, ,j l j l j l j l j ly y z z− + + + ++ − − +  

 ( )( ))0, , 0, , 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1 /j l j l j l j l j ly y z z+ − + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0, , 1 0, 1, 1 0, , 1 0, , 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, ,j l j l j l j l j l j l j l j ly y z z y y z z+ − + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))0, , 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1j l j l j l j ly y z z+ − + + ++ − − , 1,j m= ; 

у граничних вузлах сітки на C D  : 

 ( )( )(1, , 1 , , 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, ,n j l n j l n j l n j l n j l n j ly y z z+ + + + + + − + + + + =  − − +  

 ( )( )1, 1, 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 1, ,n j l n j l n j l n j l n j ly y z z+ − + + + + + + ++ − − +  
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 ( )( ))1, , 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1 /n j l n j l n j l n j l n j ly y z z+ + + + − + + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, , 1, , 1 , , 1 1, , 1 1, ,n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j ly y z z y y z z+ + + − + + + + + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1n j l n j l n j l n j ly y z z+ + + − + + + ++ − − , 1,j m= ; 

у граничних вузлах сітки на B C  : 

 ( )( )(, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m l i m l i m l i m ly y z z+ + − + + + + + + + + =  − − +  

 ( )( ), , 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m l i m l i m ly y z z+ + + − + + + + ++ − − +  

 ( )( )), 1, , 1, 1 , , 1 , 1, 1 1, 1, 1 /i m l i m l i m l i m l i m ly y z z+ + + + + + − + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1, , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m ly y z z y y z z+ + + + + + + + − + + + + +− − + − − +  

 ( )( )), 1, 1 , , 1 , 1, 1 1, 1, 1i m l i m l i m l i m ly y z z+ + + + + − + ++ − − , 1,i n= ; 

у граничних вузлах сітки на A D  : 

 ( )( )(,0, 1 1,0, 1 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i l i ly y z z+ − + + + + =  − − +  

 ( )( ),1, 1 ,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i ly y z z+ + − + ++ − − +  

 ( )( )),0, ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 /i l i l i l i l i ly y z z+ + + − ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, ,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i l i l i l i l i ly y z z y y z z+ + + + − + +− − + − − +  

 ( )( )),1, 1 ,0, 1 ,0, 1 1,0, 1i l i l i l i ly y z z+ + + − ++ − − , 1,i n= ; 

у граничних вузлах сітки на AA : 

 ( )( )(0,0, 1,0, 0,1, 0,0, 0,0, 0,0, 1k k k k k ky y z z − =  − − +  

 ( )( )0,1, 1,0, 0,0, 0,0, 0,0, 1k k k k ky y z z −+ − − +  

 ( )( ))0,0, 1 0,1, 0,0, 1,0, 0,0, /k k k k ky y z z−+ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0,1, 0,0, 0,0, 0,0, 1 1,0, 0,0, 0,0, 0,0, 1k k k k k k k ky y z z y y z z− −− − + − − +  

 ( )( ))0,1, 0,0, 1,0, 0,0,k k k ky y z z+ − − , 1,k l= ; 
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у граничних вузлах сітки на BB : 

 ( )( )(0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, , 0, 1, 0, 1, 1m k m k m k m k m k m ky y z z+ + + + + − =  − − +  

 ( )( )0, , 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1m k m k m k m k m ky y z z+ + + + −+ − − +  

 ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1, /m k m k m k m k m ky y z z+ − + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0, 1, 0, , 0, 1, 0, 1, 1 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1m k m k m k m k m k m k m k m ky y z z y y z z+ + + − + + + + −− − + − − +  

 ( )( ))0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1,m k m k m k m ky y z z+ + ++ − − , 1,k l= ; 

у граничних вузлах сітки на CC : 

 ( )( )(1, 1, , 1, 1, 1, 1, , 1, 1, 1, 1, 1n m k n m k n m k n m k n m k n m ky y z z+ + + + + + + + + + − =  − − +  

 ( )( )1, , 1, 1, , 1, 1, 1, 1, 1, 1n m k n m k n m k n m k n m ky y z z+ + + + + + + + −+ − − +  

 ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1, , 1, 1, , 1, /n m k n m k n m k n m k n m ky y z z+ + − + + + + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1, 1, 1, , 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, , 1, 1, 1, 1, 1, 1n m k n m k n m k n m k n m k n m k n m k n m ky y z z y y z z+ + + + + + + − + + + + + + + −− − + − − +  

 ( )( ))1, 1, 1, , 1, 1, , 1,n m k n m k n m k n m ky y z z+ + + + + ++ − − , 1,k l= ; 

у граничних вузлах сітки на DD : 

 ( )( )(1,0, ,0, 1,1, 1,0, 1,0, 1,0, 1n k n k n k n k n k n ky y z z+ + + + + − =  − − +  

 ( )( )1,1, 1,0, ,0, 1,0, 1,0, 1n k n k n k n k n ky y z z+ + + + −+ − − +  

 ( )( ))1,0, 1 1,1, 1,0, 1,0, ,0, /n k n k n k n k n ky y z z+ − + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1,1, 1,0, 1,0, 1,0, 1 1,0, ,0, 1,0, 1,0, 1n k n k n k n k n k n k n k n ky y z z y y z z+ + + + − + + + −− − + − − +  

 ( )( ))1,1, 1,0, 1,0, ,0,n k n k n k n ky y z z+ + ++ − − , 1,k l= ; 

у вершині A : 

 ( )( )(0,0,0 1,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0y y z z =  − − +  

 ( )( )0,1,0 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0y y z z+ − − +  
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 ( )( ))0,0,1 0,1,0 0,0,0 1,0,0 0,0,0 /y y z z+ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0y y z z y y z z− − + − − +  

 ( )( ))0,1,0 0,0,0 1,0,0 0,0,0y y z z+ − − ; 

у вершині B : 

 ( )( )(0, 1,0 1, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0m m m m m my y z z+ + + + + =  − − +  

 ( )( )0, ,0 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0m m m m my y z z+ + + ++ − − +  

 ( )( ))0, 1,1 0, 1,0 0, ,0 1, 1,0 0, 1,0 /m m m m my y z z+ + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0m m m m m m m my y z z y y z z+ + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))0, 1,0 0, ,0 1, 1,0 0, 1,0m m m my y z z+ + ++ − − ; 

у вершині C : 

 ( )( )(1, 1,0 , 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m n m n m n m n my y z z+ + + + + + + + + + =  − − +  

 ( )( )1, ,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m n m n m n my y z z+ + + + + + + ++ − − +  

 ( )( ))1, 1,1 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 , 1,0 /n m n m n m n m n my y z z+ + + + + + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m n m n m n m n m n m n my y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 , 1,0n m n m n m n my y z z+ + + + + ++ − − ; 

у вершині D : 

 ( )( )(1,0,0 ,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0n n n n n ny y z z+ + + + + =  − − +  

 ( )( )1,1,0 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0n n n n ny y z z+ + + ++ − − +  

 ( )( ))1,0,1 1,1,0 1,0,0 1,0,0 ,0,0 /n n n n ny y z z+ + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0n n n n n n n ny y z z y y z z+ + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))1,1,0 1,0,0 1,0,0 ,0,0n n n ny y z z+ + ++ − − ; 
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у вершині A : 

 ( )( )(0,0, 1 1,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,l l l l l ly y z z+ + + + + =  − − +  

 ( )( )0,1, 1 1,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,l l l l ly y z z+ + + ++ − − +  

 ( )( ))0,0, 0,1, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1 /l l l l ly y z z+ + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,l l l l l l l ly y z z y y z z+ + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))0,1, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1l l l ly y z z+ + + ++ − − ; 

у вершині B : 

 ( )( )(0, 1, 1 1, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1,m l m l m l m l m l m ly y z z+ + + + + + + + + + =  − − +  

 ( )( )0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1,m l m l m l m l m ly y z z+ + + + + + + ++ − − +  

 ( )( ))0, 1, 0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1 /m l m l m l m l m ly y z z+ + + + + + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1,m l m l m l m l m l m l m l m ly y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1m l m l m l m ly y z z+ + + + + + ++ − − ; 

у вершині C : 

 ( )( )(1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1,n m l n m l n m l n m l n m l n m ly y z z+ + + + + + + + + + + + + + + =  − − +  

 ( )( )1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, 1,n m l n m l n m l n m l n m ly y z z+ + + + + + + + + + + ++ − − +  

 ( )( ))1, 1, 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1 /n m l n m l n m l n m l n m ly y z z+ + + + + + + + + + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, 1,n m l n m l n m l n m l n m l n m l n m l n m ly y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1n m l n m l n m l n m ly y z z+ + + + + + + + + ++ − − ; 

у вершині D : 

 ( )( )(1,0, 1 ,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0,n l n l n l n l n l n ly y z z+ + + + + + + + + + =  − − +  

 ( )( )1,1, 1 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0,n l n l n l n l n ly y z z+ + + + + + + ++ − − +  
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 ( )( ))1,0, 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 /n l n l n l n l n ly y z z+ + + + + + + ++ − −  

 ( )( ) ( )( )( 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0,n l n l n l n l n l n l n l n ly y z z y y z z+ + + + + + + + + + + + +− − + − − +  

 ( )( ))1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1n l n l n l n ly y z z+ + + + + + ++ − − . (10) 

Конформний інваріант   криволінійного паралелепіпеда Gz  є 

невідомим (оскільки невідома витрата Q ) і визначається в процесі роз-

рахунку. Формулу для наближеного знаходження даної величини одер-

жимо на підставі умови “конформної подібності в малому” відповідних 

елементарних паралелепіпедів двох областей: 

 
( )( )( )

( )
, ,

, , , , , , , ,

, , 0

1
, ,

1 1 1

n m l

i j k i j k i j k i j k

i j k

x y z
n m l =

 =   
+ + +

 , (11) 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, , 1, , , , 1, , , , 1, , , ,4i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + +


 = − + − + − +


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 /i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +


+ − + − + − 


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1, , , , 1, , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + +


− + − + − +


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +


+ − + − + − 


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, , 1 , , , , 1 , , , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + +


 − + − + − +

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 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +


+ − + − + − 


. 

Фільтраційну витрату знаходимо за формулою 

 
( )( )1 1m l

Q
+ +

= 


, (12) 

а параметри ,Q Q
  відповідно за формулами 

 
( )

( )

1

1

Q m
Q

l


 +
=

  +
, 

( )1

1

Q l
Q

m

    +
=

+
, (13) 

де  
( )( )( )

, ,

, ,

, , 0

1

1 1 1

n m l

i j k

i j kn m l =

 = 
+ + +

 , 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, , , , 1 , , , , 1 , , , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + +


 = − + − + − +


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, /i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +


+ − + − + − 


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1, , , , 1, , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + +


− + − + − +


 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + ++ − + − + − +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +


+ − + − + − 


. 
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Розв’язок різницевої задачі (7) – (10) знаходимо шляхом поетап-

ної параметризації величини   (або значення витрати Q), координат 

граничних та внутрішніх вузлів сітки zG  з використанням ідей методу 

блочної ітерації для аналітичного обґрунтування його збіжності [6, 7]. А 

саме, задавши кількість n, m та l  вузлів розбиття сіткової області Gw , 

параметр  , що характеризує точність наближення розв’язку відповід-

ної різницевої задачі, початкові наближення координат  

граничних вузлів 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

0, , 0, , 0, ,, ,j k j k j kx y z , 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

1, , 1, , 1, ,, ,n j k n j k n j kx y z+ + + , 

( ) ( ) ( )( )0 0 0

,0, ,0, ,0,, ,i k i k i kx y z , 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

, 1, , 1, , 1,, ,i m k i m k i m kx y z+ + + , 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

, ,0 , ,0 , ,0, ,i j i j i jx y z , 

( ) ( ) ( )( )0 0 0

, , 1 , , 1 , , 1, ,i j l i j l i j lx y z+ + +  (так, щоб виконувались рівності (8)), початкові 

наближення координат внутрішніх вузлів 
( ) ( ) ( )( )0 0 0

, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z  і 

( ) ( ) ( )( )0 0 0(0)
, , , , , ,, , 1i j k i j k i j kx y z = , 1,i n= , 1,j m= , 1,k l= , за формулою (11) 

знаходимо початкове наближення 
( ) ( ) ( )( )0 0 0(0)
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z =   конформ-

ного інваріанта  . Уточнення координат внутрішніх вузлів 

( )( 1) ( 1) ( 1)
, , , , , ,, ,p p p

i j k i j k i j kx y z+ + +  і значень невідомої функції 
( 1)

, ,
p

i j k
+  

проводимо за формулами (7) на основі значень з попереднього кроку 

ітерації p  ( 0,1,p =  – номер кроку ітерації).  Далі підправляємо коор-

динати граничних вузлів, розв’язуючи наближено систему рівнянь сфо-

рмовану з (8) – (9), знаходимо нові наближення значень функції 
( 1)

, ,
p

i j k
+  у граничних вузлах і   за формулами (10) – (11),  параметрів 

Q , Q  і Q
 – за формулами (12), (13) та перевіряємо виконання умов 

стабілізації координат вузлів сітки і фільтраційної витрати відносно 

кроку ітерації відповідно 

 ( ( 1) ( ) ( 1) ( )
, , , , , , , ,

, , , , , ,

max , ,
, ,

p p p p
i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k z

x x y y
x y z G

+ +− −


 

 )( 1) ( ) ( 1) ( )
, , , , , , , ,,p p p p

i j k i j k i j k i j kz z+ +−  −   , ( 1) ( )p pQ Q+ −   . (14) 

Якщо умови (14) не виконуються, то повертаємося до уточнення 
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координат внутрішніх вузлів за формулою (7) і т.д. У протилежному 

випадку перевіряємо нев’язку рівняння Лапласа 0 =  у отриманих 

вузлах гідродинамічної сітки. Якщо точність отриманого розв’язку нас 

не задовольняє, то збільшуємо кількість вузлів розбиття сітки zG  та 

розв’язуємо задачу заново. 

Для одержаних координат вузлів гідродинамічної сітки на основі 

рівняння руху (1) та умов (3) величини швидкості знаходимо за такими 

різницевими формулами: 

у внутрішніх вузлах сітки zG : 

 
2 2 2

, , , , , , , ,i j k x i j k y i j k z i j kv v v v= + + , 1,i n= , 1,j m= , 1,k l= , 

 ( )( )(, , , 1, , 1, , , 1 , , 1
, ,

2x i j k i j k i j k i j k i j k
i j k

v y y z z
J

+ − + −


= − − −  

 ( )( )), , 1 , , 1 , 1, , 1,i j k i j k i j k i j ky y z z+ − + −− − − , 

 ( )( )(, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,
, ,

2y i j k i j k i j k i j k i j k
i j k

v x x z z
J

+ − + −


= − − −  

 ( )( )), 1, , 1, , , 1 , , 1i j k i j k i j k i j kx x z z+ − + −− − − ,  

 ( )( )(, , , 1, , 1, , , 1 , , 1
, ,

2z i j k i j k i j k i j k i j k
i j k

v x x y y
J

+ − + −


= − − −  

 ( )( )), , 1 , , 1 , 1, , 1,i j k i j k i j k i j kx x y y+ − + −− − − ,  

 , , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x y y z z+ − + − + −= − − − +  

 , , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , 1,( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ − + − + −+ − − − +  

 , 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, ,( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ − + − + −+ − − − −  

 , , 1 , , 1 , 1, , 1, 1, , 1, ,( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ − + − + −− − − − −  

 1, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ − + − + −− − − − −  

 , 1, , 1, 1, , 1, , , , 1 , , 1( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z+ − + − + −− − − − ; 

у внутрішніх вузлах сітки на ABB A  : 
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2 2 2

0, , 0, , 0, , 0, ,j k x j k y j k z j kv v v v= + + , 1,j m= , 1,k l= , 

 ( )( )(0, , 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1
0, ,

x j k j k j k j k j k
j k

v y y z z
J

+ − + −


= − − −  

 ( )( ))0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1,j k j k j k j ky y z z+ − + −− − − , 

 ( )( )(0, , 0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1,
0, ,

y j k j k j k j k j k
j k

v x x z z
J

+ − + −


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1j k j k j k j kx x z z+ − + −− − − ,  

 ( )( )(0, , 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1
0, ,

z j k j k j k j k j k
j k

v x x y y
J

+ − + −


= − − −  

 ( )( ))0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1,j k j k j k j kx x y y+ − + −− − − ,  

 0, , 1, , 0, , 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1( )( )( )j k j k j k j k j k j k j kJ x x y y z z+ − + −= − − − +  

 0, , 1 0, , 1 1, , 0, , 0, 1, 0, 1,( )( )( )j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ − + −+ − − − +  

 0, 1, 0, 1, 0, , 1 0, , 1 1, , 0, ,( )( )( )j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ − + −+ − − − −  

 0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1, 1, , 0, ,( )( )( )j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ − + −− − − − −  

 1, , 0, , 0, , 1 0, , 1 0, 1, 0, 1,( )( )( )j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ − + −− − − − −  

 0, 1, 0, 1, 1, , 0, , 0, , 1 0, , 1( )( )( )j k j k j k j k j k j kx x y y z z+ − + −− − − − ; 

у внутрішніх вузлах сітки на CDD C  : 

 
2 2 2

1, , 1, , 1, , 1, ,n j k x n j k y n j k z n j kv v v v+ + + += + + , 1,j m= , 1,k l= , 

 ( )( )(1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1
1, ,

x n j k n j k n j k n j k n j k
n j k

v y y z z
J

+ + + + − + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1,n j k n j k n j k n j ky y z z+ + + − + + + −− − − , 

 ( )( )(1, , 1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1,
1, ,

y n j k n j k n j k n j k n j k
n j k

v x x z z
J

+ + + + − + + + −
+


= − − −  



Волинський математичний вісник 

 122 

 ( )( ))1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1n j k n j k n j k n j kx x z z+ + + − + + + −− − − ,  

 ( )( )(1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1
1, ,

z n j k n j k n j k n j k n j k
n j k

v x x y y
J

+ + + + − + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1,n j k n j k n j k n j kx x y y+ + + − + + + −− − − ,  

 1, , 1, , , , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1( )( )( )n j k n j k n j k n j k n j k n j k n j kJ x x y y z z+ + + + + − + + + −= − − − +  

 1, , 1 1, , 1 1, , , , 1, 1, 1, 1,( )( )( )n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + − + + + + −+ − − − +  

 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , , ,( )( )( )n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + − + + + − ++ − − − −  

 1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1, 1, , , ,( )( )( )n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + − + + + − +− − − − −  

 1, , , , 1, , 1 1, , 1 1, 1, 1, 1,( )( )( )n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + + − + + + −− − − − −  

 1, 1, 1, 1, 1, , , , 1, , 1 1, , 1( )( )( )n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z+ + + − + + + + −− − − − ; 

у внутрішніх вузлах сітки на ADD A  : 

 
2 2 2

,0, ,0, ,0, ,0,i k x i k y i k z i kv v v v= + + , 1,i n= , 1,k l= , 

 ( )( )(,0, ,1, ,0, ,0, 1 ,0, 1
,0,

2x i k i k i k i k i k
i k

v y y z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( )),0, 1 ,0, 1 ,1, ,0,i k i k i k i ky y z z+ −− − − , 

 ( )( )(,0, ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0,
,0,

2y i k i k i k i k i k
i k

v x x z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( )),1, ,0, ,0, 1 ,0, 1i k i k i k i kx x z z+ −− − − ,  

 ( )( )(,0, ,1, ,0, ,0, 1 ,0, 1
,0,

2z i k i k i k i k i k
i k

v x x y y
J

+ −


= − − −  

 ( )( )),0, 1 ,0, 1 ,1, ,0,i k i k i k i kx x y y+ −− − − ,  

 ,0, 1,0, 1,0, ,1, ,0, ,0, 1 ,0, 1( )( )( )i k i k i k i k i k i k i kJ x x y y z z+ − + −= − − − +  

 ,0, 1 ,0, 1 1,0, 1,0, ,1, ,0,( )( )( )i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ − + −+ − − − +  

 ,1, ,0, ,0, 1 ,0, 1 1,0, 1,0,( )( )( )i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ − + −+ − − − −  



Серія прикладна математика, випуск 5 (14), 2008 

 123 

 ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0, 1,0, 1,0,( )( )( )i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ − + −− − − − −  

 1,0, 1,0, ,0, 1 ,0, 1 ,1, ,0,( )( )( )i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ − + −− − − − −  

 ,1, ,0, 1,0, 1,0, ,0, 1 ,0, 1( )( )( )i k i k i k i k i k i kx x y y z z+ − + −− − − − ; 

у внутрішніх вузлах сітки на BCC B  : 

 
2 2 2

, 1, , 1, , 1, , 1,i m k x i m k y i m k z i m kv v v v+ + + += + + , 1,i n= , 1,k l= , 

 ( )( )(, 1, , 1, , , , 1, 1 , 1, 1
, 1,

2x i m k i m k i m k i m k i m k
i m k

v y y z z
J

+ + + + + −
+


= − − −  

 ( )( )), 1, 1 , 1, 1 , 1, , ,i m k i m k i m k i m ky y z z+ + + − +− − − , 

 ( )( )(, 1, , 1, 1 , 1, 1 , 1, , ,
, 1,

2y i m k i m k i m k i m k i m k
i m k

v x x z z
J

+ + + + − +
+


= − − −  

 ( )( )), 1, , , , 1, 1 , 1, 1i m k i m k i m k i m kx x z z+ + + + −− − − ,  

 ( )( )(, 1, , 1, , , , 1, 1 , 1, 1
, 1,

2z i m k i m k i m k i m k i m k
i m k

v x x y y
J

+ + + + + −
+


= − − −  

 ( )( )), 1, 1 , 1, 1 , 1, , ,i m k i m k i m k i m kx x y y+ + + − +− − − ,  

 ,0, 1, 1, 1, 1, , 1, , , , 1, 1 , 1, 1( )( )( )i k i m k i m k i m k i m k i m k i m kJ x x y y z z+ + − + + + + + −= − − − +  

 , 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1, 1, , 1, , ,( )( )( )i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + + − + + − + ++ − − − +  

 , 1, , , , 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1, 1,( )( )( )i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + + + − + + − ++ − − − −  

 , 1, 1 , 1, 1 , 1, , , 1, 1, 1, 1,( )( )( )i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + + − + + + − +− − − − −  

 1, 1, 1, 1, , 1, 1 , 1, 1 , 1, , ,( )( )( )i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + − + + + + − +− − − − −  

 , 1, , , 1, 1, 1, 1, , 1, 1 , 1, 1( )( )( )i m k i m k i m k i m k i m k i m kx x y y z z+ + + − + + + + −− − − − ; 

у внутрішніх вузлах сітки на ABCD : 

 
2 2 2

, ,0 , ,0 , ,0 , ,0i j x i j y i j z i jv v v v= + + , 1,i n= , 1,j m= , 

 ( )( )(, ,0 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0
, ,0

2x i j i j i j i j i j
i j

v y y z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( )), ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0i j i j i j i jy y z z+ −− − − , 
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 ( )( )(, ,0 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0
, ,0

2y i j i j i j i j i j
i j

v x x z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( )), 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0i j i j i j i jx x z z+ −− − − ,  

 ( )( )(, ,0 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0
, ,0

2z i j i j i j i j i j
i j

v x x y y
J

+ −


= − − −  

 ( )( )), ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0i j i j i j i jx x y y+ −− − − ,  

 , ,0 1, ,0 1, ,0 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0( )( )( )i j i j i j i j i j i j i jJ x x y y z z+ − + −= − − − +  

 , ,1 , ,0 1, ,0 1, ,0 , 1,0 , 1,0( )( )( )i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ − + −+ − − − +  

 , 1,0 , 1,0 , ,1 , ,0 1, ,0 1, ,0( )( )( )i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ − + −+ − − − −  

 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0 1, ,0 1, ,0( )( )( )i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ − + −− − − − −  

 1, ,0 1, ,0 , ,1 , ,0 , 1,0 , 1,0( )( )( )i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ − + −− − − − −  

 , 1,0 , 1,0 1, ,0 1, ,0 , ,1 , ,0( )( )( )i j i j i j i j i j i jx x y y z z+ − + −− − − − ; 

у внутрішніх вузлах сітки на A B C D    : 

 
2 2 2

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1i j l x i j l y i j l z i j lv v v v+ + + += + + , 1,i n= , 1,j m= , 

 ( )( )(, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , ,
, , 1

2x i j l i j l i j l i j l i j l
i j l

v y y z z
J

+ + + − + +
+


= − − −  

 ( )( )), , 1 , , , 1, 1 , 1, 1i j l i j l i j l i j ly y z z+ + + − +− − − , 

 ( )( )(, , 1 , , 1 , , , 1, 1 , 1, 1
, , 1

2y i j l i j l i j l i j l i j l
i j l

v x x z z
J

+ + + + − +
+


= − − −  

 ( )( )), 1, 1 , 1, 1 , , 1 , ,i j l i j l i j l i j lx x z z+ + − + +− − − ,  

 ( )( )(, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , ,
, , 1

2z i j l i j l i j l i j l i j l
i j l

v x x y y
J

+ + + − + +
+


= − − −  

 ( )( )), , 1 , , , 1, 1 , 1, 1i j l i j l i j l i j lx x y y+ + + − +− − − ,  
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 , , 1 1, , 1 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , ,( )( )( )i j l i j l i j l i j l i j l i j l i j lJ x x y y z z+ + + − + + + − + += − − − +  

 , , 1 , , 1, , 1 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1( )( )( )i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + + − + + + − ++ − − − +  

 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , 1, , 1 1, , 1( )( )( )i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + − + + + + − ++ − − − −  

 , , 1 , , , 1, 1 , 1, 1 1, , 1 1, , 1( )( )( )i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + + − + + + − +− − − − −  

 1, , 1 1, , 1 , , 1 , , , 1, 1 , 1, 1( )( )( )i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + − + + + + − +− − − − −  

 , 1, 1 , 1, 1 1, , 1 1, , 1 , , 1 , ,( )( )( )i j l i j l i j l i j l i j l i j lx x y y z z+ + − + + + − + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на AB : 

 
2 2 2

0, ,0 0, ,0 0, ,0 0, ,0j x j y j z jv v v v= + + , 1,j m= , 

 ( )( )(0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0
0, ,0

x j j j j j
j

v y y z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( ))0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0j j j jy y z z+ −− − − , 

 ( )( )(0, ,0 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0
0, ,0

y j j j j j
j

v x x z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( ))0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0j j j jx x z z+ −− − − ,  

 ( )( )(0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0
0, ,0

z j j j j j
j

v x x y y
J

+ −


= − − −  

 ( )( ))0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0j j j jx x y y+ −− − − ,  

 0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0( )( )( )j j j j j j jJ x x y y z z+ −= − − − +  

 0, ,1 0, ,0 1, ,0 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0( )( )( )j j j j j jx x y y z z+ −+ − − − +  

 0, 1,0 0, 1,0 0, ,1 0, ,0 1, ,0 0, ,0( )( )( )j j j j j jx x y y z z+ −+ − − − −  

 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0 1, ,0 0, ,0( )( )( )j j j j j jx x y y z z+ −− − − − −  

 1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0 0, 1,0 0, 1,0( )( )( )j j j j j jx x y y z z+ −− − − − −  

 0, 1,0 0, 1,0 1, ,0 0, ,0 0, ,1 0, ,0( )( )( )j j j j j jx x y y z z+ −− − − − ; 



Волинський математичний вісник 

 126 

у граничних вузлах сітки на CD : 

 
2 2 2

1, ,0 1, ,0 1, ,0 1, ,0n j x n j y n j z n jv v v v+ + + += + + , 1,j m= , 

 ( )( )(1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0
1, ,0

x n j n j n j n j n j
n j

v y y z z
J

+ + + + − + +
+


= − − −  

 ( )( ))1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0n j n j n j n jy y z z+ + + + + −− − − , 

 ( )( )(1, ,0 1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0
1, ,0

y n j n j n j n j n j
n j

v x x z z
J

+ + + + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0n j n j n j n jx x z z+ + + − + +− − − ,  

 ( )( )(1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0
1, ,0

z n j n j n j n j n j
n j

v x x y y
J

+ + + + − + +
+


= − − −  

 ( )( ))1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0n j n j n j n jx x y y+ + + + + −− − − ,  

 1, ,0 1, ,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0( )( )( )n j n j n j n j n j n j n jJ x x y y z z+ + + + + − + += − − − +  

 1, ,1 1, ,0 1, ,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0( )( )( )n j n j n j n j n j n jx x y y z z+ + + + + + −+ − − − +  

 1, 1,0 1, 1,0 1, ,1 1, ,0 1, ,0 , ,0( )( )( )n j n j n j n j n j n jx x y y z z+ + + − + + ++ − − − −  

 1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 , ,0( )( )( )n j n j n j n j n j n jx x y y z z+ + + + + − +− − − − −  

 1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0 1, 1,0 1, 1,0( )( )( )n j n j n j n j n j n jx x y y z z+ + + + + + −− − − − −  

 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 , ,0 1, ,1 1, ,0( )( )( )n j n j n j n j n j n jx x y y z z+ + + − + + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на BC : 

 
2 2 2

, 1,0 , 1,0 , 1,0 , 1,0i m x i m y i m z i mv v v v+ + + += + + , 1,i n= , 

 ( )( )(, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0
, 1,0

2x i m i m i m i m i m
i m

v y y z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( )), 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0i m i m i m i my y z z+ + +− − − , 

 ( )( )(, 1,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0
, 1,0

2y i m i m i m i m i m
i m

v x x z z
J

+ + + +
+


= − − −  
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 ( )( )), 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0i m i m i m i mx x z z+ + +− − − ,  

 ( )( )(, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0
, 1,0

2z i m i m i m i m i m
i m

v x x y y
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( )), 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0i m i m i m i mx x y y+ + +− − − ,  

 , 1,0 1, 1,0 1, 1,0 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0( )( )( )i m i m i m i m i m i m i mJ x x y y z z+ + + − + + + += − − − +  

 , 1,1 , 1,0 1, 1,0 1, 1,0 , 1,0 , ,0( )( )( )i m i m i m i m i m i mx x y y z z+ + + + − + ++ − − − +  

 , 1,0 , ,0 , 1,1 , 1,0 1, 1,0 1, 1,0( )( )( )i m i m i m i m i m i mx x y y z z+ + + + + − ++ − − − −  

 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0( )( )( )i m i m i m i m i m i mx x y y z z+ + + + + − +− − − − −  

 1, 1,0 1, 1,0 , 1,1 , 1,0 , 1,0 , ,0( )( )( )i m i m i m i m i m i mx x y y z z+ + − + + + +− − − − −  

 , 1,0 , ,0 1, 1,0 1, 1,0 , 1,1 , 1,0( )( )( )i m i m i m i m i m i mx x y y z z+ + + − + + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на AD : 

 
2 2 2

,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0i x i y i z iv v v v= + + , 1,i n= , 

 ( )( )(,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0
,0,0

2x i i i i i
i

v y y z z
J


= − − −  

 ( )( )),0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0i i i iy y z z− − − , 

 ( )( )(,0,0 ,0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0
,0,0

2y i i i i i
i

v x x z z
J


= − − −  

 ( )( )),1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0i i i ix x z z− − − ,  

 ( )( )(,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0
,0,0

2z i i i i i
i

v x x y y
J


= − − −  

 ( )( )),0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0i i i ix x y y− − − ,  

 ,0,0 1,0,0 1,0,0 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0( )( )( )i i i i i i iJ x x y y z z+ −= − − − +  

 ,0,1 ,0,0 1,0,0 1,0,0 ,1,0 ,0,0( )( )( )i i i i i ix x y y z z+ −+ − − − +  

 ,1,0 ,0,0 ,0,1 ,0,0 1,0,0 1,0,0( )( )( )i i i i i ix x y y z z+ −+ − − − −  

 ,0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0 1,0,0 1,0,0( )( )( )i i i i i ix x y y z z+ −− − − − −  
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 1,0,0 1,0,0 ,0,1 ,0,0 ,1,0 ,0,0( )( )( )i i i i i ix x y y z z+ −− − − − −  

 ,1,0 ,0,0 1,0,0 1,0,0 ,0,1 ,0,0( )( )( )i i i i i ix x y y z z+ −− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на A B  : 

 
2 2 2

0, , 1 0, , 1 0, , 1 0, , 1j l x j l y j l z j lv v v v+ + + += + + , 1,j m= , 

 ( )( )(0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, ,
0, , 1

x j l j l j l j l j l
j l

v y y z z
J

+ + + − + +
+


= − − −  

 ( )( ))0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1j l j l j l j ly y z z+ + + − +− − − , 

 ( )( )(0, , 1 0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1
0, , 1

y j l j l j l j l j l
j l

v x x z z
J

+ + + + − +
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, ,j l j l j l j lx x z z+ + − + +− − − ,  

 ( )( )(0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, ,
0, , 1

z j l j l j l j l j l
j l

v x x y y
J

+ + + − + +
+


= − − −  

 ( )( ))0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1j l j l j l j lx x y y+ + + − +− − − ,  

 0, , 1 1, , 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, ,( )( )( )j l j l j l j l j l j l j lJ x x y y z z+ + + + + − + += − − − +  

 0, , 1 0, , 1, , 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1( )( )( )j l j l j l j l j l j lx x y y z z+ + + + + − ++ − − − +  

 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, , 1, , 1 0, , 1( )( )( )j l j l j l j l j l j lx x y y z z+ + − + + + ++ − − − −  

 0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1( )( )( )j l j l j l j l j l j lx x y y z z+ + + − + + +− − − − −  

 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1( )( )( )j l j l j l j l j l j lx x y y z z+ + + + + − +− − − − −  

 0, 1, 1 0, 1, 1 1, , 1 0, , 1 0, , 1 0, ,( )( )( )j l j l j l j l j l j lx x y y z z+ + − + + + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на C D  : 

 
2 2 2

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1n j l x n j l y n j l z n j lv v v v+ + + + + + + += + + , 1,j m= , 

 ( )( )(1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, ,
1, , 1

x n j l n j l n j l n j l n j l
n j l

v y y z z
J

+ + + + + + − + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1n j l n j l n j l n j ly y z z+ + + + + + + − +− − − , 
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 ( )( )(1, , 1 1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1
1, , 1

y n j l n j l n j l n j l n j l
n j l

v x x z z
J

+ + + + + + + + + − +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, ,n j l n j l n j l n j lx x z z+ + + + − + + + +− − − ,  

 ( )( )(1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, ,
1, , 1

z n j l n j l n j l n j l n j l
n j l

v x x y y
J

+ + + + + + − + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1n j l n j l n j l n j lx x y y+ + + + + + + − +− − − ,  

 1, , 1 1, , 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, ,( )( )( )n j l n j l n j l n j l n j l n j l n j lJ x x y y z z+ + + + + + + + + − + + + += − − − +  

 1, , 1 1, , 1, , 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1( )( )( )n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y z z+ + + + + + + + + + − ++ − − − +  

 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, , 1, , 1 , , 1( )( )( )n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y z z+ + + + − + + + + + + ++ − − − −  

 1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1( )( )( )n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y z z+ + + + + + + − + + + +− − − − −  

 1, , 1 , , 1 1, , 1 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1( )( )( )n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y z z+ + + + + + + + + + − +− − − − −  

 1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 1, ,( )( )( )n j l n j l n j l n j l n j l n j lx x y y z z+ + + + − + + + + + + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на B C  : 

 
2 2 2

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1i m l x i m l y i m l z i m lv v v v+ + + + + + + += + + , 1,i n= , 

 ( )( )(, 1, 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,
, 1, 1

2x i m l i m l i m l i m l i m l
i m l

v y y z z
J

+ + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( )), 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1i m l i m l i m l i m ly y z z+ + + + + +− − − , 

 ( )( )(, 1, 1 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1
, 1, 1

2y i m l i m l i m l i m l i m l
i m l

v x x z z
J

+ + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( )), 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,i m l i m l i m l i m lx x z z+ + + + + +− − − ,  

 ( )( )(, 1, 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,
, 1, 1

2z i m l i m l i m l i m l i m l
i m l

v x x y y
J

+ + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( )), 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1i m l i m l i m l i m lx x y y+ + + + + +− − − ,  
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 , 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1,( )( )( )i m l i m l i m l i m l i m l i m l i m lJ x x y y z z+ + + + + − + + + + + + + += − − − +  

 , 1, 1 , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , , 1( )( )( )i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y z z+ + + + + + − + + + + ++ − − − +  

 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1( )( )( )i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y z z+ + + + + + + + + − + ++ − − − −  

 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1( )( )( )i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y z z+ + + + + + + + + − + +− − − − −  

 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , 1, , 1, 1 , , 1( )( )( )i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y z z+ + + − + + + + + + + +− − − − −  

 , 1, 1 , , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 , 1,( )( )( )i m l i m l i m l i m l i m l i m lx x y y z z+ + + + + + − + + + + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на A D  : 

 
2 2 2

,0, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, 1i l x i l y i l z i lv v v v+ + + += + + , 1,i n= , 

 ( )( )(,0, 1 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0,
,0, 1

2x i l i l i l i l i l
i l

v y y z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( )),0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1i l i l i l i ly y z z+ + +− − − , 

 ( )( )(,0, 1 ,0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1
,0, 1

2y i l i l i l i l i l
i l

v x x z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( )),1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0,i l i l i l i lx x z z+ + +− − − ,  

 ( )( )(,0, 1 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0,
,0, 1

2z i l i l i l i l i l
i l

v x x y y
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( )),0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1i l i l i l i lx x y y+ + +− − − ,  

 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0,( )( )( )i l i l i l i l i l i l i lJ x x y y z z+ + + − + + + += − − − +  

 ,0, 1 ,0, 1,0, 1 1,0, 1 ,1, 1 ,0, 1( )( )( )i l i l i l i l i l i lx x y y z z+ + + − + + ++ − − − +  

 ,1, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, 1,0, 1 1,0, 1( )( )( )i l i l i l i l i l i lx x y y z z+ + + + + − ++ − − − −  

 ,0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1( )( )( )i l i l i l i l i l i lx x y y z z+ + + + + − +− − − − −  

 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0, ,1, 1 ,0, 1( )( )( )i l i l i l i l i l i lx x y y z z+ + − + + + +− − − − −  

 ,1, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 ,0,( )( )( )i l i l i l i l i l i lx x y y z z+ + + + − + +− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на AA : 
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2 2 2

0,0, 0,0, 0,0, 0,0,k x k y k z kv v v v= + + , 1,k l= , 

 ( )( )(0,0, 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1
0,0,

x k k k k k
k

v y y z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( ))0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0,k k k ky y z z+ −− − − , 

 ( )( )(0,0, 0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0,
0,0,

y k k k k k
k

v x x z z
J

+ −


= − − −  

 ( )( ))0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1k k k kx x z z+ −− − − ,  

 ( )( )(0,0, 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1
0,0,

z k k k k k
k

v x x y y
J

+ −


= − − −  

 ( )( ))0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0,k k k kx x y y+ −− − − ,  

 0,0, 1,0, 0,0, 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1( )( )( )k k k k k k kJ x x y y z z+ −= − − − +  

 0,0, 1 0,0, 1 1,0, 0,0, 0,1, 0,0,( )( )( )k k k k k kx x y y z z+ −+ − − − +  

 0,1, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1 1,0, 0,0,( )( )( )k k k k k kx x y y z z+ −+ − − − −  

 0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0, 1,0, 0,0,( )( )( )k k k k k kx x y y z z+ −− − − − −  

 1,0, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1 0,1, 0,0,( )( )( )k k k k k kx x y y z z+ −− − − − −  

 0,1, 0,0, 1,0, 0,0, 0,0, 1 0,0, 1( )( )( )k k k k k kx x y y z z+ −− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на BB : 

 
2 2 2

0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1,m k x m k y m k z m kv v v v+ + + += + + , 1,k l= , 

 ( )( )(0, 1, 0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1
0, 1,

x m k m k m k m k m k
m k

v y y z z
J

+ + + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, ,m k m k m k m ky y z z+ + + − +− − − , 

 ( )( )(0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, ,
0, 1,

y m k m k m k m k m k
m k

v x x z z
J

+ + + + − +
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1m k m k m k m kx x z z+ + + + −− − − ,  
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 ( )( )(0, 1, 0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1
0, 1,

z m k m k m k m k m k
m k

v x x y y
J

+ + + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, ,m k m k m k m kx x y y+ + + − +− − − ,  

 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1( )( )( )m k m k m k m k m k m k m kJ x x y y z z+ + + + + + + −= − − − +  

 0, 1, 1 0, 1, 1 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ,( )( )( )m k m k m k m k m k m kx x y y z z+ + + − + + ++ − − − +  

 0, 1, 0, , 0, 1, 1 0, 1, 1 1, 1, 0, 1,( )( )( )m k m k m k m k m k m kx x y y z z+ + + + − + ++ − − − −  

 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1,( )( )( )m k m k m k m k m k m kx x y y z z+ + + − + + +− − − − −  

 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, ,( )( )( )m k m k m k m k m k m kx x y y z z+ + + + + − +− − − − −  

 0, 1, 0, , 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1 0, 1, 1( )( )( )m k m k m k m k m k m kx x y y z z+ + + + + + −− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на CC : 

 
2 2 2

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,n m k x n m k y n m k z n m kv v v v+ + + + + + + += + + , 1,k l= , 

 ( )( )(1, 1, 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1
1, 1,

x n m k n m k n m k n m k n m k
n m k

v y y z z
J

+ + + + + + + + + + −
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, ,n m k n m k n m k n m ky y z z+ + + + + − + + +− − − , 

 ( )( )(1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, ,
1, 1,

y n m k n m k n m k n m k n m k
n m k

v x x z z
J

+ + + + + + + − + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1n m k n m k n m k n m kx x z z+ + + + + + + + −− − − ,  

 ( )( )(1, 1, 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1
1, 1,

z n m k n m k n m k n m k n m k
n m k

v x x y y
J

+ + + + + + + + + + −
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, ,n m k n m k n m k n m kx x y y+ + + + + − + + +− − − ,  

 1, 1, 1, 1, , 1, 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1( )( )( )n m k n m k n m k n m k n m k n m k n m kJ x x y y z z+ + + + + + + + + + + + + −= − − − +  

 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, , 1, 1, 1, 1, ,( )( )( )n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y z z+ + + + + − + + + + + ++ − − − +  

 1, 1, 1, , 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, , 1,( )( )( )n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y z z+ + + + + + + + − + + ++ − − − −  

 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, , 1, 1, , 1,( )( )( )n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y z z+ + + + + − + + + + + +− − − − −  



Серія прикладна математика, випуск 5 (14), 2008 

 133 

 1, 1, , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, ,( )( )( )n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y z z+ + + + + + + + − + + +− − − − −  

 1, 1, 1, , 1, 1, , 1, 1, 1, 1 1, 1, 1( )( )( )n m k n m k n m k n m k n m k n m kx x y y z z+ + + + + + + + + + + −− − − − ; 

у граничних вузлах сітки на DD : 

 
2 2 2

1,0, 1,0, 1,0, 1,0,n k x n k y n k z n kv v v v+ + + += + + , 1,k l= , 

 ( )( )(1,0, 1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1
1,0,

x n k n k n k n k n k
n k

v y y z z
J

+ + + + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0,n k n k n k n ky y z z+ + + − + +− − − , 

 ( )( )(1,0, 1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0,
1,0,

y n k n k n k n k n k
n k

v x x z z
J

+ + + + − + +
+


= − − −  

 ( )( ))1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1n k n k n k n kx x z z+ + + + + −− − − ,  

 ( )( )(1,0, 1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1
1,0,

z n k n k n k n k n k
n k

v x x y y
J

+ + + + + + −
+


= − − −  

 ( )( ))1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0,n k n k n k n kx x y y+ + + − + +− − − ,  

 1,0, 1,0, ,0, 1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1( )( )( )n k n k n k n k n k n k n kJ x x y y z z+ + + + + + + −= − − − +  

 1,0, 1 1,0, 1 1,0, ,0, 1,1, 1,0,( )( )( )n k n k n k n k n k n kx x y y z z+ + + − + + ++ − − − +  

 1,1, 1,0, 1,0, 1 1,0, 1 1,0, ,0,( )( )( )n k n k n k n k n k n kx x y y z z+ + + + + − ++ − − − −  

 1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0, 1,0, ,0,( )( )( )n k n k n k n k n k n kx x y y z z+ + + − + + +− − − − −  

 1,0, ,0, 1,0, 1 1,0, 1 1,1, 1,0,( )( )( )n k n k n k n k n k n kx x y y z z+ + + + − + +− − − − −  

 1,1, 1,0, 1,0, ,0, 1,0, 1 1,0, 1( )( )( )n k n k n k n k n k n kx x y y z z+ + + + + + −− − − − ; 

у вершині A : 

 
2 2 2

0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,0,0x y zv v v v= + + , 

 ( )( )(0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0
0,0,0

xv y y z z
J


= − − −  

 ( )( ))0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0y y z z− − − , 
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 ( )( )(0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0
0,0,0

yv x x z z
J


= − − −  

 ( )( ))0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0x x z z− − − ,  

 ( )( )(0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0
0,0,0

zv x x y y
J


= − − −  

 ( )( ))0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0x x y y− − − ,  

 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0( )( )( )J x x y y z z= − − − +  

 0,0,1 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,1,0 0,0,0( )( )( )x x y y z z+ − − − +  

 0,1,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 1,0,0 0,0,0( )( )( )x x y y z z+ − − − −  

 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0 1,0,0 0,0,0( )( )( )x x y y z z− − − − −  

 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0 0,1,0 0,0,0( )( )( )x x y y z z− − − − −  

 0,1,0 0,0,0 1,0,0 0,0,0 0,0,1 0,0,0( )( )( )x x y y z z− − − − ; 

у вершині B : 

 
2 2 2

0, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, 1,0m x m y m z mv v v v+ + + += + + , 

 ( )( )(0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0
0, 1,0

x m m m m m
m

v y y z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0m m m my y z z+ + +− − − , 

 ( )( )(0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0
0, 1,0

y m m m m m
m

v x x z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0m m m mx x z z+ + +− − − ,  

 ( )( )(0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0
0, 1,0

z m m m m m
m

v x x y y
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( ))0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0m m m mx x y y+ + +− − − ,  

 0, 1,0 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0( )( )( )m m m m m m mJ x x y y z z+ + + + + += − − − +  
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 0, 1,1 0, 1,0 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0( )( )( )m m m m m mx x y y z z+ + + + ++ − − − +  

 0, 1,0 0, ,0 0, 1,1 0, 1,0 1, 1,0 0, 1,0( )( )( )m m m m m mx x y y z z+ + + + ++ − − − −  

 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0 1, 1,0 0, 1,0( )( )( )m m m m m mx x y y z z+ + + + +− − − − −  

 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0 0, 1,0 0, ,0( )( )( )m m m m m mx x y y z z+ + + + +− − − − −  

 0, 1,0 0, ,0 1, 1,0 0, 1,0 0, 1,1 0, 1,0( )( )( )m m m m m mx x y y z z+ + + + +− − − − ; 

у вершині C : 

 
2 2 2

1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0 1, 1,0n m x n m y n m z n mv v v v+ + + + + + + += + + , 

 ( )( )(1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0
1, 1,0

x n m n m n m n m n m
n m

v y y z z
J

+ + + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0n m n m n m n my y z z+ + + + + + +− − − , 

 ( )( )(1, 1,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0
1, 1,0

y n m n m n m n m n m
n m

v x x z z
J

+ + + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0n m n m n m n mx x z z+ + + + + + +− − − ,  

 ( )( )(1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0
1, 1,0

z n m n m n m n m n m
n m

v x x y y
J

+ + + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0n m n m n m n mx x y y+ + + + + + +− − − ,  

 1, 1,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0( )( )( )n m n m n m n m n m n m n mJ x x y y z z+ + + + + + + + + + + += − − − +  

 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,0 1, ,0( )( )( )n m n m n m n m n m n mx x y y z z+ + + + + + + + + ++ − − − +  

 1, 1,0 1, ,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 , 1,0( )( )( )n m n m n m n m n m n mx x y y z z+ + + + + + + + + ++ − − − −  

 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 , 1,0( )( )( )n m n m n m n m n m n mx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − −  

 1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0 1, 1,0 1, ,0( )( )( )n m n m n m n m n m n mx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − −  

 1, 1,0 1, ,0 1, 1,0 , 1,0 1, 1,1 1, 1,0( )( )( )n m n m n m n m n m n mx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − ; 

у вершині D : 

 
2 2 2

1,0,0 1,0,0 1,0,0 1,0,0n x n y n z nv v v v+ + + += + + , 
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 ( )( )(1,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0
1,0,0

x n n n n n
n

v y y z z
J

+ + + + +
+


= − − −  

 ( )( ))1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0n n n ny y z z+ + + +− − − , 

 ( )( )(1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0
1,0,0

y n n n n n
n

v x x z z
J

+ + + + +
+


= − − −  

 ( )( ))1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0n n n nx x z z+ + + +− − − ,  

 ( )( )(1,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0
1,0,0

z n n n n n
n

v x x y y
J

+ + + + +
+


= − − −  

 ( )( ))1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0n n n nx x y y+ + + +− − − ,  

 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0( )( )( )n n n n n n nJ x x y y z z+ + + + + += − − − +  

 1,0,1 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,1,0 1,0,0( )( )( )n n n n n nx x y y z z+ + + + ++ − − − +  

 1,1,0 1,0,0 1,0,1 1,0,0 1,0,0 ,0,0( )( )( )n n n n n nx x y y z z+ + + + ++ − − − −  

 1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0 1,0,0 ,0,0( )( )( )n n n n n nx x y y z z+ + + + +− − − − −  

 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0 1,1,0 1,0,0( )( )( )n n n n n nx x y y z z+ + + + +− − − − −  

 1,1,0 1,0,0 1,0,0 ,0,0 1,0,1 1,0,0( )( )( )n n n n n nx x y y z z+ + + + +− − − − ; 

у вершині A : 

 
2 2 2

0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1l x l y l z lv v v v+ + + += + + , 

 ( )( )(0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,
0,0, 1

x l l l l l
l

v y y z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( ))0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1l l l ly y z z+ + +− − − , 

 ( )( )(0,0, 1 0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1
0,0, 1

y l l l l l
l

v x x z z
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( ))0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,l l l lx x z z+ + +− − − ,  
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 ( )( )(0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,
0,0, 1

z l l l l l
l

v x x y y
J

+ + + +
+


= − − −  

 ( )( ))0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1l l l lx x y y+ + +− − − ,  

 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,( )( )( )l l l l l l lJ x x y y z z+ + + + + += − − − +  

 0,0, 1 0,0, 1,0, 1 0,0, 1 0,1, 1 0,0, 1( )( )( )l l l l l lx x y y z z+ + + + ++ − − − +  

 0,1, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 1,0, 1 0,0, 1( )( )( )l l l l l lx x y y z z+ + + + ++ − − − −  

 0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1( )( )( )l l l l l lx x y y z z+ + + + +− − − − −  

 1,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0, 0,1, 1 0,0, 1( )( )( )l l l l l lx x y y z z+ + + + +− − − − −  

 0,1, 1 0,0, 1 1,0, 1 0,0, 1 0,0, 1 0,0,( )( )( )l l l l l lx x y y z z+ + + + +− − − − ; 

у вершині B : 

 
2 2 2

0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1m l x m l y m l z m lv v v v+ + + + + + + += + + , 

 ( )( )(0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1,
0, 1, 1

x m l m l m l m l m l
m l

v y y z z
J

+ + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1m l m l m l m ly y z z+ + + + + +− − − , 

 ( )( )(0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1
0, 1, 1

y m l m l m l m l m l
m l

v x x z z
J

+ + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1,m l m l m l m lx x z z+ + + + + +− − − ,  

 ( )( )(0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1,
0, 1, 1

z m l m l m l m l m l
m l

v x x y y
J

+ + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1m l m l m l m lx x y y+ + + + + +− − − ,  

 0, 1, 1 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1,( )( )( )m l m l m l m l m l m l m lJ x x y y z z+ + + + + + + + + + + += − − − +  

 0, 1, 1 0, 1, 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, , 1( )( )( )m l m l m l m l m l m lx x y y z z+ + + + + + + + + ++ − − − +  

 0, 1, 1 0, , 1 0, 1, 1 0, 1, 1, 1, 1 0, 1, 1( )( )( )m l m l m l m l m l m lx x y y z z+ + + + + + + + + ++ − − − −  

 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1( )( )( )m l m l m l m l m l m lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − −  
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 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 0, 1, 1 0, , 1( )( )( )m l m l m l m l m l m lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − −  

 0, 1, 1 0, , 1 1, 1, 1 0, 1, 1 0, 1, 1 0, 1,( )( )( )m l m l m l m l m l m lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − ; 

у вершині C : 

 
2 2 2

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1n m l x n m l y n m l z n m lv v v v+ + + + + + + + + + + += + + , 

 ( )( )(1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1,
1, 1, 1

x n m l n m l n m l n m l n m l
n m l

v y y z z
J

+ + + + + + + + + + + + +
+ + +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1n m l n m l n m l n m ly y z z+ + + + + + + + + +− − − , 

 ( )( )(1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1
1, 1, 1

y n m l n m l n m l n m l n m l
n m l

v x x z z
J

+ + + + + + + + + + + + +
+ + +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1,n m l n m l n m l n m lx x z z+ + + + + + + + + +− − − ,  

 ( )( )(1, 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1,
1, 1, 1

z n m l n m l n m l n m l n m l
n m l

v x x y y
J

+ + + + + + + + + + + + +
+ + +


= − − −  

 ( )( ))1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1n m l n m l n m l n m lx x y y+ + + + + + + + + +− − − ,  

 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1,( )( )( )n m l n m l n m l n m l n m l n m l n m lJ x x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + + + + += − − − +  

 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, , 1( )( )( )n m l n m l n m l n m l n m l n m lx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + ++ − − − +  

 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 , 1, 1( )( )( )n m l n m l n m l n m l n m l n m lx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + ++ − − − −  

 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1( )( )( )n m l n m l n m l n m l n m l n m lx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − −  

 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1( )( )( )n m l n m l n m l n m l n m l n m lx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − −  

 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, 1,( )( )( )n m l n m l n m l n m l n m l n m lx x y y z z+ + + + + + + + + + + + + + +− − − − ; 

у вершині D : 

 
2 2 2

1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1n l x n l y n l z n lv v v v+ + + + + + + += + + , 

 ( )( )(1,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0,
1,0, 1

x n l n l n l n l n l
n l

v y y z z
J

+ + + + + + + + +
+ +


= − − −  
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 ( )( ))1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1n l n l n l n ly y z z+ + + + + + +− − − , 

 ( )( )(1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1
1,0, 1

y n l n l n l n l n l
n l

v x x z z
J

+ + + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0,n l n l n l n lx x z z+ + + + + + +− − − ,  

 ( )( )(1,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0,
1,0, 1

z n l n l n l n l n l
n l

v x x y y
J

+ + + + + + + + +
+ +


= − − −  

 ( )( ))1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1n l n l n l n lx x y y+ + + + + + +− − − ,  

 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0,( )( )( )n l n l n l n l n l n l n lJ x x y y z z+ + + + + + + + + + + += − − − +  

 1,0, 1 1,0, 1,0, 1 ,0, 1 1,1, 1 1,0, 1( )( )( )n l n l n l n l n l n lx x y y z z+ + + + + + + + + ++ − − − +  

 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,0, 1 ,0, 1( )( )( )n l n l n l n l n l n lx x y y z z+ + + + + + + + + ++ − − − −  

 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1( )( )( )n l n l n l n l n l n lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − −  

 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0, 1,1, 1 1,0, 1( )( )( )n l n l n l n l n l n lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − −  

 1,1, 1 1,0, 1 1,0, 1 ,0, 1 1,0, 1 1,0,( )( )( )n l n l n l n l n l n lx x y y z z+ + + + + + + + + +− − − − . 

Програмна реалізація алгоритму та числові приклади. Вище описа-

ний алгоритм числового розв’язання поставленої задачі реалізований у 

вигляді комп’ютерної програми для ПК IBM PC/AT, яка дозволяє вико-

ристовувати як одно-, так і багатопроцесорну архітектуру. Для перевір-

ки його коректності проведена серія числових експериментів на тесто-

вому прикладі при 

2 2 2
1( , , ) ( 2.6197848) 137.8525137f x y z x y z= + + + − , 

2 2 2
2 ( , , ) ( 52.6197848) 137.8525137f x y z x y z= − + + − , 

2
3( , , ) ( 25)f x y z x= − +  

2 2( 14.4337567) 833.3333333y z+ − + − , 
2 2

4 ( , , ) ( 25) ( 14.4337567)f x y z x y= − + + +  

2 833.3333333z+ − , 
2 2 2 2

5 6( , , ) ( , , ) ( ( 25) ) 2500f x y z f x y z x x y z y= = − + + + −  

2833.3333333z− , * 1.5 = − , 
* 1.5 = .  
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в)                                                    г) 

Рис. 2. Фізична область Gz   (а) та відповідні їй  

еквіпотенціальні поверхні (б) і поверхні течії (в, г)  

 

На рис. 2 а зображено отриману в результаті обчислень динаміч-

ну сітку в Gz : 
*

* *( , , ) (( ) ) /ix y z i n =  =  +  −  , ( , , )x y z =  

( ) /
df

j Q j m=  =  , ( , , ) ( ) /
df

kx y z Q k l =  =  , 0,i n= , 0,j m= , 0,k l=  

при 30n = , 15m = , 15l = , 
510− =  (параметри m , l  вибиралися з умо-

ви найбільшої подібності побудованої сітки до кубічної), на рис. 2 б – 

еквіпотенціальні поверхні ( , , ) ix y z =   ( 0,6,12,18,24,30i = ), на 

рис. 2 в та рис. 2 г – відповідно поверхні течії ( , , ) ix y z =   

( 0,3,6,9,12,15i = ) і ( , , ) ix y z =   ( 0,3,7,12,15i = ), а на рис. 3 величина 
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швидкості фільтрації v  вздовж поверхонь течії ( , , ) ix y z =   

( 0, 2, 4,6i = ). При цьому 3.76991Q = , 2.0944Q = , 1.8Q = , нев’язка 

рівняння Лапласа становить 0.004 . 

 
а)                                                     б) 

 
в)                                                     г) 

Рис. 3. Розподіл величини швидкості фільтрації відповідно 

вздовж поверхонь течії 0( , , )x y z =   (а) ,  2( , , )x y z =   (б),  

4( , , )x y z =   (в) і 6( , , )x y z =   (г)  

Висновки і зауваження. 

1. Розв’язання обернених крайових задач на конформні відображення 

дозволяє автоматично вирішити проблему побудови сітки (більше 

того, сітка в Gz , що відповідає рівномірній сітці в Gw , є гідродина-

мічною сіткою руху) та одночасно із побудовою гідродинамічної сі-

тки руху визначити фільтраційну витрату Q . 

2. Отримані за наведеним вище алгоритмом гідродинамічні сітки є 
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зручними для розв’язання задач конвективної дифузії при фільтрації 

підземних вод, що ґрунтується на переході від криволінійної фізич-

ної області фільтрації, обмеженої поверхнями течії і еквіпотенціаль-

ними поверхнями, до відповідної області комплексного потенціалу. 

3. Зазначимо, що нелінійність, яка породжується переходом від прямої 

задачі до оберненої є локалізованою і суттєво не впливає на хід роз-

рахунку даної задачі. 
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