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Присяжнюк І.М., Трохимчук О.Я., Фурсачик О.А. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СИНГУЛЯРНО-ЗБУРЕНИХ 

ПРОЦЕСІВ КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ ЗА УМОВ НЕПОВНИХ 

ДАНИХ ПРИ НАЯВНОСТІ  НЕВІДОМИХ ДЖЕРЕЛ ЗАБРУДНЕННЯ 

 
Побудовано асимптотичне наближення розв’язку оберненої 
сингулярно-збуреної задачі типу „конвекція-дифузія” у двозв’язній 
криволінійній області, обмеженій двома еквіпотенціальними 
лініями. Особливість задачі полягає у врахуванні впливу на процес 
невідомих джерел забруднення, що мають конкретно визначену 
фізико-хімічну інтерпретацію. Наведено результати числових 

розрахунків. 

 

Вступ. У роботах [1 – 2] та ін., ґрунтуючись на відомій публікації 

Вішика В.Й., Люстерника Л.А. [3], розроблено асимптотичний метод 

розв’язання типових крайових та змішаних задач для сингулярно-

збурених параболічних та еліптичних рівнянь у прямокутних областях 

(прямокутник, півсмуга тощо) з урахуванням різного рівня гладкості 

початкової і граничних умов та їх узгодженості у кутових точках. Разом 

з тим, аналіз та дослідження робіт [2, 4] показує, що найбільш 

ефективною методикою розв’язання двовимірних задач для рівнянь 

конвективної дифузії при фільтрації підземних вод є перетворення цих 

рівнянь до нових незалежних змінних – координат області 

комплексного потенціалу. Ці методи успішно застосовано до 

розв’язування задач типу „конвекція–дифузія” в дво- та тризв’язних 

областях, обмежених двома еквіпотенціальними лініями (внутрішнім та 

зовнішнім гладкими замкненими контурами) [7 – 9], а також до 

розв’язування аналогічних обернених задач з невідомим залежним від 

фізичних координат двозв’язної області коефіцієнтом дифузії [10]. 

Останні задачі представляють значний практичний інтерес, оскільки 

дозволяють визначити певні параметри процесів масопереносу шляхом 

математичних розрахунків без проведення фізичних експериментів. 
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Дослідженню характеру коректності, зокрема стійкості розв’язку та 

можливості регуляризації такого роду задач, присвячені праці 

Тихонова А.М., Лаврентьєва М.М., Щеглова О.Ю., Pucci C., Cannon J.R., 

Ginsberg F., Knabner P., Vessela S., Manselli P., Miller K., Hao D.N., 

Іванчова М.І. та ін. [5, 6].  

У цій роботі йдеться про асимптотичне розвинення розв’язків 

задач типу “конвекція–дифузія”, якщо відомо, що невідомий коефіцієнт 

дифузії D  залежить лише від часу ( ( )D a t=  ), а невідома функція 

масообміну – від фізичних координат двозв’язної області ( ( , )F s x y=  ). 

Постановка задачі. Ескалацію забруднюючих речовин у однорідних 

пористих середовищах (ґрунтах) з врахуванням додаткових джерел 

забруднення для фізичних областей виду (0, )zG G=   , де = +iz x y , 

zG  – двозв’язна криволінійна область, обмежена двома замкненими 

гладкими контурами  * *:  ( , ) 0L z f x y= =  – внутрішній, 

 * *:  ( , ) 0L z f x y= =  – зовнішній (рис. 1 а), можна описати такою 

моделлю: 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
, , ( , )x y

c c c c c
a t v x y v x y s x y

x y tx y
 

     
+ − − + =       

, (1) 

 ( )
*

,Lc c M t= , ( )*
* ,

L
c c M t= , ( )0

0( ,0)c M c M= , (2) 

 

*

*
*

( , )
( ) ( )

L

c M t
a t dl c t l

n


=

 , ( , , ) ( , , ) ( , )c x y T c x y T h x y− =  , (3) 

 ( , ) ( , )x yv v grad x y= , 0 = , 
*L = , *L

 = , 
*

y x

L

Q v dx v dy= − + , (4) 

де ( ), ,c x y t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній течії 

у точці ( , )x y  в момент часу t , ( ), ,c x y t  – концентрація розчинної 

речовини при відсутності функції забруднення ( ( , ) 0s x y = ), M – біжуча 

точка відповідної кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої, 
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( )a t  – коефіцієнт дифузії, ( )a t  – достатньо гладка обмежена функція, 

( , )h x y  – зміна концентрації за час T , ( , )h x y  – функція координат 

фізичної області (відома),   – малий параметр ( 0  ), , ,x yv v  – 

відповідно потенціал та компоненти його швидкості в пористому 

середовищі zG . 

Припустимо, що задача (4), шляхом побудови конформного 

відображення \z wG Г G→ , де 
* *

* *A A B B =  – розріз двозв’язної 

області zG  уздовж однієї з ліній течії, а 

 * *
* *: ,wG w i Q Q= = +           – відповідна zG  область 

комплексного потенціалу (рис. 1 б), ( , )x y =  – функція течії 

(комплексно спряжена до ( , )x y = ), є розв’язаною, зокрема, знайдено 

поле швидкості ( )( , ), ( , )x yv x y v x y . 

 

      
 

 а)  б) 

Рис. 1. Фізична двозв’язна область zG  (а) та відповідна їй область 

комплексного потенціалу wG  (б) 

Тоді, здійснивши заміну змінних ( ),x x=   , ( ),y y=    у 

рівнянні (1) та умовах (2), (3), приходимо до відповідної “дифузійної 

задачі” для області 
wG : 
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( ) ( )( ) ( )2 2, , ( , ) ta t v u u v u q u         + − + = , (5) 

 ( ) ( )0
0, ,0 ,u u   = , ( )* *( , , ) ,u t u t  = , ( )* *( , , ) ,u t u t  = , (6) 

 
*

*

*
* *( ) ( , , ) ( )

Q

Q
a t u t d u t Q    =  , ( , , ) ( , , ) ( , ),u T u T h      − =  (7) 

тут ( , , ) ( ( , ), ( , ), )u t c x y t     = , ( , ) ( ( , ), ( , ))q s x y     =  і т.д. 

Асимптотика розв’язку. Розв’язки задач (5) – (7) на знаходження 

невідомих ( , , )u t   та ( )a t  з точністю 2( )O   шукаємо у вигляді 

асимптотичних рядів 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

0 1

0

, , , , , , , , ( , , , ),i
i

i

u t u t u t t r t             
=

= + + +  (8) 

 ( ) ( ) ( )0 1 ( , ),aa t a t a t r t = + +  (9) 

де ( ), ,iu t  , ( )ia t  ( 0,1i = ) – регулярна частина асимптотики, зокрема 

( )0 , ,u t   – розв’язок відповідної виродженої задачі (конвективного 

переносу), ( )1 , ,u t   – поправка, яка враховує “вплив” дифузії всюди в 

даній області (за виключенням деякої її приграничної ділянки), 

( ), ,i t    ( 0,2i = ) – поправки на виході фільтраційного потоку, 

 




 −
=  – відповідне регуляризуюче перетворення, ( ), , ,r t   , 

( ),ar t   – залишкові члени. 

В результаті підстановки (8) і (9) в (5) − (7) та виконання 

стандартної процедури “прирівнювання” коефіцієнтів при однакових 

степенях малого параметра   дістанемо такі рівняння для знаходження 

регулярних членів асимптотики [7 – 9]: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
0 0

0
0 * * 0 0

, , , , , 0,

, , , , , ,0 , ,

tv u t u t

u t u t u u

     

      

  + =

 = =

 

 
*

*

*
0 0 * *( ) ( , , ) ( )

Q

Q
a t u t d u t Q    = , 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 0 0 0

*

, ( ) , ( ) ( , ),

, ,0 0, , , 0,

t

k k

v u u a t v u u q

u u t

       

   

  + =  + +

 = =

 

 
* *

* *

Q

1 0 * 0 1 *Q
( ) ( , , ) (t) ( , , ) .    

Q

Q
a t u t d a u t d      = −   

Розв’язки цих задач запишуться у вигляді 

 ( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )
0 0 1

0

, , , , ,
, ,

, , , , , ,

u t f t f
u t

u f f t t f

    
 

     



−

 − 
=
 − 


 

 
*

*

*
*

0

0 *

( )
( )

( , , )
Q

Q

u t Q
a t

u t d   

=



,  

 

( )

*

1

2

1

1 1
1

0

, , ( , ) ( , ) ( , )
, ( , ),

( , )
( , , )

( ( ( ( , ) , ), , ) ( ( ( , ) , ), )) , ( , ),

t

g t f f q
d t f

v
u t

g f f t t t q f f t t dt t f





       
  

 
 

         − −

 − + +



= 


− + + − + 






 

 

*

*

*

*

0 1 *

1

0 *

( ) ( , , )

( )

( , , )

Q

Q

Q

Q

a t u t d

a t

u t d





  

  

= −




, [0, ]t T , 

де 2
1 0 0 0( , , ) ( ) ( , )( )g t a t v u u    = + , ( )

( )
*

2
,

,

d
f

v






 

 
=  , 

1f − −  

функція обернена до f  по змінній  .  

Для знаходження ( , )q   , використавши другу частину (7), 
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матимемо 

 *

2

1

0

( , )
( , ), ( , ),

( , )

( ( ( , ) , ), ) ( , ), ( , ).

T

q
d h T f

v

q f f T t dt h T f





 
    

 

       −


= 





− + = 






 

Вибравши *max( ( , ))T f


   (час проведення експерименту 

досить великий – подібний природному процесу), або ввівши заміну 

1( ( , ) )f f T t  −= − +  і 
2 ( , )

d
dt

v



 
=  для другого рівняння останньої 

системи, отримаємо рівняння 

 

*

2

1
( , ) ( , ).

( , )
q d h

v





    
 

=  (10) 

Отримане рівняння є лінійним неоднорідним інтегральним 

рівнянням Вольтера I роду. Перепишемо дане рівняння у вигляді 

 

*

( , ) ( , ) ( , ),K q d h





      =  

де 
2

1
( , )

( , )
K

v
 

 
= . В області комплексного потенціалу ( , ) :w i jG  =  

* *
* *

* *

( )
, , ( 0, , 0, , , )}i крок j крок

Q Q
ih Q j h i n j m m n N

m n

− −
= + = + = = = 

 
   , 

фіксуючи верхню межу для кожного , 0,j j m = =  матимемо 

 

*

( , ) ( , ) ( , ), 0,
i

j j i jK q d h i n





      = = . (11) 

Отримані системи зведемо до СЛАР трикутного вигляду 

 
1

( , ) ( , ) ( , ), 1,
i

l l j l j i j

l

A K q h i n     
=

= = , (12) 
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де iA  – коефіцієнти однієї із квадратурних формул, яка 

використовується при заміні інтегралів в (11). У випадку використання 

формули прямокутників коефіцієнти iA  мають значення 

 
, 0, 1,

0, ,

кроклів
i

h i n
A

i n

 = −
= 

=

 ; 
0, 0,

, 1, .

прав
i

крок

i
A

h i n

=
= 

=

  

Розв’язавши (12), отримаємо формули для обчислення значень 

функції ( , )q    в точках ( , )i j  : 

 
1( , ) ( , )

( , ) , 1, 1, 0, .
( , )

i j i j

i j
крок i j

h h
q i n j m

h K

   
 

 

−−
= = − =  (13) 

На еквіпотенціальних лініях * =  та * =  покладемо 

*
*( , ) ( , ) 0q q   = = , оскільки згідно (6) на *

*A A  і *
*B B  вже задані 

режими концентрації забруднюючої речовини, що визначаються 

функціями ( )* ,u t  і ( )* ,u t  відповідно. 

Врахувавши, що 
1( , ) ( , )

( , )
i j i j

i j
крок

h h
h

h


   
 

−−
=  – різницева 

форма запису похідної для функції ( , )h    по змінній  , то з (13) 

слідує 

 2( , ) ( , ) ( , )q h v     = . (14) 

Похідну ( , )h    можемо замінити більш точною центральною 

похідною 

 
1 1( , ) ( , )

( , )
2

i j i j

i j
крок

h h
h

h


   
 

+ −−
= , 1, 1, 0,i n j m= − = . 

До (14) можна також прийти, використавши формулу 

( )

( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

x

x

d
f t dt f x x f x x

dx





    = − , при взятті частинних 

похідних по змінній   від обох частин інтегрального рівняння (10). 

З метою задовольнити другу крайову умову будується зовнішня 



Серія прикладна математика, випуск 5 (14), 2008 

 217 

примежова функція 
2

0

i
i

i

  
=

=  в околі * =  (на виході 

фільтраційного потоку) таким чином, щоб функція ( ), ,u t   

задовольняла як дане рівняння, так і всі крайові умови. Для цього 

вводиться заміна (розтяг) 
* 




−
= . 

Врахувавши співвідношення 
1

( )
  

 
= −

 
, 

2 2

2 2 2

1

  

 
=

 
, 

перепишемо оператор 2 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) tL a t v v q           =  − + −  

у вигляді змінних ( , ,t  ):  

 2 * 2 * *( ) ( , ) ( , ) ( , ) tL a t v v q
 



 
            

 

 
= − + + − + − − 

 
. 

Розкладемо 
2

*( , )v   −  та 
*( , )q   −  в ряди Тейлора в околі 

* =  

 
2 * 2 * * * 2 *( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( ( , )v v v v v            − = − + +  

 
* * 2 2( , ) ( , )) ...v v     + + , 

 
* * * * 2 21

( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ...
2

q q q q            − = − + + . 

Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях ε: 

 

0 0 0

* *
0 0

0

( ) ( , , ) ( , , ) 0,

(0, , ) ( , ) ( , , ),

0,

a t t t

t u t u t

 



     

    


→

+ =


= −


⎯⎯⎯→

 

 

0
0 1 1 1 02 *

*
1 1 1

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ),

( , )

(0, , ) ( , , ), 0.

t t
a t t t a t t

v

t u t

  



  
        

 

    
→


+ = −


 = − ⎯⎯⎯→


 

Розв’язками одержаних диференціальних рівнянь будуть вирази 
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 ( ) ( ) 0 ( )* *
0 0, , ( , ( , , ))

a t
t u t u t e



     
−

= − , 

 
2

* * 0 01
1 0 2 2 * 2 2 *

0 0 0

( ) ( )( )
( , , ) ( ( , ) ( , , ))

( ) ( ) ( , ) 2 ( ) ( , )

a t a ta t
t u t u t

a t a t v a t v

 
     

   

   
= − − − −   
  

 

 0 ( )* * *
1 0 2 *
( , , ) ( ( , ) ( , , ))

( , )t

a t
tu t u t u t e

v




    
 

−
− − − 


. 

Для знаходженняня 2 ( , , )t    маємо задачу Коші 

 

* 0
0 2 2 3 *

1
0 0 1 12 *

2 2

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , )

( , )

( , , )
( ) ( , , ) ( ) ( , , ),

( , )

(0, , ) 0, 0,

t

t

t
a t t t v

v

t
a t t a t t

v

t

  

 



  
        

 

  
     

 

  
→


+ = +



+ − −

 = ⎯⎯⎯→



 

звідки  

 ( * * *0
2 0 0 12 2 *

0

( )
( , , ) ( )( ( , ) ( , , )) ( ( , , )

( ) ( , ) t

a t
t a t u t u t u t

a t v       
 

= − + −


 

 ) (* * * *1
1 0 1 02 2 2 *

0 0

( ) 1
( )( ( , ) ( , , ))) ( , , ) ( ) ( ( , )

( ) ( ) ( , )
t

a t
a t u t u t u t a t u t

a t a t v
      

 


− − − − −



  

 )* * * 01
0 1 0 2 2 *

0 0

( )( )
( , , )) ( )( ( , ) ( , , ))

2 ( ) 2 ( ) ( , )t

a ta t
u t a t u t u t

a t a t v
    

 

 
− − − − −  

 

 

 
*

* *0 1 0 0 11
02 * 3

0 0

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )( , , )
( ( , ) ( , , ))

22 ( ) ( , ) 2 ( )

a t a t a t a t a tu t
u t u t

a t v a t

 
  

 

  +
− − − − 

 

 

 

* * * * *2
0 00 0 0

2 2 * 2 * 2 * *
0

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )( ) ( )

2 ( ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

tt ttt tu t u t u t u t va t a t a

a t v v v v

       

       

 − − −
 − + − +  

 

 ( )
** *

2 0 01 1
02 2 2 2 *

0 0 0

2 ( , )( ( , , ) ( , )) ( )( ) ( )
2 ( )

2 ( ) ( ) ( , ) 6 ( ) 3 ( , )
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 ( )
* *

0 0 01
02 2 * 2 2 * 2

0 0 0 0

( ) ( ( , ) ( , , )) ( )( ) 1
1 ( )

3 ( ) 3 ( ) ( , ) 3 ( ) ( , ) 2 ( )

t ta t u t u t a ta t
a t
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 ( )
2 2

3 2 2 *0 0 0 0 0
0 05 4 * 4 4 *

0 0
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3 ( ) 6 ( ) ( ( , )

6 ( ) ( , ) 8 ( ) ( , )

a t a t a t a t a t
a t a t u t
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+ + + − −



   
   

 

 ( ) 0 ( )* 4 3 2 2 3
0 0 0 0( , , )) 4 ( ) 12 ( ) 24 ( ) .

a t
u t a t a t a t e



     
−

− + + +


 

Залишкові члени r  і ar  шукаємо із системи 

 

( )

( )
* *

* *

*

*

2 2 2
0 1 1

2
0 1 * 1 1 *

0 * 1 * *

*
*

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , , ),

( ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( , ) ,

( ( , , ) ( , , ) ( , , ))

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0

a t

Q Q

Q Q

a
Q

Q

a t a t r v r r v r r g t

a t a t r t d a t u t d

r t

u t u t r t d

r t r t r



 

  





        

       


       

       

 + + + − = + 

+ +

= −

+ +

= =

 



*
*, ) ( , , , ) ( , , , ) 0,r Q t r Q t    












 = = =


 

де 1( , , )g t  – функція, що виражається через відомі члени рядів (8) і 

(9): 

 ( ) (2
1 0 1 1( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , , )ag t a t a t r v u t


      = − + + +  

 )1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ),u t t t q
  

          + + + −  
 




 −
= . 

На основі принципу максимуму для параболічних рівнянь маємо, 

що r M . 

Числові розрахунки. Наведемо одержані результати розрахунку 

процесу конвективної дифузії на ідеальному фільтраційному фоні, 

породженому двома особливими точками 1 0z =  та 2 4z =  (відповідно 

витік та втік однакових інтенсивностей 0 2Q = ), комплексний 

потенціал якого – 0 1 2( / 2 ) ln(( ) /( ))w Q z z z z=  − − , при * 2.31 = − , 
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* 1.25 = − , * 0Q = , * 2Q = .  

На рис. 2 зображено величину швидкості фільтрації 

( )
1/ 2

( / )( / )v dz dw dz dw
−

=  та час проходження між еквіпотенціальними 

лініями 
( )

*

2 ,

d
t

v







 
=   у вузлах ( , )i j   для області комплексного 

потенціалу wG : *
* *(( ) ) / 28i i   = + −  , *

* *(( ) ) / 28j Q Q Q j = + −  , 

0,28i = , 0,28j = . 

 

 

а)                                                                      б) 

Рис. 2. Поле швидкості над належною їй областю комплексного 

потенціалу wG  (а) та відповідна поверхня часу (б) 

Зміна у часі концентрації ( , , )u t   розчинної речовини над 

областю комплексного потенціалу wG  при 0.015 = , 

* 2 1
* * *( , ) ((1 2 )25 ( )( ) )tu t te Q Q    −= − + − − + , 

*( , ) ((1 5 )25tu t te = − +  

* *2 1
*( )( ) )Q Q   −+ − − + , 

0 * 2 1
0 *( , ) (( )( ) 25 )u Q Q     −= − − + + , 

5 2
*
* 5 2 2

( )
( )

( 3)( 7)t

t e
u t

e t

−

−

+
=

− +
, 

2 2

1
( , )

5
h  

 
=

+ +
 проілюстрована на рис. 3. 
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 0.128t =  

 а) б) 

          

 0.183t =  

 в) г)  

          

 0.235t =  

 д) е) 

Рис. 3. Зміна концентрації забруднюючої речовини в різні моменти часу  

з врахуванням конвективних, дифузійних поправок (а, в, д) та  

додаткових джерел забруднення (б, г, е) 
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Рис. 4. Початковий розподіл забруднення 

 

На рис. 4 показано початковий розподіл концентрації 

забруднюючої речовини 
0
0 ( , )u   .  

Основний вплив на зміну розподілу концентрації забруднюючої 

речовини, очевидно, здійснює конвективний перенос (конвекція). Із 

меншим впливом на перерозподіл забруднення діють дифузійні 

поправки (дифузія). Загалом вплив конвекції і дифузії, як механічної і 

міжмолекулярної дії на розповсюдження забруднення із контура *L  

(фактично джерела забруднення із режимом *( , )c M t ) в область zG , 

стає помітнішим із часом (рис. 3.(а,в,д)), і залежить від режиму 
*( , )c M t  

на контурі *L , що по суті є втоком (точніше буфером, шлюзом), в околі 

якого концентрація хімічної речовини може швидко відводитись чи 

накопичуватись в залежності від конкретно вибраної функції 
*( , , )c x y t . 

На рис. 5 а та рис. 5 б відповідно в моменти часу 1 0.1t = , 

2 0.156t =  зображено вплив дифузії і конвекції (криві 
* *1 3− ) на 

початковий розподіл концентрації забруднюючої речовини (криві 1 3− ) 

вздовж фіксованих еквіпотенціальних ліній 1 2.083= − , 2 1.894= − , 

3 1.666= −  при 0.01= . 
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 а)           б) 

Рис. 5. Вплив конвекції та дифузії на початковий розподіл концентрації  

у фіксовані моменти часу 

  

Точкові джерела забруднення, що визначаються функцією 

( , )q   , суттєво впливають на зміну концентрації забруднюючої 

речовини. Знаючи конкретний вид забруднення (токсичні речовини, 

тверді солі, важкі ізотопи радіоактивних металів та ін.), можна пояснити 

природу функції ( , )q   . Наприклад, для виробництва певних 

барвників, медикаментів, вибухових речовин, засобів захисту рослин та 

синтетичних волокон використовують бензол ( 6 6C H ) – безбарвна, 

токсична, нерозчинна у воді рідина, темп. кип. 80.1oC . Через 

використання застарілих технологій можливе попадання бензолу в 

стічні води. Однак, при використанні нафтопродуктів чи безпосередньо 

при каталітичному крекінгу нафти можливе попадання у водойми 

гексану. Попадання гексану ( 6 14C H ) у водні ресурси можливе і при 

неякісному спалюванні високооктанових вуглеводів, опари яких разом 

із дощем конденсуються і потрапляють на господарські угіддя. 

Потрапляння гексану у водойми, пористі середовища (ґрунти) в яких 

досліджуються процеси поширення 6 6C H , може привести до утворення 

додаткової кількості бензолу, яка сумарно становитиме 
,

( , )i j

i j

h    

моль. Дійсно, при нагріванні сонцем ґрунту чи водойми, в яких 
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міститься гексан відбувається реакція [11] 6 14 6 6 24
нагрівання

С H С H H→ +  . 

Саме результат процесу проходження останньої реакції в досліджуваній 

двозв’язній області буде описуватися функцією ( , )q   , що визначає з 

хімічної точки зору кількість вхідної речовини (в нашому випадку 

гексану) −  
,

( , )i j

i j

q    моль, яка в результаті реакції утворює більш 

небезпечний вид забруднення (в нашому випадку бензол).  

Вважаємо тепер, що в досліджуваній області – наприклад, 

території біля водойм Прип’яті і Дніпра (після вибуху ЧАЕС), чи зони 

видобутку природнього урану (ізотопи 235
92U  та 238

92U ) [22] – м. Грін-Бей 

(США, озеро Мічіган) та м. Су-Сент-Марі (Канада, озеро Верхнє), 

розглядаються процеси забруднення плутонієм. Наявність на даних 

територіях урану 238
92U  масою 

,

238 ( , )i j

i j

q    г призводитиме до 

утворення нової кількості плутонію 239
94 Pu , яка становитиме 

,

( , )i j

i j

h    моль (це 
,

239 ( , )i j

i j

h    г). Справді, без поділу, після 

захоплення повільних “мандруючих” нейтронів ядрами ізотопу урану 

238
92U , утворюється радіоактивний ізотоп 

239
92U  [19] : 

238 1 239
92 0 92U n U+ → , з 

періодом напіврозпаду 23 хв. Подальший розпад відбувається з 

випромінюванням електрона й виникненням трансуранового елемента – 

нептунію: 
239 239 0
92 93 1U Np e−→ + . Нептуній, у свою чергу,  -

радіоактивний з періодом піврозпаду близько двох днів: 

239 239 0
93 94 1Np Pu e−→ + . Утворений плутоній відносно стабільний, оскільки 

його період піврозпаду порядку 24 000 років. 

Очевидно, знаходження функції ( , )q    і визначення її дії на 

зміну концентрації забруднення із знайдених компонент дозволяє 

обійти розв’язання складних багатоетапних задач фізики та хімії. 

Функція ( , )h    являє собою ту граничну зміну концентрації 
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забруднюючої речовини при якій не можливе існування флори і фауни, 

та при якій виникає загроза життю людей певного соціуму. Знаючи 

функцію ( , )q    для конкретно заданої ( , )h   , ми можемо апріорно 

оцінити ситуацію для розглядуваної екосистеми і вжити необхідні 

заходи для поліпшення екологічного благополуччя населення. 

На рис. 6 а та рис. 6 б відповідно в моменти часу 1 0.121t = , 

2 0.28t =  зображено розподіли концентрації забруднюючої речовини з 

урахуванням поправок на виході, конвекції і дифузії (криві 1 3− ) та 

додаткових джерел забруднення (криві 
* *1 3− ) вздовж фіксованих 

еквіпотенціальних ліній 1 1.856 = − , 2 1.742 = − , 3 1.629 = −  при 

0.01 = . 

Зміна концентрації шкідливої речовини з врахуванням конвекції, 

дифузії, поправок на виході та додаткових джерел забруднення в 

моменти часу 1 0.156t = , 2 0.169t = , 3 0.183t =  вздовж фіксованих 

еквіпотенціальних ліній 1 1.856 = −  (криві 1 3−  відповідно), 

2 1.477 = −  (криві 
* *1 3− ) при 0.01 =  продемонстрована на рис. 7 а. 

А зміна концентрації вздовж фіксованих ліній течії  1 1.122 =  (криві 

1 3− ), 2 3.366 =  (криві 
* *1 3− ) в моменти часу 1 0.245t = , 2 0.262t = , 

3 0.28t =  при 0.01 =  зображена на рис. 7 б. 

  
 а) б) 

Рис. 6. Вплив додаткових джерел забруднення на розподіл концентрації 

розчинної речовини  у різні моменти часу 
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 а) б) 

Рис. 7. Зміна концентрації розчинної речовини з плином часу 

 

 
 а) б) 

Рис. 8. Зміна концентрації забруднюючої речовини  

при виборі малого параметра   

 

На розподіл концентрації також впливає вибір параметра  , 

оскільки тим самим змінюється коефіцієнт дифузії ( )a t , а відтак 

посилюється або послаблюється вплив самої дифузії. Так, на рис. 8.а 

показано розподіл концентрації вздовж фіксованої еквіпотенціальної 

лінії 2.121 = −  в момент часу 0.245t =  при 1 0.015 =  (крива 1), 

2 0.02 =  (крива 2). На рис. 8.б показано розподіл концентрації вздовж 

фіксованої лінії течії 2.02 =  в момент часу  0.245t =  при  1 0.015 =  

(крива 1), 2 0.02 =  (крива 2). 
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Із знайдених компонент асимптотичних рядів (2.26) та (2.27) 

видно, що коефіцієнт дифузії (зокрема функція 1( )a t ) також залежить 

від функції ( , )q   . На рис. 9 а та рис. 9 б відповідно при 1 0.005 = , 

2 0.015 =  показано коефіцієнт дифузії без урахування (крива 2) та з 

урахуванням (крива 1) додаткових джерел забруднення. На рис. 10 

зображено зміну коефіцієнта дифузії при виборі різних значень 

параметра   з врахуванням функції додаткових джерел забруднення 

( , )q   . 

     
 а) б) 

Рис. 9. Залежність коефіцієнта дифузії від додаткових джерел забруднення 

при заданих значеннях параметра   

 

Рис. 10. Зміна коефіцієнта дифузії при 1 0.007 = , 2 0.01 = , 3 0.02 =  



Волинський математичний вісник 

 228 

Висновки. Очевидно, розгляд таких обернених задач є корисним з 

урахуванням того, що на основі їхніх розв’язків ми можемо 

прогнозувати поширення забруднень в різних водних екосистемах 

нашої країни без проведення реальних експериментів, які можуть бути 

шкідливими чи, в кращому випадку, дуже тривалими у часі та 

економічно не обґрунтованими. 

Отримані результати також можна застосувати для 

прогнозування конвективно-дифузійного поширення забруднень 

захоронених ядерних відходів в земляних пластах [11]. 
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