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УДК 518.61.001.573 
 
Бомба А.Я., Фурсачик О.А. 

ОБЕРНЕНІ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНІ ЗАДАЧІ ТИПУ “КОНВЕКЦІЯ–

ДИФУЗІЯ” 
 

Побудовано алгоритм асимптотичного розвинення розв’язку оберненої 

сингулярно збуреної крайової задачі типу “конвекція–дифузія” з 

невідомим коефіцієнтом дифузії. 

 

Вступ. Використовуючи методологію переходу від координат фізичної 

області фільтрації до відповідної області комплексного потенціалу, у 

роботах [1, 2] розвинуто асимптотичні методи [5, 6] для розв’язування 

модельних сингулярно збурених параболічних задач типу “фільтрація-

конвекція-дифузія-масообмін” в чотирикутних криволінійних областях, 

обмежених двома лініями течії та двома еквіпотенціальними лініями, за 

умов переважання конвективних складових процесу над дифузійними. 

На даний час (див., напр., [7 – 9]) встановленні умови існування та 

єдиності розв’язків подібних класів обернених параболічних задач для 

прямокутних областей. 

У цій роботі йдеться про асимптотичне розвинення розв’язків 

задач типу “конвекція–дифузія”, якщо відомо, що невідомий коефіцієнт 

дифузії залежить лише від часу. 

Постановка задачі. Для області (0, )zG G=   , де =zG ABCD  

( = +iz x y ) – криволінійна прямокутна чотирикутна область (див. 

рис. 1 а), розглядатимемо таку обернену модельну задачу процесу 

конвективної дифузії при фільтрації у відповідному однорідному 

пористому середовищі: 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
, ,x y

c c c c c
b t v x y v x y

x y tx y


     
+ − − =       

; (1) 
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 ( ) ( )0
0, ,0 ,c x y c x y= ; (2) 

( )* ,
AB

c c M t= , ( )* ,
CD

c c M t= , ( ),
AD

c c M t= , 

 ( ),
BC

c c M t= ; (3) 

 ( )
( )

( )*
*

,

AB

c M t
b t dl c t

n


=

 ; (4) 

( , ) ( , ),x yv v grad x y=  0, =  *AB
 = , *

CD
 = , 

 0
BC DA

d d

dn dn

 
= = ,  (5) 

де ( ), ,c x y t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній течії у 

точці ( , )x y  в момент часу t , M  – біжуча точка відповідної кривої, n  – 

зовнішня нормаль до відповідної кривої, ( )b t  – коефіцієнт дифузії, 

( )b t  – достатньо гладка обмежена функція,   – малий параметр ( 0  ), 

 – довжина кривої AB ,  , xv , yv  – відповідно потенціал та 

компоненти його швидкості в пористому середовищі zG . 

 

 
а)       б) 

Рис. 1. Фізична область zG  (а) та відповідна їй область комплексного 

потенціалу wG  (б) 
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Шляхом введення гармонічної функції ( ),x y =  (функції 

течії), комплексно спряженої до ( ),x y = , i заміною останніх двох 

граничних умов (5) на умови: BC Q = , 0AD =  (де 

y x

AB

Q v dx v dy= − +  – потік через довільний поперечний переріз zG ), 

задачу (5) замінимо більш загальною задачею на конформне 

відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x y   = = +  фізичної області zG  на 

відповідну область комплексного потенціалу { :G =   
   , 

0 }Q   (див. рис. 1 б) при відповідності чотирьох кутових точок.  

Припустивши, що задача (5) є розв’язаною [3], зокрема знайдено 

поле швидкості ( , )x yv v v= , здійснюємо заміну змінних ( ),x x  = , 

( ),y y  =  у рівнянні (1) та умовах (2) – (4) і приходимо до відповідної 

“дифузійної задачі” для області wG : 

 ( ) ( )( ) ( )2 2, , ta t v u u v u u      + − = , (6) 

 ( ) ( )0
0, ,0 ,u u   = , (7) 

( )* *( , , ) ,u t u t  = , ( )* *( , , ) ,u t u t  = , 

 ( )( ,0, ) ,u t u t = , ( )( , , ) ,u Q t u t = , (8) 

 ( ) ( ) ( )*
* *

0

, ,

Q

a t u t d u t    = , (9) 

де ( , , ) ( ( , ), ( , ), )u t c x y t     = , ( ) ( )b t a t= і т.д. 

Асимптотичне наближення розв’язку. Розв’язок задачі (6) – (9) для 

знаходження невідомих ( , , )u t   та ( )a t  з точністю 
1( )nO  +

 шукаємо у 

вигляді асимптотичних рядів: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 0

, , , , , , , ,
n n

i i
i i

i i

u t u t u t t          
+

= =

 
= + + + 

 
    

 ( ) ( ) ( )2 2

2 2

1 1

0 0

, , , , , , , ,
i i

i i

n n

n

i i

p t p t R t        
+ +

= =

+ + +   (10) 

 ( ) ( ) ( )0

1

( , )
n

i
i n

i

a t a t a t r t 
=

= + + , (11) 

де ( ), ,iu t  , ( )ia t  ( 0,i n= ) – члени регулярної частини асимптотики, 

зокрема: ( )0 , ,u t   – розв’язок відповідної виродженої задачі 

(конвективного переносу); ( ), ,iu t   ( 1,i n= ) – поправки, які 

враховують вплив дифузії всюди у даній області (за виключенням 

деякої її приграничної ділянки); ( ), ,i t   , ( )
2

, ,ip t  , ( )
2

, ,ip t   – 

функції типу примежового шару  в околах  = (поправки навколо 

виходу фільтраційної течії) відповідно; 0 = , Q =  (поправки, що 

враховують вплив “бічних джерел забруднень”); ( ), , ,nR t   , ( ),nr t   

– залишкові члени. 

В результаті підстановки (10) – (11) в (6) – (9) та виконання 

стандартної процедури прирівнювання коефіцієнтів при однакових 

степенях   одержано такі задачі для знаходження регулярних членів 

асимптотики та поправок навколо виходу фільтраційної течії [1, 2]: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
0 0

0
0 * * 0 0

, , , , , 0,

, , , , , ,0 , ,

tv u t u t

u t u t u u

     

      

  + =

 = =

 

 *
0 0 * *

0

( ) ( , , ) ( ),

Q

a t u t d u t    =  
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( ) ( )

( ) ( )

2

*

, , , ,

, ,0 0, , , 0 ,

k kt k

k k

v u u g t

u u t

   

   

  + =

 = =

 

 0 * *

10 0

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ,

Q Qk

k k i i

i

a t u t d a t u t d      −

=

= −  1,k n= , 

де 2

1

( , , ) ( , ) ( )( )
k

k k i i i

i

g t v a t u u     −

=

= + , 

 

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

* *
0 0

0

( ) , , , , 0,

0, , , ( , , ),

0,

a t t t

t u t u t

 



     

    


→

  + =



= −


⎯⎯⎯→

 

 

( ) ( )

( ) ( )

0
0 1 1 2 *

*
0 0 0

1 0 *

*
1 1

1

( ) , , , ,
( , )

2 ( , ) ( )
( ) ,

( , )

0, , , , ,

0 і т.д.

ta t t t
v

v a
a t

v

t u t

 

 





     

 

    


 

   


→


 + = −


  +
− −


 = −

 ⎯⎯⎯→    


 

В результаті їх розв’язання маємо: 

 ( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )
0 0 1

0

, , , , ,
, ,

, , , , ,

u t f t f
u t

u f f t t f

    
 

    



−

 − 
=
 − 


 

 
*
*

0

0 *

0

( )
( , )

( , , )

Q

u t
a

u t d

 

  

=



, 
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 ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

2

1

0

, , , ,
, , ,

,
, ,

( , , , ) , , ,

k

k
t

k

g t f f
d t f

v
u t

g f f t t t dt t f





     
  

 
 

    



−

 − +
 


= 


− + 






 

 
*

1 0

0 *

0

( ) ( , , )

( ) ,

( , , )

Qk

k i i

i

k Q

a t u t d

a t

u t d





  

  

−

=

−

=

 



 

де ( )
( )

*

2
,

,

d
f

v






 

 
=  , 1f −  – функція обернена до f  стосовно 

змінної  ,  

 ( ) ( ) 0 ( )* *
0 0, , ( , ( , , ))

a t
t u t u t e



     
−

= − , 

 ( ) ( )
*

0 ( , )* 2
1 1 0 1, , ( , , )

a
t u t e b b



       
−

= − + + , 

де 

*
0 0 0

1 *

( , )( )

( , )

v a
b

v

    

 

 +
= , 0

0 1 0 0 12 *
( ) 2 ( )

( , )

tb a t a t b
v






 
= + − . 

Легко бачити, що 0

1
( )

0

( , , ) ( , ) , 1, 1,
k

a tj
k kj

j

t t e k n



     
+ −

=

= = +  де всі kj  

визначаються через ( )ij i k   та через граничні умови. 

Зауважимо, що аналогічно до [4] знаходяться функції ( ),0,p t , 

( ), ,p Q t . 
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Для оцінки nR  та nr  маємо наступні співвідношення: 

2 2 1

0

( ( ) ) ( , ) ( , ) ( , , ),
n

i n
i n n n n nt n

i

a t r v R R v R R g t          +

=

 + + − = + 

 

*
*( , ,0, ) ( , , , ) ( , , , ) ( ,0, , ) ( , , , ) 0,n n n n nR R t R t R t R Q t            = = = = =

1( , , ) ( , , )n
n nr p      += , 

де ( , , )ng t  , ( , , )np     виражаються через відомі члени ряду (10) – 

(11). 

Висновки та зауваження. 

1. Таким чином, як бачимо із викладеного вище, методологія переходу 

від фізичної криволінійної області  до відповідної області комплексного 

потенціалу, окрім відомих переваг (спрощення рівняння, зведення 

задачі до канонічної області, тощо), дозволяє ще й опиратися на відомі 

напрацювання (результати) при обґрунтуванні коректності поставлених 

задач.  

2. Зауважимо, що аналогічно до вище викладеного можемо розв’язати 

задачу (1) – (4), якщо замість умови перевизначення (4) задати: 

*0 0
*

0

( , , )
( ) ( ),

c x y t
b t c t

n


=


 

де 0 0 0( , )M x y  – деяка фіксована точка ділянки входу AB ; 0n  – 

відповідна нормаль. При цьому в області G , дана умова прийме 

вигляд:  

** 0
*

( , , )
( ) ( ),

u t
a t u t

 




=


 

де 0  – значення функції течії в точці 0 0 0( , )M x y (потік через ділянку 

0AM ), як і в [10]. Для знаходження регулярних членів асимптотики, 

замість відповідних задач матимемо: 
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 *
0 0 * 0 *( ) ( , , ) ( ),a t u t u t   =  

0 * 0 * 0

1

( ) ( , , ) ( ) ( , , ),
k

k k i i

i

a t u t a t u t    −

=

= − 1,k n= . 

Розв’язок матиме вигляд: 

 
*
*

0
0 * 0

( )
( ) ,

( , , )

u t
a t

u t  
=  

 

* 0

1

0 * 0

( ) ( , , )

( )
( , , )

k

k i i

i
k

a t u t

a t
u t





 

 

−

== −


. 

3. Розроблений вище підхід можна використати при розв’язанні 

відповідних задач у випадках більш складної структури коефіцієнта 

дифузії (наприклад, ( , )a x y ), а також у випадках багатозв’язних  

областей. 

4. Якщо початкова та граничні умови недостатньо узгодженні або 

недостатньо гладкі, то тут можливою є процедура згладження 

негладкостей розв’язків вироджених задач вздовж характеристик, що 

виходять із кутових (ребрових) точок області (0, )G    [1], та 

побудова кутових функцій [5].  
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