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УДК 519.63.4.001.57+517 
 
Гаврилюк В.І.  
 
ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ МОДЕЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА 

КВАЗІКОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ В ОБЛАСТЯХ З ВІЛЬНИМИ 

МЕЖАМИ ТА ОДНОРІДНИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ 

 

Розроблено алгоритм числового розв’язання модельних крайових задач 

на квазіконформні відображення в областях з вільними межами та 

однорідними включеннями. 

 

Вступ. У роботах [1 – 5] для побудови динамічної сітки потенціальних і 

квазіпотенціальних полів, розрахунку різного роду профілів з 

одночасним знаходженням інших характеристик (витрати, та інших) був 

розроблений метод обернених крайових задач (конформних і 

квазіконформних відображень), де під терміном “обернення” 

розуміється, по перше, перехід від конформного відображення фізичної 

області zG  на відповідну область комплексного потенціалу G  до 

більш вигідного оберненого відображення zG G → ; по друге те, що 

задача на конформне відображення zG G→  ( zG G → ) є ще й 

оберненою задачею у традиційному розумінні (коли за додатковими 

відомостями про розв’язок задачі, знаходять ще й невідомі коефіцієнти, 

що входять у рівняння, граничні умови). Зокрема, у роботах [2 – 6] 

проведене математичне моделювання нелінійних процесів фільтрації з 

урахуванням зворотного впливу характеристик процесу на 

характеристики середовища, а в [1] розглядається найпростіший 

приклад розрахунку фільтраційного режиму в середовищах з вільними 

межами. У цій роботі йдеться про поєднання методу фіктивних 

областей та квазіконформних відображень розв’язання нелінійних 

крайових задач для розрахунку фільтраційного режиму в середовищах з 

кривими депресії (вільними межами) та однорідними включеннями. 
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Постановка задачі. Розглянемо процес фільтрації в ґрунтовій греблі із 

однорідним включенням (інородним тілом). Відповідну фізичну область 

фільтрації zG  ( )iz x y= +  із однорідним включенням 1G  ( )iz x y= +  

(аналогічно до [2 – 6]) зображено на рис. 1,  1 3= : 0, 0АA z y l x= −   , 

 1 1 1: 0, 0A B z m y x x l= − =   ,  2 1 2= : 0SD z m y x l b l+ − − − = , 1 = :C C z  

* 1= , ,y h x x x    1 2 1 2 1 1 2= : 0,C D z m y x l b l x x l b l+ − − − =   + + , 

( )

( )
1 3

3 1
3 1

: ,
2

b x l
AJ z y l x b

l b

 −  + 
= = −   

+  

, 1

1 2 1

*1
= : =

2

b x
JD z y

l b l b

 
− 

+ + − 
 

1 1 2
1 1 2

1 2 1

*( )
,

b l b l
b x l b l

l b l b

+ + 
−   + + 

+ + −  
, BC C  – вільна (невідома) 

поверхня (крива депресії), 1C C  – проміжок височування, AD  – 

непроникна основа греблі, GH  та H , *h  – відповідно висота греблі та 

напори на ній, b  – ширина гребеня, 1 1 / Gm l H=  та 2 2 / Gm l H=  – 

коефіцієнти закладання верхового та низового укосів, 1C C C  – фіктивна 

ділянка розглядуваної області фільтрації, 1x  – перетин 1C C  та SD , 

x  – шукана абсциса точки C . 
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Рис. 1. Схема області фільтрації 
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Як і раніше, процес фільтрації рідини описуватимемо рівнянням 

руху grad  h =   (закон Дарсі) та рівнянням нерозривності div 0 =  

[3], де ( ( , ) i ( , ))x yx y x y  = +   – швидкість фільтрації,   – коефіцієнт 

провідності, кусково-стала в області zG  функція, така, що для 

включення – 1 = , а для іншої частини області zG  – 2 = , 

( ),h h x y=  – напір в точці ( ),x y , 
BC C

h y= , 
1BC C

h y= , 

*

*

1
h h

H h


−
= −

−
 – потенціал поля, такий, що 

1
0AA B = , 

1
1CC D = , 

0
BC DJA

d d

dn dn

 
= = , n  – зовнішня нормаль до відповідної ділянки 

границі даної області. 

Задача на квазіконформне відображення ( ) ( ),z x y  = = +  

( )i ,x y+  розглядуваної області zG  на відповідну область 

квазікомплексного квазіпотенцiалу  : 0 1, 0G Q   =      ( =  

( , )x y=  – функція течії, квазікомплексно спряжена до ( ),x y = ) з 

невідомим параметром – повною питомою витратою y x

AB

Q dx dy = − +  

( Q Q l= , де Q  – повна витрата, l  – довжина греблі) матиме вигляд [3, 

5] 

 ,
x y y x

   
 
   

= = − , (1) 

 
1

0AA B = , 
1

1CC D = , 0
DJA

 = , 
BC

Q = . (2) 

Запишемо обернену до (1) – (2) задачу на квазіконформне 

відображення ( ) ( ) ( ), i ,z z x y    = = +  області G  на zG  при 

невідомому Q  
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 ( )

,

,

,

y x

G
x y



 

 

 
 


 


=




 = −


; (3) 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

*

1 *

*
2 1 2

*
*

* *

3
1

3 1

1 1 1 2

1 2 1 1 2 1

0, 0, 0 ,

0, 0, 0, ,

(1, ) (1, ) 0, 0 ,

1, , ,

, 1 ( ), 0 1,

,0
,0 0, 0 ,

2

,0 ( )1
,0 0, 1.

2

y Q

m y x Q Q

m y x l b l Q

y h Q Q

y Q h H h

x l
y b

l b

b x b l b l
y

l b l b l b l b

 

  

  

 

  


  


  

 =  

− =  

+ − − − =  

=  

= + − −  

+
+ =  

+

 + +
− − =   

+ + − + + − 
















 (4) 

Тоді, відповідні рівняння другого порядку для знаходження 

функцій ( ),x x  =  та ( ),y y  =  у дивергентній формі мають вигляд 

 

1
0,

1
0.

x x

y y

   


    

   


    

   
+ =   

   

   
+ =   

   

 (5) 

Різницева задача. Різницевий аналог рівнянь (5), крайових умов (4), 

приграничних умов ортогональності та умов "квазіконформної 

подібності в малому" відповідних чотирикутників, у відповідній 

рівномірній сітковій області ( ) ,  :i jG
  =  i i =   , =0, +1i m ; 

j j =   , =0, +1j n ; 
1

1m
 =

+
, 

1

Q

n
 =

+
, =









, ,m nN  

запишемо у вигляді [1 – 6] 
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( )( )
( ) ( )( )

( )( )
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1 2

i j i j i j i j i j i j i j
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b x b b x b
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+ + + −
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+ + + + + + + +
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+ − − + + +
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( )

1, 1, 1
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1 2
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x

b x b b x b x

b x b b x b x

a y a a y a y

a y a a






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+ + + −
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+ + + + + + + + + − +

+ + +

+

+ − − + + +
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( ) ( )( )

, , 1,

1, 1 1, 1 1, 1 , 1 , 1 , 1 1, 1

2
1, 1 1, 1 1, 1 1, 1, 1, 1, 1

, 1 , 1 , 1 , , , , 1

1, 1 1, 1 1,

1 2

j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i

y a y

a y a a y a y

b y b b y b y

b y b b y b y
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 
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=
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, 
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2

i j i j

i jb
 − +

= , , ( , )i j i jx x  = , , ( , )i j i jy y  = , 

, 1, , 1 1, 1

1 1
,

2 2

,
4

i j i j i j i j

i j

   


+ + + +

+ +

+ + +
=   0,0.5   – ваговий коефіцієнт. 

Алгоритм числового розв’язання. Розв’язок різницевої задачі (6) – (9) 

у цьому випадку побудуємо так. Задаємо кількості m та n вузлів 

розбиття сіткової області G , параметр  , що характеризує точність 

наближення розв’язку відповідної різницевої задачі. Задаємо початкові 

наближення ряду величин. А саме: початкові наближення координат 
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граничних вузлів 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0, 0, 1, 1,, , , ,j j m j m jx y x y+ +  
( ) ( )0 0

, 1 , 1, ,i n i nx y+ +  
( ) ( )0 0

,0 ,0,i ix y  (так, 

щоб виконувались рівності (7)) та початкові наближення координат 

внутрішніх вузлів 
( ) ( )( )0 0

, ,,i j i jx y , 1, , 1,i m j n= = . Задання початкового 

наближення конформного інваріанта   проведемо за формулою (9), в 

якій використовуємо щойно задані початкові значення координат 

внутрішніх вузлів, тобто ( )(0) (0) (0)
, ,,i j i jx y = . Далі проводимо уточнення: 

внутрішніх вузлів ( )( 1) ( 1)
, ,,k k

i j i jx y+ +  ( 0,1,k =  – номер кроку ітерації) 

з допомогою ітераційного методу Зейделя [3 – 5] за формулами, 

отриманими шляхом розв’язання (6) відносно ,i jx  та ,i jy ; величини   

за формулою (9) та витрати Q  за формулою 
1 1

1

n
Q

m

+
= 

+
; координат 

граничних вузлів, наприклад, шляхом розв’язання системи нелінійних 

рівнянь (7), (8). Далі перевіряємо виконання умов закінчення 

обчислювального процесу, наприклад, за формулами 

 
( )( 1) ( ) ( 1) ( )

, , , ,
, ,

( 1) ( )( 1) ( )

max , ,
,

, ,

k k k k
i j i j i j i j

i j i j z

k kk k

x x y y
x y G

Q Q D D




 

+ +

++

− − 


−  − 

 (10) 

де 
( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
,

1, 1 , 1, 1 ,

2 2
, 0

, 1 1, , 1 1,

1

1 1

m n
i j i j i j i j

i j
i j i j i j i j

x x y y
D

m n
x x y y

+ + + +

=
+ + + +

− + −
=

+ +
− + −

  – усереднене 

значення відношення довжин діагоналей криволінійних чотирикутників 

сіткової області zG
.  

Якщо умови (10) не виконуються, то повертаємося до уточнення 

координат внутрішніх вузлів і т.д. У протилежному випадку 

обчислюємо нев’язку конформності отриманої сітки за формулою 
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1 D = − . Ця нев’язка характеризує відхилення отриманих 

криволінійних чотирикутників від відповідних прямокутників (оскільки 

відношення довжин діагоналей у прямокутнику рівне одиниці, а 

існування прямих кутів забезпечується умовами ортогональності). 

У випадку якщо не виконується, наприклад, лише одна із умов 

(10), то узгоджуємо співвідношення між точністю   та заданою 

кількістю кроків розбиття m, n (в першу чергу, шляхом збільшення 

останніх). Якщо ж потрібно збільшити ступінь точності наближеного 

розв’язку (зменшити нев’язку  ), то збільшуємо параметри розбиття m 

і n та розв’язуємо різницеву задачу (6) – (9) заново. Оптимальність 

співвідношення між m і n досягається аналогічно до [5, 6] шляхом 

оптимізації аналогів функціоналів типу Рімана. 

Числова реалізація методу здійснювалась при 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2

1

2
2

2

30
  при  4 1, , ,

4

30
 при  4 1, , .

4

z

z

x
y x y G

x
y x y G







 −
 + −  
=


− + −  


 (11) 

Результати розрахунку. Провівши розрахунки за описаним 

алгоритмом при розбитті області фільтрації 40 20m n =  , точності 

наближення 
510 −= , конструктивних параметрах греблі 12H = м, 

14GH = м, 1 8b = м, * 2h = м, 1 22l = м, 4b = м, 2 20l = м, 1 0.9 = , 

2 0.3 = , 0.1666 =  за 14870 =  кроків ітерацій отримано 

гідродинамічну сітку руху (див. рис. 1), знайдено повну фільтраційну 

витрату 0.085024Q =  
3м добу  (див. табл. 1), координати точки 

С(44.24; 2) та встановлено проміжок височування 0 1C C . На рис. 2. 

показано залежність фільтраційної витрати від зміни коефіцієнта 

фільтрації розглядуваного включення. 
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Висновки. Із результатів числових розрахунків бачимо (див. табл. 1). 

що врахування зміни коефіцієнта фільтрації приводить до зміни 

фільтраційної витрати, а саме збільшення коефіцієнта фільтрації в 

області включення призводить до збільшення фільтраційної витрати, а 

також влипає на положення вільної кривої. Встановлення динаміки 

зміни положення кривої депресії дозволяє визначити ступінь 

деформаційних процесів в масиві низової призми та прогнозувати їх 

наслідки для роботи греблі. 

 

Табл. 1. Результати розрахунків фільтраційної витрати 

№ m n  1  2  Q    

1 40 20  0.4 0.3 0.083296 51.0 e−  

2 40 20  0.5 0.3 0.08384 51.0 e−  
3 40 20  0.6 0.3 0.084237 51.0 e−  
4 40 20  0.7 0.3 0.084575 51.0 e−  
5 40 20  0.8 0.3 0.084801 51.0 e−  
6 40 20  0.9 0.3 0.085024 51.0 e−  
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Рис. 2. Залежність між Q  та 1  
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