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ЗАСТОСУВАННЯ ТЕОРІЇ СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАДАЧ 

МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ, ЩО Є МАТЕМАТИЧНИМИ МОДЕЛЯМИ ЯВИЩ ПРИРОДОЗНАВСТВА 

Козодой О.П.,магістрантка 

Петрівський Я.Б., доктор технічних наук, професор  

Рівненський державний гуманітарний університет 

Областю математичного моделювання, що останнім часом активно розвивається, стали наближені та чисельні і 

машинні методи розв’язання інтегральних рівнянь, застосування яких дозволяє отримати ефективні математичні 

зображення багатьох задач, як традиційних, так і нових. Сингулярні інтегральні рівняння є математичними моделями різних 

процесів та явищ у природі. Виникнення теорії сингулярних інтегральних рівнянь було обумовлено практичними задачами 

теорії припливів, теорії пружності, теорії коливання, прикладних задач дифракції та ін. Процес взаємного збагачення і 

розвитку теорії сингулярних інтегральних рівнянь, методів їх розв’язання і чисельного розв’язку нових прикладних задач із 

різних галузей природознавства і техніки безперервно продовжується [1]. 

Різноманіття прикладних задач природознавства вимагають точних і ефективних методів, які використовуються при 

розв’язанні сингулярних інтегральних рівнянь. Частина рівнянь для задач природознавства, а також інших мають 

сингулярний тип. Ряд авторів вважають, і це підтверджено експериментально, що сингулярні рівняння – це невід’ємна 

властивість систем, які описують реальні процеси природознавства. В природознавстві, як і в будь-якій області, де потрібно 

розв’язувати і досліджувати рівняння завжди дуже мало чітких правильних розв’язків для описання реальних процесів. 

Численні результати, звичайно, важливі, але вони завжди застосовуються тільки для конкретної задачі, часто викликають 

сумнів у їх справжності й не дають тієї спільності погляду на проблему, як точні розв’язки. Тим самим, з одного точного 

розв’язку отримується цілий клас точних розв’язків, якому властиві недоліки: всі розв’язки можуть бути неявними і часто 

мають складну структуру.  

Якісну картину застосування теорії сингулярних інтегральних рівнянь до дослідження задач математичної фізики, 

що є математичними моделями явищ природознавства розкриває задача про тиск  жорсткого штампу  на пружну 

півплощину. 

Задача. Нехай дано жорсткий  штамп  довільної, форми, що втиснутий в пружну півплощину (рис.1). Знайти 

напруження, обумовлені тиском штампу.   

 
Рис.1 

Нехай: 

а) ділянки границь  і  вільні від напружень.      

б) штамп втиснутий силами, нормальними  до границі. 

Звідси випливає, що тертя під штампом відсутнє. 

Вказані припущення дозволяють сформулювати крайові умови задачі: 

1)  при ,                                                                                    (1) 

2)  при  і  ax                                                                      (2) 

Оскільки форма штампу відома, то можна визначити вертикальні зсуви точок півплощини під штампом. Таким 

чином, 

                                             при  і ,                                                           (3) 

де  — дана функція. 

 Умова (1) дозволяє встановити наступне:   

                                                                                         (4) 

                                                                        (5) 

  )()()(2 zzxiuu yx  −=+                                                                              (6) 

де  і  – функції Гурса. 

В силу рівності  (5), задачазводиться до відшукання лише функції ;  

Співвідношення (5) і (6) зводять поставлена задача до задачі Гільберта.   

Нехай 

 
Умови (2) і (5) дають: 

         при  і  .                                                            (7) 

Із рівностей  (3) і (6):   

                                                                при  і  . 

Продиференціювавши  дану  рівність по  і : 

       при  і  .                                                (8) 

це і є задача Гільберта.  

Нехай  обмежена в півплощині, тоді її можна зобразити за допомогою інтеграла Шварца 
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Так, як , то: 

                                                               

Нехай . Користуючись умовою (7): 
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Тоді  де  — точка відрізка (-a,a) дійсної осі. Оскільки  лежить в нижній півплощині, то 
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Із умови (8) слідує, що математична модель даної задачі зводиться до розв’язання сингулярного рівняння  
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яке має роз’язок виду: 
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Сталу  можна визначити, якщо відомий головний вектор  зусиль, прикладених до штампу. Дійсно, 
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Нехай перший член в рівності (11) дорівнює , тоді: 
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Якщо є окремий випадок плоского штампу, то 

               constxf =)(                 і  
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Ця формула дає закон розподілу нормальної напруги під штампом. Далі 
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Нехай контур  еквівалентний контуру, який двічі прохідним відрізком (-a,a), то 
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В останній рівності корінь — від’ємний на відрізку (-a,a) знизу[2]. 

Теорія сингулярних інтегральних рівнянь є ефективною, для випадку однієї граничної задачі, яку називають задачею 

Рімана або задачею Гільберта. Дослідження сингулярного інтегрального рівняння  зводиться до властивостей сингулярного 

інтеграла. Деякі задачі теорії пружності розв’язуються за допомогою розв’язання задачі Гільберта та Коші. Основним 

апаратом дослідження, яких є ядро типу Коші  та ядро Гільберта , які зв’язані між собою[3]. 

При розв’язанні тієї або іншої фізичної задачі у математичних умовах доводиться (як і у всіх інших випадках) 

заздалегідь накладати на шукані функції деякі обмеження. При цьому зазвичай доводиться керуватися як фізичними 

міркуваннями, так і, мимоволі, міркуваннями, пов'язаними з методами, які потрібно вжити для їх розв’язання. Основним 

критерієм коректності постановки задачі є дотримання умови, щоб задача допускала розв’язок, підпорядкований прийнятим 

обмеженням, і притому єдиний, єдиність розв’язку випливає з фізичних  міркувань. 
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ФУНКЦІОНАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ГАУССА ТА ЙОГО РОЗВ’ЯЗОК 

Кравчук М.В., студентка 

Петрівський Я.Б., доктор технічних наук, професор 

Рівненський державний гуманітарний університет 

Функціональним рівнянням називають рівність, до складу якої входить незалежна змінна і невідома функція цієї 

змінної. Розв’язком функціонального рівняння називають функцію, яка на заданій множині перетворює рівняння в 

тотожність. Функціональне рівняння вважається розв’язаним, якщо знайдено всі його розв’язки або доведено, що їх немає 

[3]. 

З розвитком механіки, диференціального та інтегрального числення, функціонального аналізу виділилися деякі 

спеціальні класи функціональних рівнянь: диференціальні та інтегральні. Видам і методам їх розв’язування присвячено 

багато монографій і підручників. Багато з них є класичними, але постійно появляються все нові і нові методи їх  

розв’язування [4]. 

Функціональні рівняння можна розглядати як ще один спосіб задання функції – як розв’язк функціонального 

рівняння. У таких рівняннях шукані функції пов’язані з відомими за допомогою операцій утворення складених функцій. 

Розрізняють частинний та загальний розв’язки функціонального рівняння. Частинним розв’язком функціонального рівняння 

є функція або система функцій, яка задовольняє рівняння в заданій області визначення. Загальний розв’язок складає 

сукупність усіх функцій, які задовольняють рівняння. Будь-який розв’язок функціонального рівняння залежить від того, в 

якому класі функцій воно розв’язується (в класі обмежених, неперервних, диференційованих тощо) [3]. 

Функціональні рівняння відокремились в окрему галузь математики, вони часто виникають на стику різних галузей 

математики та інших наук, їх часто використовують у механіці, геометрії, алгебрі, теорії чисел, комбінаториці, теорії 

ймовірності, математичному та функціональному аналізі, теорії диференціальних рівнянь та ін. [4]. 

Якщо серед звичайних рівнянь найскладнішими для розв’язування є рівняння з параметрами, то серед 

функціональних рівнянь - рівняння з довільними функціями, які відіграють роль параметрів. 

Прикладом функціонального рівняння є будь-які рівняння, наприклад диференціальні, інтегральні, алгебраїчні, 

тригонометричні та ін..  

Розглянемо задачу про знаходження одного розв’язку функціонального рівняння Гаусса, що визначає нормальний 

закон розподілу. 

Як відомо рівняння має наступний вигляд [1]. 

( ) ( ) ( ) ( )Ry,x,yFxFyxF =+ 22
                                                      (1) 

Розв’язок рівняння (1) шукатимемо, опираючись на результати дослідження експоненціального рівняння Коші  

( ) ( ) ( )yhxhyxh =+                                                                                     (2) 

розв’язком якого є функція . 

По аналогії із розв’язком рівняння Коші, розв’язком рівняння Гаусса (1) в загальному вигляді будемо шукати у 

наступній формі , де  – довільна стала. 

Таким чином, задачею є визначення функції .  

Підставимо даний розв’язок у рівняння (1). Отримаємо: 

 
Використовуючи властивості елементарних функцій ми запишемо: 
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