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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕРІВНОСТЕЙ МЕТОДОМ ІНТЕРВАЛІВ 
  

О.В. КРАЙЧУК, О.М. КРАЙЧУК  
 

У курсі математики загальноосвітньої школи нерівності розв’язують, як правило, за 
допомогою переходу до сукупності систем та методом інтервалів. Традиційно перший з цих 
способів застосовується для розв’язування нерівностей різних типів, а другий – лише для 
розв’язування раціональних і дробово-раціональних нерівностей. Однак, методом інтервалів з 
успіхом можна розв’язувати будь-які нерівності. При цьому, зокрема, значно спрощується сам 
процес розв’язання нерівності. А, завдяки своїй алгоритмізації, метод інтервалів краще 
засвоюється учнями і вони, при користуванні ним, допускають менше помилок. 

 Якщо функція f(x) неперервна на області визначення D(f), то між своїми нулями (якщо 
вони існують) вона зберігає сталий знак. Якщо функція f(x) не має нулів, то на кожному 
проміжку області визначення D(f) вона має однаковий знак. Тому для неперервної функції f(x), 
знайшовши її нулі, тобто розв’язавши рівняння f(x)=0, можна розбити область визначення D(f) 
функції f(x) на проміжки знакосталості. На кожному з таких проміжків функція f(x) буде 
приймати тільки додатні або тільки від’ємні значення. Залишається лише визначити знак 
функції на кожному з цих проміжків, що можна зробити простою перевіркою. 

 Таким чином, метод інтервалів можна застосовувати для розв’язування будь-яких 
нерівностей типу f(x)≥0, f(x)=0, f(x)>0, f(x)<0, де f(x) – неперервна функція. 

 Алгоритм розв’язання нерівностей методом інтервалів досить простий. Нехай задана 
нерівність, наприклад, f(x)≥0, тоді 

Знаходимо область визначення D(f) функції f(x). 
Знаходимо нулі функції, розв’язавши рівняння f(x)=0. 
Відмічаємо на області визначення D(f) нулі функції. Область визначення розбивається 

нулями на проміжки знакосталості, причому корені рівняння f(x)=0 входять у розв’язок, якщо 
нерівність нестрога і не входять, якщо нерівність строга. 

Визначаємо знак функції f(x) на кожному із утворених проміжків. Для цього підставляємо 
довільне значення х із кожного проміжку у функцію f(x) і оцінюємо її знак. Цей процес інколи 
буває досить складним. Тому слід відмітити, що досить визначити знак функції на деякому 
одному із проміжків там, де найпростіше це зробити. Знаючи знак функції на деякому одному із 
проміжків, і враховуючи, що при переході через корінь непарної кратності знак функції 
змінюється, а при переході через корінь парної кратності функції не змінює свій знак, можна 
встановити знак функції на кожному із проміжків. 

Записуємо відповідь, вибравши потрібні проміжки. У нашому випадку вибираємо 
проміжки, на яких f(x)>0 і точки, в яких f(x)=0. 

Розглянемо приклади розв’язування ірраціональних, показникових та логарифмічних 
нерівностей методом інтервалів. 

Приклад 1.  31345 <++− xx  

Розв’язання. Маємо 031345)f( <−++−= xxx . Знайдемо D(f). 

⎩
⎨
⎧

≥+
≥−

013
045

x
x

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≥

≥

3
1

5
4

x

x
  ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞= ,
5
4D(f) . 

Знайдемо нулі функції. 
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31345 =++− xx  

913)13)(45(245 =+++−+− xxxx  

xxx 812)13)(45(2 −=+−     або   xxx 46)13)(45( −=+−  
22 16483644715 xxxx +−==−−    або    040412 =+− xx . 

За теоремою Вієта маємо два корені х1 = 1, х2 = 40. Безпосередньо перевіркою 
встановлюємо, що , х2 = 40 – сторонній корінь. 

Відповідь: ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ 1;
5
4 . 

Приклад 2.  213 −+−<+ xxx  

Розв’язання. Знайдемо область визначення D(f) функції 213)f( −−−−+= xxxx . 
Очевидно, . Визначимо нулі функції. Маємо [ )∞= ;2D(f)

213 −+−=+ xxx   . 
 Піднісши обидві частини до квадрату і звівши подібні члени, одержимо 

( )( )2126 −−=− xxx . 
Знову піднесемо останню рівність до квадрату і зведемо подібні члени. 

Маємо3 .282 =x  Звідси .
3
28

±=x  Нулем функції буде точка .
3
28

=x  

 

 

Відповідь: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜  
⎝

⎛
∞;

3
28

 

Приклад 3.   1.    3 72 2
>− − xxx  

Розв’язання. Маємо функцію .1  3 )f( 72 2
−−= − xxxx ( ) ( .33;D(f) )∞+∪∞−=  

Знайдемо нулі функції, роз’язавши рівняння 

.1  3 72 2
=− − xxx  

Маємо  1 3  =−x  або     2 072 x− =x .  

__________________ 
Випуск 3, 2000р., Наукові записки РДГУ 
 

65



Звідси .5,3      ,0    ,4   ,2 4321 ==== xxxx  

 
При переході через точку x = 3 функція не змінює свій знак, оскільки 
x = 3 є двократним коренем рівняння .03 =−x  

Відповідь: ( ) ( ) ( ) ( ).;45,3;33;20; +∞∪∪∪∞−  

Приклад 4.    2sin)2(sin 2852

≥+− xx

Розв’язання. Розглянемо функцію  Очевидно, 
 Знайдемо нулі функції. Маємо 

.2sin)2(sin)f( 2852

−= +− xxx
( .;D(f) +∞∞−= )

2sin)2(sin 2852

=+− xx . 

Звідси  2852 =+− xx   і  .3              ,2 21 == xx  

 
Відповідь:[ ] 3;2
 

Приклад 5.     .0
1
13log 2 ≥

+
−

x
x

x  

Розв’язання. Маємо функцію .
1
13log)f( 2 +

−
=

x
xx x  Область визначення D(f) знайдемо, 

розв’язавши систему  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≠
>

013
1
0

x
x
x

    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

≠
>

3
1
1
0

x

x
x

 

Звідси ( )+∞∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ;11;

3
1D(f) . 

Роз’язавши рівняння ,0
1
13log 2 =

+
−

x
x

x  знайдемо нулі функції. Нулем функції буде точка x 

=2.  
 

ВІдповідь:  ( ]2;1
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Приклад 6.   .02loglog 2
2

2
1 <−− xx  

Розв’язання.Областю визначення функції 2loglog)f( 2
2

2
1 −−= xxx  є проміжок 

( .;0 ∞)  Знайдемо нулі функції 

02loglog 2
2

2
1 =−− xx . 

Так як ( ) ,loglogloglog 2
2

2
2

2
2

2

2
1 xxxx ==−=  то  маємо 

02loglog 2
2

2 =−− xx . 

  Звідси 2log2 =x  і .
4
1,4 21 == xx  

Відповідь: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 4;

4
1

 

Метод інтервалів можна застосовувати і до розув’язування тригонометричних 
нерівностей.Так як тригонометричні рівняння мають безліч коренів, то при розв'язуванні 
тригонометричних нерівностей, наприклад, виду f(x)>0 методом інтервалів зручно 
користуватись такою схемою: 

        1. Знаходимо область визначення функціі f(x). 
        2. Знаходимо найменший період Т0 функції  f(x). При знаходженні найменшого 

періоду  Т0, використовуємо такі твердження: 
        а). Сума і добуток двох функцій з одним і тим же періодом Т є функціями з періодом 

Т. 
        б). Якщо функція f періодична і має період Т, то функція kf(ax+b), де k,b,a≠ 0 - сталі, 

також періодична, причому її період дорівнює 
a
T

. 

       в). Якщо функції f(x) та g(x) - періодичні з періодами Т1 та Т2, то функція f(x)± g(x), 
також періодична і її період Т дорівнює найменшому спільниму кратному періодів доданків Т1 
та Т2 .  

        3. Розв'язавши рівняння f(х) = 0, знаходимо нулі  функції f(x). 
       4.Позначаємо знайдені нулі на проміжку довжиною Т0 і визначаємо знак функції на 

кожному з утворених інтервалів. 
       5.Вибираємо проміжки на яких f(x)>0, додаючи до кінців цих проміжків Т0n, де Т0-

найменший період f(x), n∈Z. 
       6.Узгоджуємо отримані розв'язки з областю визначення функції і записуємо відповідь. 
        Приклади розв'язування тригонометричних нерівностей методом інтервалів. 
            Приклад 7.               03sinsin ≥+ xx   
 Розв'язання.           .R,03sinsin ∈≥+ xxx  
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Перетворимо суму синусів у добуток. Одержимо  0cos2sin2 ≥⋅ xx . 
Тут де Т,2T0 π= 0 - найменший додатній період функції ( ) xxx cos2sin2f ⋅= . Знайдемо 

нулі функції f(x). 
            0cos2sin2 =⋅ xx  
 Звідси      ,02sin =x  або   0cos =x  

            Zkkx ∈
π

=   ,
2

       Znnx ∈π+
π

=   ,
2

 

         Враховуючи, що π= 2T0 .маємо:  

               
  Отже, розв'язками нерівності є такі значення: [ ] проміжок основний - ;0 π∈x

[ ] Znnnx ∈π+ππ∈ ,2;2 та Zkkx ∈π+
π

= ,2
2

3
   

 Відповідь: [ ] Zknknn ∈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π+
π

∪π+ππ ,,2
2

32;2 . 

        Приклад 8.  xxx 2sin
2

cos
2

sin3 22 ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −    

 Розв'язання.  Rxxxx
∈≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ,2sin

2
cos

2
sin3 22  

Перенесемо усі доданки в ліву частину нерівності та застосуємо формулу косинуса 
подвійного кута. 

02sincos3 ≤−− xx  
Розписавши sin2x та винісши cosx за дужки, одержимо 

( )  ,0sin23cos ≤+− xx або ( ) 0sin23cos ≥+ xx . 

          Для ( )xxх sin23cos)f( +=   період Т0 = 2π. 
Знайдемо нулі функції f(x): 
                               ( ) 0sin23cos =+ xx                                                         (1)  
     
Звідси  0cos =x  або 0sin23 =+ x  

   Zkkx ∈π+
π

=   ,
2

  
2
3sin −=x  
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Zllx

Zmmx

∈π+
3
π

=

∈π+
3
π

−=

  ,24

  ,2

2

1

 

 
            Враховуючи, що π= 2T0 , маємо: 

  
  
         У відповіді нам потрібно взяти проміжки знаку "+". Але  вони  на проміжку [ ]π2;0 не 

є закритими (бо точки 0 і  не є коренями рівняння (1)  У таких випадках для зручності запису 
відповіді вводиться допоміжна точка, яка є коренем рівняння f(x)=0, наприклад: 

π2

        а) або 
2

5π
 (

2
5π

-це корінь рівняння (1), наступний за коренем 
3

5π
 ); 

         б) або 
3
π

−  (
3
π

−  - це корінь рівняння (1), що передує корню 
2
π

 ).  

Тоді у випадку а) матимемо:          

 
і відповідь запишеться у вигляді: 

.  , 2
2

5 ; 2
3

52
2

3 ; 2
3

4 Znnnnn ∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+

π
π+

π
∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π+

π
π+

π
 

У випадку б) матимемо : 
 

 
  
і відповідь запишеться так : 

.  , 2
2

3 ; 2
3

42
2

 ; 2
3

Znnnnn ∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+

π
π+

π
∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π+

π
π+

π
−  

         Можливий ще запис відповіді без введення допоміжних точок-коренів 

.   

, 22 ; 2
3

5n2
2

3 ; 2
3

42
2

 ; 2

Zn

nnnnn

∈

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+ππ+
π

∪⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+

π
π+

π
∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π+

π
π

 

який не є раціональним.    
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  Приклад 9.     xxx sintgcos1 −<−  

 Розв'язання. Znnnxxxx ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

π
π+

π
−∈−<−   ,

2
;

2
  ,sintgcos1        

   ( ) .2T        sintgcos1   
,0sintgcos1                         

0 π=+−−=
<+−−
періодxxxxfДля

xxx
 

Розписавши tgx і звівши вираз до спільного знаменника, матимемо 

                   0
cos

cossinsincoscos 2

<
+−−

x
xxxxx

 

                     0
cos

)cos1)(sin(cos
<

−−
x

xxx
 

Знайдемо нулі заданої функції f(x) 

           0
cos

)cos1)(sin(cos
=

−−
x

xxx
 

Тоді 
,0sincos =− xx            ,0cos1 =− x        0cos ≠x  

     1 =xtg                   1cos =x                  Zllx ∈π+
π

≠ ,
2

 

  Zkkx ∈π+
π

=   ,
4

  Znnx ∈π=   ,2                         

      Враховуючи, що  

Znnnx ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

π
π+

π
−∈π=   ,

2
;

2
  і  2T0 , маємо: 

 
 
 2

π
4
π0 π2

− + ++ −

2
3π

4
5 π

   

  Відповідь: .  , 2
2

3 ; 2
4

52
2

 ; 2
4

Znnnnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

π
π+

π
∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

π
π+

π
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