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ПЕРЕДМОВА 

 
Монографію присвячено розвитку числових методів 

квазіконформних відображень моделювання нелінійних процесів 

витіснення флюїдів у нафтогазових пластах за умов взаємовпливу 

визначальних факторів процесу на характеристики середовища, зокрема,  з 

урахуванням впливу тріщин гідророзриву.  

Проведено математичне моделювання фільтраційних процесів у 

нафтогазових пластах, на випадок урахування впливу тріщин 

гідравлічного розриву та вирв (утворених внаслідок дії вибуху зарядів) на 

присверловинну ділянку. З використанням квазіконформних відображень 

та поетапної фіксації характеристик середовища і процесу, розроблено 

підхід до моделювання витіснення однієї рідини іншою у горизонтальних 

однорідних та зонально-неоднорідних пластах за умов урахування впливу 

тріщин ГРП та побудовано числові алгоритми розв’язування відповідних 

крайових задач, які, зокрема, адаптовано на випадок визначення 

усередненого коефіцієнта фільтрації привибійної зони свердловин за 

відомим дебітом експлуатаційної свердловини. Використовуючи ідею 

поетапної параметризації характеристик середовища та процесу, 

розроблені нові ефективні алгоритми розв’язування відповідних крайових 

задач на конформні та квазіконформні відображення криволінійних 

чотирикутників на прямокутники, що описують процеси зворотного 

впливу градієнтів квазіпотенціалу (більших за їх критичні значення) на 

фільтраційні характеристики середовища. На основі побудованих 

розв’язків таких нелінійних задач, коли коефіцієнт фільтрації та 

компоненти тензора фільтрації залежать як від координат фізичної області 

фільтрації, так і від шуканих функцій течії, потенціалу та його градієнту 

досліджено характер формування збурених зон середовища.  



Відповідну методологію математичного моделювання процесів 

двофазної фільтрації в горизонтальних нафтогазових пластах узагальнено 

на випадок руху більш складної гетерогенної системи, що складається з 

водяної, нафтової та газової фаз. При цьому розроблені числові алгоритми 

розв’язання відповідних задач двофазної фільтрації (на побудову 

гідродинамічної сітки, відшукання поля насиченості, координат критичних 

точок типу «призупинки», фільтраційних витрат, часу повного заводнення 

тощо) модифіковано шляхом введення додаткових розрахункових 

процедур, що враховують сумісний рух трьох фаз та перераховують 

відповідні фільтраційні характеристики згідно з основними ідеями методу 

поетапної фіксації характеристик середовища та процесу. 

На цій основі розроблено комплексний підхід до математичного 

моделювання нелінійних процесів витіснення в нафтогазових пластах, 

обмежених еквіпотенціальними лініями та лініями течії за умов 

зворотнього впливу та розвинуто числові методи квазіконформних 

відображень розв’язання відповідних нелінійних крайових задач 

багатофазної фільтрації у тріщинувато-пористих середовищах. Проведено 

узагальнення запропонованої в [3-5] методики дослідження двохфазної 

фільтрації (що описувалася моделлю Баклея-Леверетта) на випадок 

неоднорідних нафтогазових пластів, за умов урахування капілярного 

ефекту та існування тріщин гідравлічного розриву. Зокрема, розроблено 

алгоритми розрахунку процесів багатофазної фільтрації у нафтогазових 

пластах за умов утворення додаткових фільтраційних впливів шляхом 

поповнення існуючого фонду свердловин, при цьому, проаналізовано і 

описано всі можливі випадки формування течії залежно від значень 

керуючого потенціалу та виділено «ключові» типи задач на знаходження 

тих його значень, які забезпечували б оптимізацію певних функціоналів 

(витрат, перетоків тощо), зокрема, з метою уникнення формування 



(значних по своїй площі) застійних зон. Розвинуто розроблені методи [2-4] 

комплексного аналізу математичного моделювання ізотермічної 

багатофазної фільтрації на випадок витіснення нафти теплоносієм з 

використанням технології термогравітаційного дренажу [1]. На основі 

методів квазіконформних відображень та поетапної фіксації характеристик 

середовища і процесу розроблено числовий алгоритм розв’язування 

відповідних задач на побудову гідродинамічних сіток, відшукання полів 

температури та насиченості, координат точок «призупинки», 

фільтраційних витрат, зон прогріву тощо. На основі комбінації і 

модифікації методів квазіконформного відображення та поетапної фіксації 

характеристик середовища і процесу розроблено підхід до розв’язання 

відповідних крайових задач. Побудовано методику комплексного 

моделювання двофазної фільтрації у просторово-викривлених пластах за 

умови неповного витіснення, оптимізації параметрів та керування. 

Створено програмний комплекс, що реалізує розроблені в роботі 

алгоритми, які є універсальними, зокрема, придатними для вирішення 

досить важливої технічної задачі сьогодення – розрахунку ефективності 

впливу гідравлічного розриву пласта на фільтраційні характеристики 

процесу витіснення. 
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РОЗДІЛ 1  
 

СУЧАСНИЙ СТАН ТА ТЕНДЕНЦІЇ РОЗВИТКУ МОДЕЛЮВАННЯ 
ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ ВИТІСНЕННЯ ПРИ РОЗРОБЦІ 

НАФТОГАЗОВИХ РОДОВИЩ   
 

У розділі наведено короткий огляд праць та аналіз проблем, що 

стосуються сучасного стану досягнень у сфері математичного 

моделювання процесів витіснення при розробці нафтогазових родовищ за 

умов збурення фільтраційної течії тріщинами гідравлічного розриву (ГРП). 

Представлено основні моделі процесів витіснення та числові методи 

комплексного аналізу розв’язання відповідних крайових задач. Здійснено 

загальну постановку завдань досліджень. 

 

1.1. Числові методи квазіконформних відображень розв’язання 

нелінійних фільтраційних задач у пористих середовищах  

Основоположником розвитку теорії фільтрації став видатний 

французький інженер Г. Дарсі, який досліджуючи рух рідин у пористих 

середовищах встановив і опублікував (у 1856 р.) лінійний закон фільтрації: 

k Iυ Φ= −
rr

, де υ
r

 – вектор швидкості фільтрації, I
r

 – вектор градієнта 

напору, kΦ  – коефіцієнт фільтрації [178]. Теоретичне дослідження закону 

Дарсі експериментально підтверджено його співвітчизниками Ж. Дюпюі та 

Уітейкером [181, 200].  

В сучасному трактуванні закон Дарсі має дещо модифіковану 

форму запису, в якій розділено вплив на процес витіснення властивостей 

пористого середовища і рідини, що рухається в ньому [22-27, 55, 150]: 

  k grad pυ
µ

= −
r

,  

де k  – коефіцієнт проникності середовища;  



µ  – динамічна в’язкість рідини;  

p  – тиск.  

У роботі розглянуто процеси витіснення у нафтогазовому пласті,  

обмеженому зовнішнім непроникним контуром ( L ), а також 

нагнітальними ( *L ) та експлуатаційними ( *L ) свердловинами за наявності 

тріщин гідророзриву ( zGλ , де λ  - кількість тріщин) скінченої проникності, 

тоді (1.1) матиме вигляд [64, 123, 129, 136, 155, 179, 196]:  

 l
l

l

k k gradpυ
µ
⋅

=
%r

,   

де lυ
r

 - швидкість фільтрації l -ої фази за умови, що 
1

0
l

i
i

div υ
=

=∑ r
,  

k ασ=  – коефіцієнт проникності середовища, α  - деякий 

емпіричний параметр, що визначається експериментально; 

σ  - коефіцієнт пористості середовища: 0σ σ=  - грунту, λσ σ=  - 

пористість λ -ої тріщини ГРП;  

( )l lk k s=% %  - відносні фазові проникності (є заданими функціями 

насиченості, температури, тощо, ( , , )ls s x y t=  - насиченість пласта l -ою 

фазою, 
1

1
d

l
l

s
=

=∑ );  

lµ  - в’язкість l -ої фази, яка залежить від насиченості, температури, 

вмісту інших хімічних елементів у середовищі. 

У більшості з випадків, цілісно дослідити процес витіснення, у 

такому пласті, та охарактеризувати взаємовплив самих свердловин – 

складно, тому під час розв’язування відповідних крайових задач обираємо 

деякий контур живлення (еквіпотенціаль) навколо свердловини, чи 

системи свердловин і проводимо дослідження у відповідному фрагменті 



пласта. Зокрема, така задача матиме самостійний характер у випадку 

витіснення рідких флюїдів із пласта законтурною водою.  

На початковому етапі досліджень, для більш детального 

представлення методології розв’язання відповідних крайових задач 

методами квазіконформних відображень та поетапної фіксації 

характеристик середовища і процесу, у роботі розглядається спрощений 

випадок: витіснення однофазної фільтрації (модель «різнокольорових» 

рідин), яку вперше запропонував у 1932 р. Герольд С. П. [63]. В рамках 

такої моделі область фільтрації повністю заповнена однорідною рідиною з 

незмінними характеристиками, наприклад, такими ж, як у витісняємій 

рідині - нафті. Термін «різнокольорові» рідини введено ще в роботах 

Голуб’євої О.В. [65], Данілова В. Л. [67, 68], Маскета М. [120, 121] та т. ін., 

де під різнокольоровими рідинами у них розуміються мічені частинки 

(уявним кольором), що є однаковими за своїм фізичними та механічними 

властивостями (густина, в’язкість тощо), тобто нема дійсного 

зафарбування (фактично простежується переміщення первісної межі 

розділу рідин при відомому поле тисків). Такий підхід значно спрощує 

алгоритм розв’язування відповідної задачі, який дозволяє встановити 

положення границі розділу рідин у різні моменти часу і відповідно 

місцезнаходження значних по своїй площі застійних зон (сильно-

насичених ділянок) та водонасичених ділянок, об’єму витісненого флюїду 

у пласті на протязі визначеного часу та відповідного об’єму, що 

залишається у пласті в довільний момент часу, зокрема, після припинення 

процесу витіснення.  

Задача про витіснення розглядалася ще в так званій «поршневій» 

постановці, напр., як у роботах [128, 133, 144, 163], згідно якої 

передбачалося повне витіснення нафти із пласта. Базуючись на ідеях 

закладених в поршневій моделі відповідну задачу досить часто вдається 



сформулювати як задачу з рухомою границею, припускаючи, що обидві 

рідини фізично не відрізняються. Однак поршнева модель у випадку 

однорідного пласта дуже спрощено відображає реальну картину розробки 

нафтових родовищ в умовах їх заводнення. Оскільки у припущенні 

однорідності пласта при використанні такої моделі спостерігається 

повністю безводний період розробки, що суперечить фактичним даним, 

згідно з якими існує досить довгий період, коли із свердловин відбирається 

як нафта так і вода. Варто також відмітити, що при цьому процес 

витіснення ніколи не буває повним, і в пласті утворюються значні по своїх 

розмірах зони сумісного руху декількох рідин.  

Пізніше такі вені як Buckley S.E., Leverett M.C. [171], Rappoport 

L.A., Leas W.I. [195] створили моделі багатофазної фільтрації – 

«різнофазних» рідин, де не відслідковується чітка межа між фазами, 

зокрема, ними вводиться залежність коефіцієнта фазової проникності від 

насиченості. У цих моделях спільним є те, що система рівнянь, яка описує 

двофазну фільтрацію складається з нелінійного гіперболічного рівняння 

для фазової насиченості і еліптичного рівняння для тиску 

(квазіпотенціалу). 

В подальшому у роботі, на основі теорії Баклея-Леверетта, 

розглядається процес витіснення багатофазної фільтрації, де рідини 

рухаються сумісно і незалежно одна від одної, так ніби границі між ними є 

твердими стінками. При моделюванні відповідних процесів потрібно 

враховувати особливості фільтрації рідин, що рухаються у пласті, та 

співвідношення їх в’язкостей для отримання адекватних прогнозів згідно 

обраної моделі. 

За останній період часу числовому розв’язуванню задач двофазної 

фільтрації присвячені роботи Колдоби А.В. [96-97], Коновалова А.Н. [102, 

103], Бомби А.Я., Ярощака С.В. [19, 23-27] та інших.  



Іншою достатньо розповсюдженою моделлю витіснення є модель 

Маскет-Леверетта, в якій, на відміну від моделі Баклея-Леверетта, 

враховуються капілярні сили і до системи рівнянь додається закон 

Лапласа. Подальшим дослідженням цієї моделі займалися такі вчені як 

Брусиловский А. И. [49], Васильев В. П. [56], Зубов Н. В., Марченко Н. А. 

[119], Монахов В. Н. [124] і багато інших. 

Наукові досягнення попередніх років у теорії фільтрації та розробці 

методів розв’язання відповідних задач знайшли відбиток в обширній 

науковій літературі, що широко застосовується як до задач нафтогазової 

промисловості, механіки ґрунтів, так і до проектування 

гідромеліоративних та гідротехнічних конструкцій. Це пов’язано, в першу 

чергу, з особливостями протікання відповідних процесів та введенням 

різного роду інженерних схематизацій об’єктів дослідження, що вимагало 

побудови якісних методів їх розв’язання. Розробці та розвитку методів 

розв’язання відповідних задач присвячено значну кількість праць як 

іноземних так і вітчизняних авторів, зокрема, варто відмітити праці 

Х. Азіза [1], А. Я.  Бомби [16-27], В. М. Булавацького [50], В. Я. Булигіна 

[51, 52], А. П. Власюка [59], В. С. Дейнеки [70-71], Л. М. Журавчак [75-77], 

Р. Коллінза [98], І. І. Ляшка [115–117], М.М. Максимова [118], 

А.Х. Мирзаджанзаде [122], Р. І. Нігматуліна [125, 126], 

В. Н. Ніколаєвського [130–132], В. Ф. Півня [137], Я. Д. П’янило [130], 

В. В. Скопецького [17-18, 22, 50], Р. Т. Фазлієва [152], Є. Я. Чаплі [159], 

І. А. Чарного [160] та ін. 

Павловським М.М. був запропонований точний теоретичний метод 

розв’язування плоских задач усталеної фільтрації − метод конформних 

відображень [135]. Даний метод використовували та розвивали далі у своїх 

роботах Лаврентєва М. А. [109-110], Лаврика В. І. [111–112], 

Полубаринова-Кочина П. Я. [138] та інші. 



Багато вчених вивчали та досліджували виникнення фільтраційних 

деформацій у ґрунті; основним фактором, що зумовлює їх появу, є 

градієнт напору. Однак, вплив деформацій ґрунту враховувався, у 

кращому випадку, формальним призначенням коефіцієнта фільтрації. У 

формулах для обчислення витрати, коефіцієнт фільтрації ґрунту, згідно з 

класичною теорією фільтрації, вважається сталою величиною [14-15, 95, 

104, 151]. Але, у випадках великих градієнтів напору (більших за критичні 

значення) навколо дрени (свердловини) відбуваються суфозійні 

деформації ґрунту (переміщення та зупинка дрібних частинок, 

переорієнтація у просторі частинок, які формують скелет тощо), що 

спричиняють зміну коефіцієнта фільтрації як в просторі, так і в часі, та 

суттєво впливають на водоприймальну спроможність дрен.  

В результаті проведених А.П.Іващенком та Б.П.Сидорчуком (за 

методикою і під керівництвом М.М.Хлапука та А.Я.Бомби) у 

гідротехнічній лабораторії Українського державного університету водного 

господарства та природокористування ряду експериментів на ґрунтових 

моделях було виявлено, що втрата фільтраційної міцності ґрунтів (яка 

призводить до зміни коефіцієнта фільтрації) в навколодренному 

середовищі відбувається при перевищенні діючими градієнтами 

допустимого (критичного) значення для даного ґрунту [86]. Характер і 

розвиток фільтраційних деформацій придренної зони визначається 

абсолютним значенням градієнтів, властивостями ґрунтів та конструкцією 

дренажу. З метою математичного моделювання такого роду процесів 

фільтрації, з урахуванням взаємовпливу градієнтів напору та коефіцієнта 

фільтрації, А.Я. Бомбою був розроблений підхід до розв’язування 

відповідних нелінійних крайових задач [18-19]. 

Така методика застосовується до розв’язування нелінійних 

обернених крайових задач на конформні та квазіконформні відображення 



при моделюванні процесів витіснення з урахуванням деформацій в 

пористих середовищах – довільних криволінійних чотирикутних областях, 

обмежених лініями течії та еквіпотенціальними лініями. Термін “обернена 

крайова задача” означає перехід від конформного відображення фізичної 

області zG  на відповідну область комплексного потенціалу Gω  до більш 

вигідного оберненого відображення zG Gω → . Задача на конформне 

відображення zG Gω→  ( zG Gω → ) є ще й оберненою задачею у 

традиційному розумінні (коли за додатковими відомостями про розв’язок 

задачі, знаходять ще й невідомі коефіцієнти, що входять у рівняння, 

граничні умови, тощо), адже при постановці крайової (фізичної) задачі в 

області Gω  невідомими є її параметри (напр., повна фільтраційна витрата). 

Основою розвитку ідей числових методів комплексного аналізу 

стали роботи [18-19, 54, 84] у яких проведено дослідження фільтраційних 

процесів витіснення в пористих середовищах – криволінійних 

чотирикутних областях складної геометрії, обмежених лініями течії та 

еквіпотенціальними лініями, з урахуванням взаємовпливу характеристик 

середовища та процесу. Використовуючи ідею поетапної параметризації 

характеристик середовища та процесу, розроблені нові ефективні 

алгоритми розв’язування відповідних крайових задач на конформні та 

квазіконформні відображення криволінійних чотирикутників на 

прямокутники, що описують процеси зворотного впливу градієнтів 

квазіпотенціалу (більших за їх критичні значення) на фільтраційні 

характеристики середовища. На основі побудованих розв’язків таких 

нелінійних задач, коли коефіцієнт фільтрації та компоненти тензора 

фільтрації залежать як від координат фізичної області фільтрації, так і від 

шуканих функцій течії, потенціалу та його градієнту досліджено характер 

формування збурених зон середовища. Отримано модельні співвідношення 



між характеристиками недеформівного середовища та середовища, що 

деформується під впливом гідродинамічної дії фільтраційного потоку. На 

основі проведених розрахунків встановлено, що врахування властивостей 

пористого середовища та впливу градієнтів потенціалу на процес 

фільтрації принципово змінює базові положення відомої у літературі 

методики оцінки фільтраційних характеристик ґрунтів. 

Відповідну методологію Д.О. Пригорницьким [16, 17, 19] 

перенесено на випадок фільтрації у багатозв’язних криволінійних 

областях. При цьому ним вирішено проблему врахування роздвоєння лінії 

течії при переході від багатозв’язної області фільтрації до однозв’язної. 

Розроблено нові ефективні числові методи та алгоритми розв'язування 

нелінійних обернених крайових задач на конформні та квазіконформні 

відображення для двозв’язних та тризв’язних областей на основі відомого 

методу почергової параметризації характеристик процесу та середовища 

при моделюванні суфозійних явищ у ґрунтах; отримано числові розв’язки 

задач із врахуванням фільтраційної деформації середовища при врахуванні 

взаємовпливу градієнту квазіпотенціалу та фільтраційних характеристик 

середовища, встановлено зони збурення вихідного потоку змінним 

коефіцієнтом фільтрації; вперше на основі результатів числових 

розрахунків встановлено співвідношення між характеристиками 

середовища і процесу до та після деформації (фільтраційна витрата, 

гідродинамічна сітка, коефіцієнт фільтрації, ін.) для випадків, коли 

фізична область фільтрації є багатозв’язною. 

Дослідження в теорії фільтрації по відношенню до проблем 

розробки нафтових та газових родовищ вперше було зроблено Л. С. 

Лейбензоном [116, 117]. Ним сформульовано задачі нестаціонарної 

фільтрації про стягування контуру нафтоносності при витісненні нафти 

водою та проведено дослідження по фільтрації газованих рідин. Задача про 



витіснення розглядалася в так званій «поршневій» постановці [116, 117], 

згідно якої передбачалося повне витіснення нафти із пласта. Базуючись на 

ідеях закладених в поршневій моделі відповідну задачу досить часто 

вдається сформулювати як задачу з рухомою границею [61, 85, 103]. 

Припускаючи, що обидві рідини фізично не відрізняються, отримуємо ще 

більш спрощену модель – модель різнокольорових рідин [77, 79, 189]. В 

цьому випадку компоненти швидкості є відомими функціями координат, 

які визначаються шляхом розв’язання відповідної стаціонарної задачі 

теорії фільтрації [154], і не потребують перерахунку з переміщенням 

невідомої границі, що значно спрощує алгоритм розв’язування відповідної 

задачі та зменшує час, затрачений на його виконання. Такого роду 

спрощення доцільно використовувати для початкової оцінки взаємодії 

системи «пласт-рідина», коли встановлено лише деякі її характеристики. 

Задачу відшукання положення невідомої границі (лінії) розділу різні 

автори вирішували по різному відштовхуючись від тих чи інших 

припущень [61, 78, 103]. Так у більшості випадків, вводячи рівняння лінії 

розділу в неявній формі ( , , ) 0s x y t = , вони приходили до деякого рівняння 

її руху 0s s dx s dy
t x dt y dt
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, де похідні координат x , y  по часу t  

пов’язані з компонентами швидкості фільтрації xυ , yυ  такими 

співвідношеннями: xdx
dt

υ
σ

= , ydy
dt

υ
σ

= , σ  – пористість середовища 

[3, 61, 77, 127, 128]. Використовуючи уже перетворене рівняння 

0s grads
t

σ υ∂
+ ⋅ =

∂
r

, знаходили нове положення границі розділу за 

елементарними переміщеннями вздовж нормалей до її попереднього 

положення. Враховуючи той факт, що рівняння руху є рівнянням 

конвективного переносу, та фізичну природу самого процесу [14, 200], 



згідно якої частинки переносяться, в загальному випадку, не вздовж 

нормалей, як було зазначено в роботах [61, 171, 179, 180], а вздовж 

траєкторій руху рідини – ліній течії, нове положення границі розділу слід 

шукати за переміщеннями вздовж ліній течії, а не вздовж нормалей. 

Однак, як відомо [154], поршнева модель у випадку однорідного 

пласта дуже спрощено відображає реальну картину розробки нафтових 

родовищ в умовах їх заводнення. В припущенні однорідності пласта при 

використанні такої моделі спостерігається повністю безводний період 

розробки, що суперечить фактичним даним, згідно з якими існує досить 

довгий період, коли з свердловин відбирається як нафта так і вода. Варто 

також відмітити, що при цьому процес витіснення ніколи не буває повним, 

і в пласті утворюються значні по своїх розмірах зони сумісного руху 

декількох рідин.  

Вивченню фільтрації в зоні сумісного руху при витісненні нафти 

водою дали поштовх роботи американських дослідників Маскета [127], 

Леверетта [199], Баклея [189] та ін. Розвиток вітчизняного напрямку 

відповідного дослідження покладено роботами Г. К. Максимовича [123], 

Г. А. Бабаляна, В. М. Баришева, Е. І. Ібрагімова [7]. 

Однією із розповсюджених моделей, яка враховує сумісний рух 

рідин є модель Баклея-Леверетта [98, 105, 106, 109, 209], що описує процес 

фільтрації за умови відсутності капілярного ефекту, який, проте, в деякій 

мірі враховується неявно кривими фазової проникності. Згідно з цією 

моделлю, система рівнянь, що описує двофазну фільтрацію складається з 

нелінійного гіперболічного рівняння для фазової насиченості і еліптичного 

рівняння для тиску (квазіпотенціалу) [101, 102]. Варто також відмітити, що 

у зв’язку із нехтуванням капілярного ефекту для розв’язку гіперболічного 

рівняння відносно насиченості характерно існування скінченного розриву. 

 



1.2. Огляд праць сучасного стану та тенденцій розвитку моделювання 

процесів витіснення за наявності тріщин гідророзриву 

На практиці нафтогазовидобувної промисловості широкого 

застосування набуває новий механічний метод розробки родовищ такий як 

гідравлічний розрив пласта.  

 
Рис. 1.1. Нафтогазове родовище [170] 

Вперше він був проведений у нафтогазових пластах на території 

США у 1947 р., завдяки якому утворюються високопровідні тріщини 

гідророзриву, що дозволяють значно збільшити дебіт свердловин. Такі 

вчені як Баренблатт Г.И., Єнтов В.М. [8], Желтов Ю.П. [74], Geertsma J. 

[184], Perkins T.S. і Kern L.R. [192-193] створили перші теоретичні моделі 

дослідження процесу фільтрації у горизонтальному пласті з урахуванням 

впливу тріщин ГРП. Математичне моделювання процесу витіснення після 

проведення процедури ГРП базується на фундаментальних законах 

термодинаміки, фільтрації, фізики нафтогазоносних пластів. Вперше 

процес витіснення до свердловини, розкритої тріщиною ГРП необмеженої 

довжини, в умовах стаціонарної фільтрації вивчався М. Маскетом [120], 

який в залежності від співвідношення коефіцієнтів проникності пласта і 



тріщини та її ширини отримав розподіл тиску та ліній течії із плата до 

тріщини. Необхідність оцінки ефективності гідравлічного розриву пласта 

викликали появу нових методів дослідження роботи свердловин розкритих 

тріщинами, відповідні рівняння описані, зокрема, у працях [105, 113, 118]. 

Аналітичне вираження для розрахунку фільтрації однорідної рідини 

до свердловини із тріщиною ГРП від зовнішнього контуру живлення 

вперше отримано М. І. Швідлером [162], при чому ним приймались різні 

припущення щодо відношення коефіцієнт проникності пласта і тріщин 

ГРП, одне з яких це те, що тріщини є нескінченно проникними 

(ідеальними, тому тиск на контурі тріщини сталий і дорівнює забійному). 

Пізніше Р.Д. Канєвскою [90-94] було представлено аналітичні 

розв’язки задач фільтрації до тріщин гідророзриву в неоднорідних та 

анізотропних пластах. Нею досліджувався вплив тріщин гідророзриву не 

тільки на продуктивність окремих свердловин, а й на розробку покладів в 

цілому, зокрема, проблеми інтерференції свердловин із тріщинами ГРП на 

них, обводнення свердловин після проведення гідророзриву.  

Далі в роботах [85, 141, 168] проводилось математичне 

моделювання процесу витіснення у випадку існування тріщин 

гідророзриву скінченої проникності заповнених пропантом. Із припущень, 

що течія в горизонтальній тріщині радіальна, а у вертикальній – плоско-

паралельна, Ю.М. Шехтманом [164] отримано розподіл тиску у пласті, в 

центрі якої розміщена свердловина із горизонтальною чи вертикальною 

тріщиною ГРП. Запропонована гіпотеза характеру течії у тріщині 

дозволила сформулювати граничні умови для задачі дослідження 

фільтрації в пласті та розв’язувати її незалежно від розподілу швидкості 

течії у тріщині. В результаті чого виявилося, що заповнення тріщини 

пропантом призводить до зменшення дебіту свердловини приблизно на 25 

%. У процесі досліджень ним розраховувався розподіл тиску в обох 



суміжних областях: у пласті та тріщині. У результаті чого підтвердилося, 

що ефект тріщин гідравлічного розриву суттєво залежить від значення 

коефіцієнта проникності пропанта та розмірів самої тріщини. Такими 

вченими як В. В. Кадетом, В. І. Сіляковим [89], M. Prats [194], досліджено 

граничні параметри тріщин ГРП, перевищення яких не призводить до 

збільшення коефіцієнта продуктивності експлуатації свердловин. В роботі 

А. Ф. Зазовського, Г. Т. Тодуа [78] показано, що створювати дуже 

протяжні тріщини не завжди ефективно, так як фільтраційний потік в 

тріщину при її великому гідравлічному опорі локалізується близько 

свердловини, а віддалена частина тріщини не впливає на значення 

коефіцієнта продуктивності. 

Відома проблема видобутку нафти з високим коефіцієнтом в’язкості 

(наприклад, природних бітумів та т.ін.), зокрема, такі вчені як Алішаєв 

М. Г. [3], Аметов И.М. [4], Ахмадишин Р.З. [7], Габриелов JI.B. [60], 

Кондрат Р.М. [99-101], Briggs P.J., Wright M.S. [170] розробляли нові 

методи та технології підвищення коефіцієнта нафто вилучення у 

відповідних родовищах. Кондратом О.Р. було виявлено, що ефективною, 

для підтримки пластового тиску та покращення реологічних властивостей 

флюїдів, є технологія нагнітання в пласт різних робочих агентів, зокрема, 

теплоносіїв. При цьому, за рахунок перенесення течією тепла здійснюється 

розігрів зон пласта між свердловинами в зв’язку з чим знижується 

в’язкість нафти в цих зонах і, тим самим, забезпечується гідродинамічний 

зв'язок між ними.  

При проведенні процесу витіснення у важкопроникних пластах, 

зокрема сланцевих осадових породах, досить ефективно застосовувати 

метод інтенсифікації гідравлічного розриву пласта, який об’єднує тріщини 

та мікротріщин, що пронизують пласт, в деревовидні структури тим самим 

розширюючи зону впливу, що дренується свердловиною [61, 134]. Однак у 



деяких випадках використовують також вибухові технології [58, 85, 87, 

108], які завдяки своїй потужності та миттєвій дії, значною мірою є 

ефективними. Деякі задачі збурення плоского фільтраційного потоку 

тріщинами різного походження розглядались також у роботах [66, 107, 

157, 158]. 

Проектування тріщин гідророзриву з метою досягнення 

максимального дебіту експлуатаційних свердловин вимагає детального 

вивчення різних параметрів як тріщин так і пластової системи. Як було 

доведено вченими, зокрема, Economides M.J., Nolte K.G. [165, 182], Elbel 

J.L. [183], збільшення довжини та провідності тріщин не призводить до 

пропорційного зростання фільтраційної витрати свердловин. Враховуючи 

значення сталого коефіцієнта провідності тріщини ГРП, можна визначити 

граничне значення її довжини, збільшення якого практично не призводить 

до приросту дебіту і навпаки: для тріщин усталених розмірів збільшення її 

коефіцієнта провідності також дає незначний ефект. Не менш важливим 

фактором, що впливає на вибір оптимальних розмірів тріщини 

гідророзриву, являється розміщення свердловин та орієнтація тріщин 

відносно них. Такі вчені як Lacy L.L. [188], Malekzadeh D., Khan F.U., Day 

J.J. [189] досліджували орієнтацію протяжних тріщин, довжина яких за 

розмірами наближається до значення відстані між свердловинами, з метою 

уникнення передчасного обводнення експлуатаційної свердловини. 

D.N. Meehan [190] вивчав вплив неоднорідності пласта на оптимізацію 

довжини тріщин і розміщення свердловин у пласті. 

Не менш важливим є дослідження процесу витіснення в 

неоднорідних середовищах, зокрема, Chen C.-C., Raghavan R. [189], Chu W. 

[174], Cinco-Ley H. [175] проаналізували вплив наявності тріщини ГРП на 

фільтраційно-ємкісні характеристики пласта у випадку розміщення 

видобувної свердловини у низькопроникній ділянці пласта, при цьому 



тріщини виходять за межі включення, або повністю належать йому. Такі 

включення невеликих розмірів можуть характеризувати забруднюючу 

ділянку у привибійній ділянці свердловин. M. Prats [194] розглядав задачу 

стаціонарної фільтрації з урахування впливу тріщин ГРП нескінченної 

проникності, що розміщені в забрудненій зоні свердловини. Розрахунки 

показали, що наявність забрудненої зони практично не призводить до 

зменшення ефективного радіуса свердловини із утвореною на ній 

тріщиною ГРП.  

При оптимізації параметрів та розміщення тріщин гідророзриву необхідно 

враховувати, окрім фільтраційних властивостей пласта, ще й технологічні 

обмеження щодо створення самих тріщин (в’язкість рідини, концентрацію 

пропанта тощо). Математичне моделювання та детальний гідродинамічний 

аналіз ділянки пласта в цілому дозволяють проаналізувати вплив 

розподілу неоднорідності пласта та розміщення системи нагнітальних та 

видобувних свердловин, визначити параметри та оптимальне розміщення 

тріщин ГРП. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



РОЗДІЛ 2  

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОДНОФАЗНОЇ ФІЛЬТРАЦІЇ У 

НАФТОГАЗОВИХ ПЛАСТАХ 

У розділі, на основі ідей методів квазіконформного відображення та 

поетапної фіксації характеристик середовища і процесу, розроблено новий 

підхід до моделювання нелінійних процесів витіснення в горизонтальних 

нафтових пластах з урахуванням збурень фільтраційної течії включеннями 

скінченної проникності типу призупинених свердловин, тріщин 

гідравлічного розриву пласта, малопроникних зон. Розроблено числові 

алгоритми розв’язання відповідних крайових задач, зокрема, розрахункову 

процедуру обчислення коефіцієнта проникності привибійної зони 

свердловин нафтового пласта, з урахуванням відомого дебіту 

експлуатаційної свердловини. На основі чого створено програмні засоби 

комп’ютерної їх реалізації що дозволяють визначати, зокрема, моменти 

часу прориву витісняючої рідини до експлуатаційної свердловини та 

повного її обводнення, координати критичних точкок типу «призупинки» 

та значень квазіпотенціалу у них, положення границі розділу рідин у різні 

моменти часу, значення загальної фільтраційної витрати на 

експлуатаційній свердловині, частки у ній витісненого флюїду, об’єму, що 

залишається у пласті в довільний момент часу, зокрема, після припинення 

процесу витіснення, а також відшукання місцезнаходення значних по своїй 

площі застійних зон (із відповідною вмістимістю нафти). 

2.1 Моделювання нелінійної фільтрації у низькопроникних 

продуктивних пластах 



До перспективних напрямків підвищення обсягів видобутку 

вуглеводнів відносять ресурси сланцевих товщ Львівсько-Волинського 

вугільного басейну, палеогенових сланців Болтиської западини 

Українського щита і т. ін., які вміщують значні об’єми газу. Водночас з 

цим виникає проблема їх економічно вигідної (прибуткової) експлуатації, 

що пов’язана в першу чергу із низькою проникністю та дрібнозернистістю 

цієї скелясто-осадової породи пронизаної слаборозвинутими системами 

тріщин, в яких і міститься газ.  

Враховуючи особливості структурної будови сланцевих порід 

доцільне використання технологій розробки родовищ, які спрямовані на 

об’єднання наявних макро- і мікротріщин в єдину деревоподібну систему,  

основою якої є стовбури вертикальних або похилих свердловин з штучно 

утвореними тріщинами гідравлічного розриву пласта (ГРП). Досвід 

видобутку вуглеводнів із сланців у США показав, що із них, окрім газу, 

також досить успішно можна видобувати нафту, з тією лише відмінністю, 

що горизонтальний стовбур експлуатаційної свердловини повинен 

розташовуватись на рівень глибше від залягання більш важчих, ніж газ, 

конденсату і нафти [1]. 

Окрім вибору ефективних методів розробки родовищ з 

низькопроникними продуктивними пластами, виникає проблема створення 

адекватних математичних моделей фільтраційних процесів у складних 

геологічних умовах для різних законів фільтрації:  
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полігонний [3] 

0

0

1 , ,

, , 1 ;

k p p
p

k p p

βµ
β

µυ
µβ µ

µ ν

  
− − ∇ ∇ ≥   ∇  = 
− ∇ ∇ ≤ = −

r
 

В. Хеега [3] 
pk p

p
υ

µ β
∇

= − ∇
+ ∇

r ; 

гіперболічний [4] ( )2 2( )k pp
p

υ β β
µ

∇
= − + ∇ −

∇
r

; 

М.Г. Алішеєва [5] 
, ,

0, ;

k p p

p

β
µυ

β

− ∇ ∇ >= 
 ∇ ≤

r
 

двочленний [6] p
k u
µ ρυ υ υ∇ = − −

r r r
; 

С.А. Христиановича [4] ( )p υυ
υ

∇ = −Φ
rr
r , 

де υ
r

– швидкість фільтрації; µ , ν  – в’язкість відповідно при великих і 

малих градієнтах тиску p∇ ; β  – початковий градієнт тиску; ,k u  – 

коефіцієнт проникності і деякий параметр пористого середовища; ρ  – 

густина; Φ  – задана функція. 

З використанням ідей поетапної фіксації характеристик процесу і 

середовища запропонована методологія математичного моделювання 

витіснення флюїдів з осадових порід у складних геологічних умовах, коли 

за умов квазістаціонарності фільтрації  процес витіснення описується 

спеціальним чином модифікованим законом Дарсі з початковим 

градієнтом. 



Розглянемо модельну задачу нелінійного витіснення флюїду із 

пласта zG , що експлуатується однією свердловиною в умовах 

інтенсифікації припливу рідини до неї з використанням технології ГРП.  

Для математичної постановки задачі фільтрації рідин у пористому 

середовищі запишемо рівняння нерозривності та рівняння руху у зонах 

підвищеної проникності – тріщинах ГРП та в частині пласта без тріщин у 

вигляді [7–10] 

 0divυ =
r

, ( , )krI I gradυ χ ϕ=
r

, ( , ) zx y G∈  (1) 

за відповідних умов на контурах пласта 
* *=Lϕ ϕ , *

*
L

ϕ ϕ=  та умов 

неперервності потоку і тиску (квазіпотенціалу) при переході через границі 

тріщин ГРП. Тут 2 2| | x yI gradϕ ϕ ϕ= = +  – модуль градієнта 

квазіпотенціалу ϕ  швидкості фільтрації ( )( , ), ( , )x yx y x yυ υ υ=
r

; 

{ }* *: ( , ) 0L z f x y= = , { }* *: ( , ) 0L z f x y= =  – контур живлення та контур 

свердловини відповідно; χ  – коефіцієнт, що характеризує проникність 

породи в ускладнених геологічних умовах фільтрації і визначається за 

співвідношенням 

 
( ),

( , ) 1
0,

kr kr
kr

kr

F I I I IkI I
I I

χ
µ
 − > 

= +  ≤ 
,  (2) 

де µ  – в’язкість флюїду, F  – задана монотонно зростаюча функція, krI  –

початковий градієнт квазіпотенціалу. Відзначимо також, що потенціал ϕ  
пов'язаний з тиском в пласті формулою Лейбензона [11], а всі приведені в 

роботі величини вимірюються в системі погоджених одиниць Сі. 

Для спрощення викладок зупинимось на радіальній течії. 

Використаємо метод збурення початкового розподілу величин (0) ( )rϕ ϕ= , 



(0) ( )I I r= , (0)Q Q=  та (0)
c cr r= ( Q  – дебіт свердловини), які 

характеризують процес витіснення і отримуються із розв’язку відповідної 

задачі в недеформованому пласті: 

            ( )(0) 0
d rd r

dr dr
ϕ

χ
 

= 
 

, 0 0r r R≤ ≤ , ( ) *
0rϕ ϕ= , ( )0 *Rϕ ϕ= ,              (3) 

 (0)
*

0

( ) ln rr
R

ϕ ϕ η= + , (0) ( )I r
r
η

= , (0) (0)2Q πχ η= , (0)
c

kr

r
I
η

= , (4) 

де 0r , 0R  – відповідно радіуси свердловини та контура живлення; 

*
*

0 0ln r R
ϕ ϕ

η
−

= ; (0)= kχ χ
µ

= ; (0)
cr  – початкове наближення величини cr , що 

ділить пласт на збурену [ ]0 , cr r  і незбурену [ ]0,cr R  зони.  

З урахуванням розв’язку (4) задачі (3) перепишемо рівняння (1) у 

вигляді 

 ( )
( , ) 0kr

d rd I I r
dr dr

ϕ
χ

 
= 

 
, 0 0r r R≤ ≤ , (5) 

побудуємо його розв’язок за умов ( ) *
0rϕ ϕ= , ( )0 *Rϕ ϕ=  на відповідних 

контурах області пласта, використовуючи ідеї поетапної фіксації 

характеристик середовища і процесу [9, 10]. З ітераційної корекції 

розв’язку задачі (3) при k idem=  та ( ) ( )kr krF I I I Iα− = −  одержимо: 

 ( )( ) ( )(1)
1(0)1 0kr

d rd k I I r
dr dr

ϕ
α

µ
 

+ − =  
 

, (0)
0 cr r r≤ ≤ , 

 
( )(1)

2 0
d rd k r

dr dr
ϕ

µ
 

=  
 

, (0)
0cr r R≤ ≤ , 

 (1) *
1 0( )rϕ ϕ= , (1)

2 0 *( )Rϕ ϕ= , [ ] (0)( ) 0
cr r

rϕ
=

= , [ ] (0) 0
cr r

υ
=

= .  

Тоді перше наближення розв’язку матиме вигляд: 



 

( )(0)
0 0(1) * (0) (0)

1 0(0)
(1)

(1) (0) (0)
2 * 0

0

( ) ( ) ln , ,
( )( )
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I r r r
r r r r r

I r r rr
rr I r r r R

R

α
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(0)(1)
(1) (0)1
1 0(1) (0)

(1)

(0)(1)
(1) (0)2
2 0

(1 ) ( )
, ,

( )
(1 ) ( )

, ,

kr c
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kr c
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I rdI r r r
d dr I r r rI

dr I rdI r r R
dr r

αϕ
ϕ α

αϕ

 − Φ
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 (1) (0)2 (1 ) ( )kr c
kQ I rπ α

µ
= − Φ , 

(0)
(1) (1 ) ( )kr c

c
kr

I r
r

I
α− Φ

= , 

де 
*

*

0

0

( )
(1 ) ln ln (1 )kr kr kr

r
rrI I I

R r

ϕ ϕ

α α α

−
Φ =

 − + + − 
 

.  

Аналогічну форму запису маємо і у загальному випадку для 

пошуку n –го наближення: 

( )( ) ( )( )
1( 1)

21 0
n

n
kr

d rd k I I r
dr dr

ϕ
α

µ
− 

+ − =  
 

, ( 1)
0

n
cr r r −≤ ≤ , 

 
( )( )

2 0
nd rd k r

dr dr
ϕ

µ
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, ( 1)
0

n
cr r R− ≤ ≤ , 
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1 0( )n rϕ ϕ= , ( )

2 0 *( )n Rϕ ϕ= , [ ] ( 1)( ) 0n
cr r

rϕ −=
= , [ ] ( 1) 0n

cr r
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( )( 1)
0 0( ) * ( 1) ( 1)

1 0( 1)
( )

( ) ( 1) ( 1)
2 * 0

0
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( )( )
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n kr c

n n n
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I r r r
r r r r r

I r r rr
rr I r r r R
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α
ϕ ϕ

αϕ
ϕ ϕ α

−
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 = + − Φ ≤ ≤

 



 

( 1)( )
( ) ( 1)1
1 0( ) ( 1)

( )

( 1)( )
( ) ( 1)2
2 0

(1 ) ( )
, ,

( )
(1 ) ( )

, ,

nn
n nkr c

cn n
n kr c

nn
n nkr c

c

I rdI r r r
d dr I r r rI

dr I rdI r r R
dr r

αϕ
ϕ α

αϕ

−
−

−

−
−

 − Φ
= = ≤ ≤ − += = 

− Φ = = ≤ ≤

 

 ( ) ( 1)2 (1 ) ( )n n
kr c

kQ I rπ α
µ

−= − Φ , 
( 1)

( ) (1 ) ( )n
n kr c

c
kr

I r
r

I
α −− Φ

= ,  

де 2,3,...n = .  

Згідно побудованої моделі ( * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0 0.1r = , 0 100R = , 

140.1 10k −= ⋅ , 40.1 10µ −= ⋅ , 0.0048krI = , 10α = ) прослідкуємо 

стабілізацію величин ( ) ( )n rϕ ϕ= , ( ) ( )nI I r=  залежно від n . На рис. 1 

показано розподіл квазіпотенціалу ( )rϕ ϕ=  і величини градієнта ( )I I r=  

для різних n . Було помічено, що вже на ітераційному кроці 10n =  процес 

уточнення величин ( ) ( )n rϕ ϕ= , ( ) ( )nI I r=  можна припиняти. 

 ϕ

r

)à )á

r

I

 
Рис.1. Розподіл величин квазіпотенціалу (а) та його градієнта (б) на 

ітераціях 0n = , 1n = , 2n = , 10n =   

 



При цьому отримано значення дебіту експлуатаційної 

свердловини, що становить (10) -101.68 10Q Q≈ = ⋅ , а також визначено радіус 

(10) 55.438c cr r≈ =  впливу критичного градієнту, що в свою чергу дозволяє 

оцінити можливий об’єм зони дренування, де [ ]0 , cr r r∈ . 

У випадку наявності у пласті кругової тріщини ГРП (рис. 2) 

коефіцієнт ( , )k k x y=  матиме вигляд: 1 1

2 1

, ( , ) ,
, ( , ) \ ,z

k x y D
k

k x y G D
∈

=  ∈
де 1D  – 

ділянка пласта, що відповідає тріщині; 1,k  2k  – коефіцієнти проникності, 

відповідно, тріщини і пласта без тріщини. 

 
 

x

y

0R

0r

kr

 
Рис. 2. Круговий пласт з тріщиною гідророзриву 

 

Аналогічно до вищерозглянутого випадку (пласта без тріщин) 

побудуємо  нульове наближення фільтраційних характеристик для 

недеформованого пористого середовища та існування тріщини ГРП, як 

розв’язок наступної системи диференціальних рівнянь за відповідних 

граничних умов: 
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dr dr
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і отримаємо, що 
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+
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Далі вважатимемо, що ( )kr kI I r>  (випадок ( )kr kI I r<  

досліджується аналогічно) і тоді  
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Перше наближення розв’язку задачі інтенсифікації припливу 

рідини до експлуатаційної свердловини має вигляд:  
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Аналогічну форму запису маємо і у загальному випадку для n  –го 

наближення: 
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де 2,3,...n = . 

Для дослідження впливу ГРП на приплив рідини до 

експлуатаційної свердловини порівняємо результати отримані згідно 

побудованої математичної моделі процесу витіснення без врахування 

тріщини ГРП та моделі з тріщиною при таких її параметрах: * 0ϕ = , 

* 1ϕ = , 0 0.1r = , 0 100R = , 10kr = , 140.1 10k −= ⋅ , 1 10k k= , 2k k= , 



40.1 10µ −= ⋅ , 0.0048krI = , 10α = . Прослідкуємо також стабілізацію 

величин ( ) ( )n rϕ ϕ=  та ( ) ( )nI I r=  зі збільшенням n .  

На рис. 3 показано розподіл квазіпотенціала ( )rϕ ϕ=  та величини 

його градієнта ( )I I r=  на етапах їх стабілізації. При цьому отримано 

значення дебіту експлуатаційної свердловини з тріщиною ГРП 
(10) -102.45 10Q Q≈ = ⋅ , який перевищує отримане вище значення дебіту у 

випадку відсутності тріщини. Помічено значне збільшення радіусу 
(10) 80.959c cr r≈ =  зони впливу критичного градієнту, що призводить до 

збільшення зони дренування пласта експлуатаційною свердловиною.  
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Рис. 3. Розподіл величин квазіпотенціалу (а) та градієнта квазіпотенціалу 

(б) на етапах 0n = , 1n = , 2n = , 10n =  їх стабілізації 

На рис. 4 показано розподіли квазіпотенціалу і величини його 

градієнта в пласті з тріщиною ГРП та без неї. 
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Рис.4. Розподіл величин квазіпотенціалу (а) та градієнта квазіпотенціалу 

(б) в пласті з тріщиною ГРП та без неї 

 

Таким чином, модифікований у вигляді (1) і (2) закон Дарсі з 

початковим градієнтом тиску допускає в умовах квазістаціонарності з 

використанням поетапної фіксації характеристик процесу і середовища 

моделювати нелінійну фільтрацію флюїдів в низькопроникних 

продуктивних пластах. Це дозволяє оцінювати ефективність використання 

тих або інших технологій інтенсифікації видобутку вуглеводнів у складних 

геологічних умовах. 

2.2 Математичне моделювання процесу витіснення нафти 

законтурною водою з урахуванням включень скінченної 

проникності  

Розглянемо модельну задачу на еволюцію (рух) границі розділу tR  

двох різнокольорових рідин [2, 29, 197], за умов їх не змішування, коли 



«витісняєма» (пластова) і «витісняюча» рідини характеризуються одними і 

тими ж властивостями (описуються одними і тими ж рівняннями; 

відрізняються лише уявним кольором, що не впливає на параметри, грубо 

кажучи «нафта» витісняється «нафтою»), в пласті zG  ( z x iy= + ), 

обмеженому контуром живлення *L  та контуром експлуатаційної 

свердловини *L  (рис. 2.1). Для зручності викладок, на початковому етапі 

застосуємо найпростіший із законів витіснення: закон Дарсі та рівняння 

нерозривності течії, які моделюють даний процес, представимо  відносно 

квазіпотенціалу швидкості фільтрації ( , , ) ( , , )x y t p x y t pϕ ϕ= = − + % (тут 

( , , )p x y t  – тиск у точці ( , )x y  в момент часу t , p% – деяке характерне його 

значення) [19]:  k gradυ ϕ=
r

, 0divυ =
r

, тоді k  - коефіцієнт проникності 

середовища: 0k k= - грунту, k kλ=  - проникність λ -ої тріщини ГРП. 
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Рис. 2.1. Горизонтальний пласт за умов існування тріщин ГРП та 

відповідна область комплексного квазіпотенціалу 

Аналогічно до [23], ввівши функцію течії ( , )x yψ ψ=  комплексно 

спряжену до ( , )x yϕ ϕ=  та здійснивши умовний розріз Ã області zG  

вздовж лінії розділу течії, що визначається точками * * *( , )A B x y L= = ∈  та 

* * *( , )C D x y L= = ∈ , задача на побудову гідродинамічної сітки, 



відшукання фільтраційної витрати 
*

y x
L

Q dx dyυ υ= − +∫С  та інших 

характерних фільтраційних параметрів зводиться до задачі 

квазіконформного відображення ( ) ( ) ( ), ,z x y i x yω ω ϕ ψ= = +  [18], 

утвореної при цьому однозв’язної області 0 \ Ãz zG G=  на відповідну 

прямокутну область комплексного квазіпотенціалу { :Gω ω=  * ,ϕ ϕ ϕ∗ < <  

}0 Qψ< < : 

 0( , ) ,   ( , ) ,  ( , ) ,zk x y k x y x y G
x y y x
ϕ ψ ϕ ψ∂ ∂ ∂ ∂
= = − ∈

∂ ∂ ∂ ∂
(2.1) 

 *
*

*
* ,  ,  0,  ,L L AD BC Qϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψ= = = = (2.2) 

 [ ] [ ]0, 0,
z z

nG Gλ λϕ υ
∂ ∂

= = (2.2*) 

де [ ]
zGλ∂

•  – стрибок відповідної функції на контурі zGλ∂ . 

Границя розділу tR  двох різнокольорових рідин визначається 

наступним рівнянням з відповідними умовами [19]: 

 0grad
t
ςσ υ ς∂
+ ⋅ =

∂

r
, 

*
1Lς = , 

0
( , , ) 0t tx y tς

=
= .(2.3) 

Через геометричну складність області 0
zG  та тривіальність 

відповідної їй області комплексного квазіпотенціалу Gω  ми 

розглядатимемо замість прямої задачі на квазіконформне відображення 
0
zG Gω→  обернену до неї:  

 ( ), , , ,y x x yk k Gω
∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ψ
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

= = − ∈ (2.4) 

 * * *( ( , ), ( , )) 0,f x yϕ ψ ϕ ψ =  * * *( ( , ), ( , )) 0,f x yϕ ψ ϕ ψ =  0 ,Qψ≤ ≤   

 ( ,0) ( , ),x x Qϕ ϕ=  ( ,0) ( , ),y y Qϕ ϕ=  *
* ,ϕ ϕ ϕ≤ ≤   



( ) ( ), , 0,  
G G

x yλ λ
ω ω

ϕ ψ ϕ ψ
∂ ∂

= =      

2 2

cos( , ) 0,

G

k y x n
J

λ
ω

υ
ψ ψ

∂

    ∂ ∂ + =    ∂ ∂    

r r   

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

,(2.7) 

де *f , *f  – задані функції, що визначають контури відповідно *L , *L . 

Маючи характеристичну функцію течії ( )z z ω=  та виділивши її 

дійсну і уявну частини Re ( )x z ω= , Im ( )y z ω= , знаходимо поле 

швидкості, компоненти якої визначаємо такими співвідношеннями: 

( )( , ), ( , ) ( , )
( , )x

k x y y
J
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψυ

ϕ ψ ψ
∂

=
∂

, 
( )( , ), ( , ) ( , )

( , )y

k x y x
J
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψυ

ϕ ψ ψ
∂

= −
∂

, де 

( , )J x y x yϕ ψ ψ ϕϕ ψ ′ ′ ′ ′= − . З урахуванням вищеописаного, задачу (2.3) 

перепишемо так: 

 
2

t k
ς υ ς

σ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

(2.8) 

 * *( ( , ), ( , ), ) 1x y tς ϕ ψ ϕ ψ = , 0( ( , ), ( , ), ) 0x y tς ϕ ψ ϕ ψ = ,  

 0 Qψ≤ ≤ , *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ . (2.9) 

Інтегруючи відповідне (2.8) характеристичне диференціальне 

рівняння 2

dt d
k

ϕ
σ υ

= , знайдемо час t  проходження частинкою шляху від 

точки * 0( , )ϕ ψ  до біжучої точки 0( , )ϕ ψ  уздовж відповідної лінії течії 

0( , )x yψ ψ= : 

 
*

2
0 0 0Ô( , ) ( ( , ), ( , ))

def
t k x y d

ϕ

ϕ

ϕ ψ σ υ ϕ ψ ϕ ψ ϕ−= = ∫ % % %,(2.10) 



де *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ . Використовуючи (2.10), знаходимо положення лінії розділу 

Ô( , ) tϕ ψ =  різнокольорових рідин в довільний фіксований момент часу 

t t= , зокрема, час початку та повного заводнення експлуатаційної 

свердловини, відповідно *
min = Ô( , )t ϕ ψ =  

[ ]
*

0,
min Ô( , )

Qψ
ϕ ψ

∈
= , 

*
max = Ô( , )t ϕ ψ =  

[ ]
*

0,
max Ô( , )

Qψ
ϕ ψ

∈
= .  

 Для обчислення наближеного об’єму добутої нафти в довільний 

фіксований момент часу t t= , в результаті розв’язку рівняння 
*Ô( , ) tϕ ψ =  ( 0 Qψ≤ < , min maxt t t< < ) знаходимо відповідні точкам N

%
, 

N% перетину даної лінії розділу течії із контуром експлуатаційної 

свердловини (рис. 2.2.), що ділять його на ділянки поступання нафти та 

води, відповідно, значення ( )tψ ψ=
%

, ( )tψ ψ= % . Тоді дебіт відбору нафти 

у даний момент часу становитиме: ( ) ( )( )( )нQ t t tψ ψ= − ×%
%

 

*
y x

L

dx dyυ υ× − +∫С ( ) ( )( )t t Qψ ψ= − ⋅%
%

. Звідси шуканий об’єм добутої нафти з 

пласта від початку витіснення до моменту 

часу t t=  визначається за формулою: 

0

( ) ( ) 
t

âí í
t

V t Q t dt= ∫ % %. Тоді як об’єм нафти, 

що міститься у ньому до початку 

витіснення визначається: íV V σ= ⋅ , де V  

- обем досліджуваного пласта. Таким 

чином, залишок нафти у відповідний 

момент часу наближено обчислимо за 

формулою:  ( ) ( )çë í âíV t V V t= − .   



Для побудови різницевого аналогу поставленої задачі введемо в 

області Gω  рівномірну ортогональну сітку {( , ) :i jGγ
ω ϕ ψ=  *i iϕ ϕ ϕ= + ∆ , 

де 
*

*

n
ϕ ϕ

ϕ
−

∆ =  при 0,i n= ; j jψ ψ= ⋅∆ , де Q
m

ψ∆ = , при }0,j m= , де 

 ,n m∈N – параметри розбиття області комплексного квазіпотенціалу, ϕ∆ , 

ψ∆  – кроки сітки відповідно по змінним ϕ  та ψ . 

Рівняння (2.7) у середині сіткової області Gω  та розрізі Ã , крайові 

умови та умови періодичності з додатковими умовами для граничних та 

приграничних вузлів (умови ортогональності) апроксимуємо наступним 

чином [142, 199]: 

1, , , , 12
1 , 1 , 1 , , 1, ,

1 2, 1 2,2 2

1, , , , 12
1 , 1 , 1 , , 1, ,

1 2, 1 2,2 2

( ( ) ( )) 0,

( ( ) ( )) 0,

i j i j i j i j
i j i j i j i ji j i j

i j i j

i j i j i j i j
i j i j i j i ji j i j

i j i j

x x x x
k x x k x x

k k
y y y y

k y y k y y
k k

γ

γ

+ −
+ −

+ −
+ −

+ −
+ −

+ −
+ −

− −
− − − + − =


 − − − − − + − =


(2.11) 

 
( ) ( )*

* 0, 0, , ,

,0 , ,0 ,

, 0,    , 0,    =0, ,

,    ,    0, ; 
j j n j n j

i i m i i m

f x y f x y j m

x x y y i n

 = =


= = =
(2.12) 

 
1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,

0, 1 0, 1 , 2, 1, , 1 , 1

, 2, 1, , 1 , 1

(4 3 )( ) (4 3 )
( ) 0,   (3 4 )( )

(3 4 )( ) 0,  0, 1,

j j j j j j j j

j j n j n j n j n j n j

n j n j n j n j n j

x x x x x y y y
y y x x x x x

y y y y y j m

+ −

+ − − − + −

− − + −

 − − − + − − ×
× − = + − − +

+ + − − = = −

(2.13) 

де , ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , , 1 , , 1 ,
, 1 2 ,

2 2
i j i j i j i j

i j

x x y y
k k + +

+

+ + 
=  

 
, 

, , 1 , , 1
, 1 2 ,

2 2
i j i j i j i j

i j

x x y y
k k − −

−

+ + 
=  

 
, 1, , 1, ,

1 2, ,
2 2

i j i j i j i j
i j

x x y y
k k + +

+

+ + 
=  

 
, 

, 1, , 1,
1 2, ,

2 2
i j i j i j i j

i j

x x y y
k k − −

−

+ + 
=  

 
; ϕγ

ψ
∆

=
∆

 - квазіконформний інваріант. 



Невідому витрату Q  шукаємо за формулою mQ ϕ
γ
⋅∆

= , величину 

γ  – одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей: 

 
1, 1

, , 1

, 0 1 2, 1 2 , 1,

1 1n m
i j i j

i j i j i j i jmn k
α α

γ
β β

− −
+

= + + +

+
=

+∑ ,   

де ( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jx x y yα + += − + − , ( ) ( )2 2

, , 1 , , 1 , .i j i j i j i j i jx x y yβ + += − + −  

Згідно з (2.10) маємо формулу для наближеного розрахунку часу 

проходження частинкою шляху вздовж j - тої лінії течії від *i  до *i  

еквіпотенціалей:  

 
*

*
*

*

,
2( , )

,
( ( , ), ( , ))

i
i j

j i i
i i j ji i

k
t

x y
σ ϕ

υ ϕ ψ ϕ ψ=

⋅ ⋅∆
= ∑ %

% % %
 0,j m= , *

*( , ) 0,i i n= .  (2.15) 

Формули для знаходження поля швидкостей апроксимуємо 

наступним чином: 

- для внутрішніх вузлів сітки: 

 ( ),
, , 1 , 1 , 1 , 1

,

( , ) ,
2

i j
x y i j i j i j i j i j

i j

k
y y x x

J
υ υ

ψ + − − += − −
∆

, 1,i n= , 1, 1j m= − , 

 1, 1, , 1 , 1 , 1 , 1 1, 1,
,

( )( ) ( )( )
4

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

x x y y x x y y
J

ψ ϕ
+ − + − + − + −− − − − −

=
∆ ∆

; 

- для вузлів сітки на розрізі Ã: 

 ( ),
,0 , ,1 , 1 , 1 ,1

,

( , ) ( , ) ,
2

i m
x y i x y i m i i m i m i

i m

k
y y x x

J
υ υ υ υ

ψ − −= = − −
∆

, 1,i n= , 

 1, 1, ,1 , 1 ,1 , 1 1, 1,
,

( )( ) ( )( )
4

i m i m i i m i i m i m i m
i m

x x y y x x y y
J

ψ ϕ
+ − − − + −− − − − −

=
∆ ∆

; 

- для граничних вузлів сітки *L : 



 ( )0,
0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

0,

( , ) ,
2

j
x y j j j j j

j

k
y y x x

J
υ υ

ψ + − − += − −
∆

, 1, 1j m= − , 

 1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 1, 0,
0,

( )( ) ( )( )
2

j j j j j j j j
j

x x y y x x y y
J

ψ ϕ
+ − + −− − − − −

=
∆ ∆

; 

- для граничних вузлів сітки *L : 

 ( ),
, , 1 , 1 , 1 , 1

,

( , ) ,
2

n j
x y n j n j n j n j n j

n j

k
y y x x

J
υ υ

ψ + − − += − −
∆

, 1, 1j m= − , 

 , 1, , 1 , 1 , 1 , 1 , 1,
,

( )( ) ( )( )
2

n j n j n j n j n j n j n j n j
n j

x x y y x x y y
J

ψ ϕ
− + − + − −− − − − −

=
∆ ∆

; 

- для точок С, D: 

 ( )0,0
0,0 0, 0,1 0, 1 0, 1 0,1

0,0

( , ) ( , ) ,
2x y x y m m m

k
y y x x

J
υ υ υ υ

ψ − −= = − −
∆

, 

 1,0 0,0 0,1 0, 1 0,1 0, 1 1,0 0,0
0,0

( )( ) ( )( )
2

m mx x y y x x y y
J

ψ ϕ
− −− − − − −

=
∆ ∆

; 

- для точок A, B: 

 ( ),0
,0 , ,1 , 1 , 1 ,1

,0

( , ) ( , ) ,
2

n
x y n x y n m n n m n m n

n

k
y y x x

J
υ υ υ υ

ψ − −= = − −
∆

, 

 ,0 1,0 ,1 , 1 ,1 , 1 ,0 1,0
,0

( )( ) ( )( )
2

n n n n m n n m n n
n

x x y y x x y y
J

ψ ϕ
− − − −− − − − −

=
∆ ∆

. (2.16) 

Таким чином, алгоритм наближення розв’язку оберненої 

диференціальної задачі (2.4)–(2.7) різницевою задачею в загальному 

випадку, як і в роботах [16-19], побудуємо шляхом поетапної 

параметризації величини γ , граничних та внутрішніх вузлів сітки з 

використанням ідей блочної ітерації, для аналітичного обґрунтування його 

збіжності. А саме: задавши геометричну конфігурацію фізичної області 

zG , що обмежена контурами *L , *L , кількість вузлів розбиття відповідної 



області комплексного квазіпотенціалу Gω  (параметри n  та m ); параметри 

необхідної точності роботи алгоритму 1ε , 2ε  та рівень квазіконформності 

*δ  відображення. Задаємо початкові наближення шуканих координат 

граничних вузлів, так щоб виконувалися умови (2.12), та координат 

внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки і, використовуючи (2.14), 

знаходимо початкове наближення квазіконформного інваріанту (0)γ  та 

невідому величину витрати 
*

(0) *
(0)

( )mQ
n

ϕ ϕ
γ
−

= . Проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів ( ,i jx , ,i jy ) за формулами, отриманими 

шляхом розв’язання (2.11) відносно ,i jx  та ,i jy  (з метою прискорення 

швидкості збіжності всього процесу і економії машинного часу 

використовуємо лише перший ітераційний крок, при цьому враховуємо 

періодичність шуканих функцій). Підправляємо граничні вузли 

(координати даного вузла підправляємо за умови фіксації навколишніх 

граничних та приграничних), використовуючи різницеві аналоги умов 

типу Коші-Рімана (2.13). Використовуючи значення квазіконформних 

інваріантів (2.14), знаходимо нове наближення величини Q , якщо її зміна 

за останню проведену ітерацію більша за 1ε , то повертаємося до 

уточнення вузлів. Визначаємо величину 

( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + −  – зміщення вузлів на границі за 

проведену k -ту загальну ітерацію, якщо вона більша за 2ε , то переходимо 

до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо ступінь 

квазіконформності 2 2
1 2δ δ δ= +  отриманого відображення області 



комплексного квазіпотенціалу на фізичну область із розрізами вздовж 

ліній течії, де 1,δ  2δ  – нев’язки апроксимацій рівнянь (2.4):  

 
1, 1

1 1, 1, , , 1 , 1, 1
max | ( ) ( ) |

n m

i j i j i j i j i ji j
x x k y yδ γ

− −

+ − + −=
= − − − ,  

 
1, 1

2 1, 1, , , 1 , 1, 1
max | ( ) ( ) |

n m

i j i j i j i j i ji j
y y k x xδ γ

− −

+ − + −=
= − − − .  

Якщо *δ δ≥ , то змінюємо кількість вузлів розбиття області Gω  та 

повторюємо кроки алгоритму, інакше задача розв’язана із необхідною 

точністю.  

Після встановлення гідродинамічної сітки, поля потенціалу, 

знаходимо за формулою (2.15) час руху частинки від фіксованої точки 

* 0( , )ϕ ψ  до біжучої точки 0( , )ϕ ψ  уздовж відповідної лінії течії 

0( , )x yψ ψ= . Враховуючи той факт, що рівняння (2.8) є одномірним 

гіперболічним, адже змінна ψ  лише в якості параметру, а положення 

границі розділу рідин tR  не обов’язково характеризується вузлами 

гідродинамічної сітки, здійснимо побудову різницевого алгоритму її 

відшукання виходячи з ідей методу характеристик, аналогічно [18-19].  

З метою підтвердження адекватності запропонованої математичної 

моделі, розглянемо процес стаціонарної фільтрації однорідної рідини для 

випадку, коли  * {L x iy= + : * ( ) 2 cos( ),x θ θ= ⋅  * ( ) 2 sin( ),y θ θ= ⋅  0 2 }θ π≤ < ,  

2 2

( , ) : 1z
x yG x y

a b
λ

λ λ

     = + ≤    
     

 де 1 10a =  м., 1 0.1b =  м., та * {L x iy= + : 

* ( ) 0,1 cos( ),x θ θ= ⋅  * ( ) 0,1 sin( ),y θ θ= ⋅  0 2 }θ π≤ <  при 5
* 112 10p = ⋅  Па., 

* 5198 10p = ⋅  Па., 0k = 125 10−⋅ 2ì , 12
1 11 10k −= ⋅ 2ì , 38 80n m× = ×  (рис. 

2.3. а).  

Як відомо, для того щоб результати могли описати достатньо 



широкий клас задач, розв’язок зазвичай шукають у безрозмірних 

величинах. Такий підхід дозволяє не тільки виявити характерні 

особливості процесу, але й якісний опис його розвитку у ширшому класі 

розглядаємих явищ, не проводячи щоразу розрахунки у випадку зміни 

вхідних параметрів задачі, які вимагають додаткового часу та відповідних 

ресурсів. Тому введемо комплекс обезрозмірювання характерних величин: 

xx
L

=% , yy
L

=%  ( L ( ) ( )2 2* * * *

0
max ( ) ( ) ( ) ( )x x y y
θ π

θ π θ θ π θ
≤ ≤

= + − + + − - харак-

терний розмір пласта), tt
T

=%  ( maxT t≈ ), i
i

T
L

υ
υ

⋅
=

rr
% , 

*
*

2

( )
i

i

p p k Tp
Lµ

− ⋅ ⋅
=

⋅
% , 

звідки будемо мати: 1 1a = , 1 0.05b = , * 0ϕ = , * 1ϕ = , 1 10k = , 0 1k = . 

На рис. 2.3. б зображено відповідну гідродинамічну сітку, 

розраховану за описаним вище алгоритмом з точністю 5
1 2 * 10ε ε δ −= = = .  

Для такого конфокального взаємного розміщення свердловини та 

тріщини ГРП [6] існують аналітичні формули розрахунку характерних 

фільтраційних параметрів, зокрема комплексного потенціалу 

( ) ( , ) ( , )z x y i x yω ϕ ψ= + ⋅  відповідного фільтраційного поля та значення 

витрати Q : 

 2
1 1 1 1

0
( ) ( , ) ( , ) ln

2
n

n
n

Qz x y i x y z k D zω ϕ ψ
π

+∞

=

= + = + ∑ ,(2.17)  

 2
2 2 2 0
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( ) ( , ) ( , ) ln

2
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n
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Qz x y i x y z k B zω ϕ ψ
π

+∞
−

=

= + = + ∑ ,(2.18) 

 
( )0

ln ln
ln

c w

c w

R r
Q Q

R r S
−

=
+

, (2.19) 

де nD , nB  – сталі й знаходяться з відповідних умов на контурах тріщини 

та фільтраційної області (при цьому знаходження поля швидкості 



фільтрації в пласті та тріщині є можливим шляхом диференціювання 

комплексного потенціалу (2.17) – (2.18));  

S  – скін-фактор (характерний параметр, що відображає вплив 

тріщини ГРП на продуктивність свердловини);  

( )
*

1 *
0

2 ( )
ln c w

k hQ
R r

π ϕ ϕ
µ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
=

⋅
 – дебіт свердловини без тріщини ГРП [6].  

 На основі вищеописаних аналітичних формул побудовано 

відповідну гідродинамічну сітку (рис 2.3. в). Порівняння числових значень 

розрахунків фільтраційно-ємкісних характеристик у відповідних вузлах 

сітки є вагомим вргументом адекватності запропонованої нами 

математичної моделі та ефективність методу. Крім цього, формули (2.17) –

 (2.19) доцільно використовувати для контролю точності та вибору 

початкового наближення параметрів.  
 )a

2
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1
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12b
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12a

cR

x
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       )á     )â

 

Рис. 2.3. Круговий пласт із тріщинами гідророзриву (а) й відповідні йому 

гідродинамічні сітки, розраховані за допомогою розробленого алгоритму 

(б) та аналітичних формул (в) 

На основі запропонованого нами алгоритму дослідження 

закономірностей процесу витіснення нафти законтурною водою з 

урахуванням тріщин ГРП ( zGλ ( )
2

1( , ) : cos sinx y x y
a λ λ
λ

α α
  = + +  
  

 



( )
2

1 sin cos 1x y
b λ λ
λ

α α
  + − + ≤  

  
), проведемо числові розрахунки для 

більш ускладненої моделі в результаті збільшення кількості тріщин та 

зміни їх розміщення, яка не має аналітичних розв’язків для пласта 

обмеженого контурами * { :L x iy= +  * ( ) 0.1 cos( ),x t θ= ⋅  * ( ) 0.1 sin( )y t θ= ⋅ , 

0 2 }θ π≤ <  та * { :L x iy= +  ( )* ( ) 2 cos( ) 0.1cos(3 ) ,x θ θ θ= +  

* ( ) 2(sin( )y θ θ= − 0.1sin(4 )θ ,  }0 2θ π≤ <  при * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0.5σ = , 

70 180n m× = × , 5
1 2 * 10ε ε δ −= = = , де 0 1k = , 1 2 10k k= = . На рисунку 2.4 

зображено гідродинамічні сітки пласта при відсутності тріщин ГРП (рис. 

2.4. а) та їх наявності: 1 1a = , 1 0.05b = , 1 0α =  (рис. 2.4. б), 1 0.05,a =  

1 1b = , 1 135α =  (рис. 2.4. в), 1 2 1,a b= =  1 2 0.05b a= = , 1 0α = , 2 0α =  (рис. 

2.4. г).  
  

)в)б)a )г  
Рис. 2.4. Гідродинамічні сітки у пласті при відсутності (а) та наявності (б-

г)  тріщин гідророзриву 

На рисунку 2.5 зображено гідродинамічні сітки та лінії розділу 

різнокольорових рідин у різні моменти часу для вищеописаних випадків, 

зокрема значення загальної фільтраційної витрати експлуатаційної 

свердловини, відповідно, дорівнюють: 2.114 , 2.956 , 2.847 , 3.564 .  
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Рис. 2.5. Гідродинамічні сітки та лінії розділу різнокольорових рідин у 

різні моменти часу 

На рис. 2.6 зображено графік залежності частки витісняючої рідини 

(води) tQ  у загальній фільтраційній витраті Q  експлуатаційної 

свердловини від часу для вищеописаних випадків. Враховуючи той факт, 

що на практиці процес витіснення восновному припиняють за умови 

/ 0.8tQ Q > , то в результаті здійснення розрахунків, встановлено і 

позначено на графіку (штрих-пунктирними лініями) моменти часу 

виконання даної умови для кожного з випадків: 1 3.71t = , 2 3.14t = , 

3 2.76t = , 4 2.28t = , відповідно 1( ) 2.12âíV t = , 2( ) 2.08âíV t = , 3( ) 2.04âíV t = , 

4( ) 2.06âíV t = . На графіку також відзначено момент часу прориву води до 

експлуатаційної свердловини: 1.756 , 1.653 , 0.923  та 0.989 , та повного її 



обводнення: 4.334 , 3.505 , 3.066 , 2.337 . Так як об’єм нафти, що 

міститься у пласті до початку витіснення становить 2.4íV = . Як бачимо, з 

використанням процедури ГРП віддача пласта значно збільшується зі 

збільшенням кількості тріщин. 
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Рис. 2.6. Графік залежності частки витісняючої рідини у загальній 

фільтраційній витраті від часу. 

Таким чином, змінюючи орієнтацію тріщин чи збільшуючи їх 

кількість змінюються відповідно і фільтраційно-ємкісні характеристики 

процесу витіснення, що підтверджують доцільність застосування ГРП для 

інтенсифікації нафтовидобутку, в результаті чого вдається підібрати такі 

параметри тріщин (розміри і положення), при якому час розробки пласта є 

мінімальним, а фільтраційна витрата – максимальною. 

Досить часто при розробці нафтових родовищ відбувається 

призупинка свердловин, тому проведемо дослідження процесу витіснення 

у пласті, обмеженому зовнішнім контуром живлення ( ){* , :L õ ó=  

}2 2
cx y R+ = , у випадку наявності включень скінченої проникності типу 

призупинених свердловин ( ){ , :zG õ óλ =
%  }2 2

0 0( ) ( ) 1x x y yλ λ− + − =
% %  і 

утворених на експлуатаційній свердловині ( ){* , :L õ ó=  }2 2
wx y r+ =  



тріщин ГРП ( ){ , :zG õ óλ =%  }
2 2

1x y
a bλ λ

   
+ =      

   % %

, де λ λ λ+ =%
%

, 1000kλ =% , 

10kλ =
%

, 0 1k = , 5
1 2 * 10ε ε δ −= = = , 2cR = , 0.1wr = , * 0ϕ = , * 1ϕ = , 1 1a = , 

1 0.05b = , 38 80n m× = ×  (рис. 2.7). 
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Рис

. 2.7. Гідродинамічні сітки пласта з включеннями типу призупинених 

свердловин та тріщинами ГРП ( )à , тільки з тріщинами ГРП ( )á , тільки з 

включеннями типу призупинених свердловин ( )â  

Таблиця 2.1.  

Значення Q , mint  та maxt  для відповідних випадків (а), (б), (в). 

 Q  mint  maxt  

)à  3,305 1,425 1,884 

)á  3,306 1,483 2,213 

)â  2,086 2,55 3,247 

 

У таблиці 2.1. представлені значення фільтраційної витрати Q , часу 

прориву mint  витісняючої рідини до експлуатаційної свердловини та часу 

повного її заводнення – maxt  у кожному із описаних вище випадків. 



Бачимо, що наявність у досліджуваному пласті недіючих 

свердловин значно сповільнює процес витіснення, на відміну від тріщин 

ГРП, при наявності яких суттєво збільшується фільтраційна витрата і 

зменшується час повного обводнення, що значно оптимізує процес 

витіснення однак, при наявності і недіючих свердловин, і тріщин ГРП час 

витіснення – найменший, а витрата майже не змінилась. 

З використанням вищеописаної моделі, проведемо порівняння 

фільтраційних характеристик у випадку існування у пласті включень, що 

мають різні значення коефіцієнту проникності. На рис. 2.8 зображено 

ситуаційні стани формування течії у випадках, близьких до критичних 

( =0lk%  та =lk ∞% ), а саме, коли =0,1lk%  ( à ) та =1000lk%  ( á ). 
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Рис. 2.8. Фізична область zG   та відповідна область комплексного 

квазіпотенціалу Gω  при =0,1lk%  (a) та =1000lk%  (б) 

Як відомо, підобласті lGω
% (образи l

zG%) при 0lk →%  вироджуються в 

горизонтальні відрізки, адже утворюються зони оптікання непроникних 

(малопроникних) зон, а при lk →∞%  - «вертикальні» еліпси, що 

пояснюється прискоренням руху навколо цих зон. Отже, маємо: по-перше, 

ще один варіант перевірки адекватності моделі та ефективності методу і, 

по-друге, наближений розв’язок відповідних задач: обтікання непроникних 

включень; перетікання через включення з нескінченно великою 

проникністю (обмеженими еквіпотенціальними лініями). 

Найчастіше при моделюванні розробки нафтових родовищ 

спостерігається висока неоднорідність пластів-колекторів, тому 

проаналізуємо зміну фільтраційних характеристик у випадку зміни 

розміщення експлуатаційної свердловини та тріщин ГРП на ній відносно 

зон неоднорідностей скінченої проникності. Проведемо числові 

розрахунки для пласта обмеженого зовнішнім контуром живлення 

* { :L x iy= +  ( )* ( ) 2 cos( ) 0.1cos(7 )x θ θ θ= + , (* ( ) 2 sin( )y θ θ= − )0.1sin(4 )θ , 



}0 2θ π≤ <  та контуром експлуатаційної свердловини * { :L x iy= +  

* *( ) 0.1cos( )x xθ θ= + %, * *( ) 0.1sin( )y yθ θ= + % , }0 2θ π≤ < , при 

48 80n m× = × , * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0.5σ = , 5
1 2 * 10ε ε δ −= = = , 0 1k = , коли 

фільтраційна течія збурена малопроникними зонами 

zGλ%= ( ) ( )( ) ( )( ){ }2 2

0 0, : 1x y x x a y y bλ λ
λ λ− + − =

% %
% %  і утвореними на 

експлуатаційній свердловині тріщинами гідророзриву zGλ
%= 

= ( ) ( )( ) ( )( ){ }2 2* *, : 1x y x x a y y bλ λ− + − =
% %

% % , де λ λ λ+ =%
%

, 0, 4kλ =%  

( 1,3λ =% ), 0,5aλ =% , 0, 4bλ =%  ( 1, 2λ =% ), 0, 4aλ =% , 0,5bλ =%  ( 3λ =% ), 8kλ =
%

 

( 1, 2λ =
%

), 1 0,05a bλ λ+= =
% %

 і 1 1b aλ λ+= =
% %

 ( 1λ =
%

) (рис. 2.9). 

Проведемо порівняння зміни положення границі розділу рідин у 

різні моменти часу (рис. 2.10) розробки пласта та встановимо значення 

фільтраційної витрати, час прориву витісняючої рідини до експлуатаційної 

свердловини та час повного її обводнення (табл. 2.2) відносно зон 

неоднорідностей ґрунту, що дозволить, в свою чергу, передбачити 

напрямки обводнення і провести відповідні дії щодо уникнення пов’язаних 

з цим небажаних ефектів.  
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Рис. 2.9. Гідродинамічні сітки для локально неоднорідного пласта  
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Рис. 2.10. Гідродинамічні сітки для різних випадків розміщення 

експлуатаційної свердловини відносно зон неоднорідностей у пласті 



Таблиця 2.2.  

Значення Q , mint  та maxt  

 

 

 

 

 

 

В результаті досліджень було помічено, що при розміщенні 

експлуатаційної свердловини у одній із зон неоднорідностей (рис. 2.10 a , 

2.10 á , 2.10 â ), на відміну від випадків її розміщення між ними (рис. 

2.10 ã , 2.10 ä , 2.10 å ), значення її дебіту значно менше, час повного 

обводнення – більше, у зв’язку із вищим загальним фільтраційним опором 

пласта в його привибійній ділянці. Змінюючи просторове розміщення 

експлуатаційної свердловини, при використанні розробленого алгоритму, 

вдалося підібрати таке її положення, при якому час розробки пласта є 

мінімальним, а фільтраційна витрата – максимальною, що забезпечує 

оптимальні умови експлуатації пласта за мінімальних затрат коштів. 

2.3 Моделювання поведінки системи «нагнітальна-експлуатаційна» 

свердловини при витісненні однієї рідини іншою  

У даному параграфі, на основі методів комплексного аналізу [32], 

розроблено підхід до математичного моделювання поведінки системи 

«нагнітальна-експлуатаційна» свердловини при витісненні однієї рідини 

іншою, запропоновано числовий алгоритм інтенсифікації притоку 

пластової рідини до свердловини за умови збурення фільтраційної течії 

тріщинами ГРП скінченної проникності. Він дозволяє врахувати взаємне 

 )a  )á  )â  )ã  )ä  )å  

Q  2,537  2,564  2,394  2,692  2,691  2,614  

mint  0,59  0,45  0,18  1,11  0,48  1,12  

maxt  5,62  7,49  6,31 4,52  4,69  4,73  



розміщення свердловин на продуктивній площі, тріщин гідророзриву, 

розподіл неоднорідностей пласта тощо. На конкретному прикладі 

проаналізовано ефективність гідророзриву та вплив характеристичних 

параметрів тріщини на роботу експлуатаційної та нагнітальної свердловин. 

Розглянемо модельну задачу дослідження еволюції границі розділу 

різнокольорових рідин у горизонтальному, неоднорідному пласті zG  

( z x iy= + ), обмеженому непроникним зовнішнім контуром L , контурами 

нагнітальної *L  та експлуатаційної *L  свердловин (рис. 2.13), коли 

фільтраційне поле збурене тріщинами гідророзриву zGλ .  

*Γ
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Рис. 2.13. Фізична область в пласті zG  за умови існування тріщин 

ГРП та відповідна область комплексного квазіпотенціалу 

Для математичної постановки задачі фільтрації рідин у пористому 

середовищі запишемо рівняння нерозривності та рівняння руху у тріщинах 

ГРП ,  =1,z zD G dλ

λ

λ=U , де d  - кількість тріщин, а також в частині пласта 

без тріщин \ ,z z zG G Gλ

λ

=% U  наступним чином [13, 19]: 0divυ =
r

, 

( ),  k x y gradυ ϕ=
r

, ( , ) ,zx y G∈  за умов 
* *=Lϕ ϕ , *

*
L

ϕ ϕ= , 0Ln
ϕ∂

=
∂

 на 

свердловинах і зовнішньому контурі пласта, тут ϕ  – квазіпотенціал 



швидкості фільтрації, 
0

, ( , ) ,  =1,
( , )

( , ), ( , )
l z

z

k x y G d
k x y

k x y x y G

λ λ ∈= 
∈ %  – коефіцієнт 

фільтрації. 

Ввівши функцію течії ( , )x yψ ψ= , комплексно спряжену до ϕ , як 

попередньо, та здійснивши умовні розрізи *Γ , *Γ  області zG  вздовж ліній 

розділу течії, що визначаються точками «призупинки» потоку 
* *
0 0( , )A B x y L= = ∈ , 0 0

* *( , )C D x y L= = ∈  та точками * * *( , )A B x y L= = ∈ , 

* * *( , )C D x y L= = ∈ , задача на побудову гідродинамічної сітки, 

відшукання фільтраційної витрати та інших характерних фільтраційних 

параметрів зводимо до задачі квазіконформного відображення 

( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  [18], утвореної при цьому однозв’язної 

області 0 *
*\ ( )z zG G= Γ ∪Γ  на відповідну прямокутну область 

комплексного квазіпотенціалу { :Gω ω=  * ,ϕ ϕ ϕ∗ < <  }0 Qψ< < : 

 ( , )k x y
x y
ϕ ψ∂ ∂
=

∂ ∂
, ( , )k x y

y x
ϕ ψ∂ ∂
= −

∂ ∂
, 0( , ) zx y G∈ , (2.24) 

 
* *Lϕ ϕ= , *

*
Lϕ ϕ= , 0 zGλλϕ ϕ

∂
= , 0ADψ = , BC Qψ = ,(2.25) 

 0( ) ( )
zn n Gλλυ υ

∂
= , * *

0 0( , ) 0x yυ = ,  0 0
* *( , ) 0x yυ = ,(2.26) 

де 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + , 
*

y x
L

Q dx dyυ υ= − +∫С  – невідома витрата на 

контурі експлуатаційної свердловини. 

Як і раніше, більш доцільним є перехід до оберненого 

квазіконформного відображення 0
zG Gω → , що спрощує та в деякій мірі 

автоматизує побудову гідродинамічної сітки, тоді крайова задача (2.24)-

(2.26) та рівняння для дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин 



(виконання яких вимагатимемо і на розрізах для врахування їх 

«роздвоєння» при переході від області zG  до Gω ) характеристичної 

функції течії будуть записані у вигляді: 

 y xk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= , x yk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= − , ( ), Gωϕ ψ ∈ ,(2.27) 

 * * *( ( , ), ( , )) 0u x yϕ ψ ϕ ψ = , * * *( ( , ), ( , )) 0u x yϕ ψ ϕ ψ = , 0 Qψ≤ ≤ , 

  ( ( ,0), ( ,0)) 0u x yϕ ϕ = ,  ( ( , ), ( , )) 0u x Q y Qϕ ϕ = , *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ ,(2.28) 

 ( ,0) ( , )x x Qϕ ϕ= , ( ,0) ( , )y y Qϕ ϕ= , *ϕ ϕ ϕ< ≤ , *ϕ ϕ ϕ≤ < ,(2.29) 

( ) ( ), , 0,  
G G

x yλ λ
ω ω

ϕ ψ ϕ ψ
∂ ∂

= =        

 
2 2

cos( , ) 0,

G

k y x n
J

λ
ω

υ
ψ ψ

∂

    ∂ ∂ + =    ∂ ∂    

r r (2.30) 

{ }( ( , ), ( , )) 0,  ( ( , ), ( , )) 0, 0, ,x y x y Qυ ϕ ψ ϕ ψ υ ϕ ψ ϕ ψ ψ= = =% % % % % (2.31) 

1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

,(2.32) 

де ϕ , ϕ  – значення квазіпотенціалу в шуканих точках «призупинки» 

(відповідно «розходження» та «сходження» течії), *u , *u , u  – функції, що 

визначають контури області zG : *L , *L , L  відповідно. 

Для запису різницевого аналогу задачі (2.27) – (2.32) здійснимо 

побудову сітки у області Gω , вузли ( , )i jϕ ψ  якої визначаються наступним 

чином: 
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* 1

1

1 1 1 2
2

*

1 2 1 2
3

, äå ,  ï ðè 0, , 1,
1

( 1) , äå , ï ðè 1, , 2,
1

 ( ) , äå , ï ðè 1, , 3,
1

l l

i l l

l l

i i n l
n

i n i n n n l
n

i n n i n n n l
n

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ

−
+ ∆ ∆ = = = +

 −= + − − ∆ ∆ = = + + =
−

 −
+ − − ∆ ∆ = = + + =

+

(2.33) 

 j jψ ψ= ∆ , Q mψ∆ = , 0,j m= , 

де 1 2 3 1n n n n= + + + ; 1 2 3 , , ,n n n m N∈  – параметри розбиття області 

комплексного квазіпотенціалу, lϕ∆ , ψ∆  – кроки сітки. 

У зв’язку із загальністю запису коефіцієнта фільтрації (у 

відповідних рівняннях), що є функцією від координат точки і може бути як 

неперервною так кусково-неперервною, наприклад, при переході через 

межу двох середовищ з різними його значеннями, рівняння (2.32) у 

середині сіткової області Gω  та на розрізах *Γ , *Γ  апроксимуємо 

використовуючи метод скінченних об’ємів [199]. Метод скінченних 

об’ємів забезпечує виконання різницевого аналогу законів збереження та 

консервативності відповідної різницевої схеми: 

 

( )

( )

2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1

1, , , , 1
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2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1
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(2.34) 

де , 1 , , 1 ,
, 1 2 ,

2 2
i j i j i j i j

i j

x x y y
k k ± ±

±

+ + 
=  

 
, 1, , 1, ,

1 2, ,
2 2

i j i j i j i j
i j

x x y y
k k ± ±

±

+ + 
=  

 
, 

, ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , l
l

ϕ
γ

ψ
∆

=
∆

 - квазіконформні інваріанти. 



Крайові умови та умови періодичності з додатковими умовами 

зв’язку граничних та приграничних вузлів апроксимуємо таким чином [29, 

31]: 

 

( ) ( )
( ) ( )
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,0 ,0 , , 1 1 2

,0 , ,0 , 1 1 2
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(2.36) 

Невідому повну витрату Q  та значення квазіпотенціалу ϕ  та ϕ  в 

точках «призупинки» потоку шукаємо в процесі ітераційного розрахунку 

за формулами: 

 Q m ψ= ∆ , 
*

*

1
ϕ αϕ

ϕ
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+
%
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1
ϕ βϕ
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γ γ

+
=

− + +
% . Величини квазіконформних інваріантів lγ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей наступним 

чином: 
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. 

Формули для знаходження поля швидкостей апроксимуємо 

наступним чином: 
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Згідно з (2.15) наближено знаходимо час проходження частинкою 

шляху вздовж j  - тої лінії течії від *i  - ї до *i  - ї еквіпотенціалей.  

Маючи різницеву задачу для ітераційного відшукання 

гідродинамічної сітки, коли відома тільки геометрія області фільтрації 

(контури границі та умови на них), слід задати «якісне» початкове 

наближення розміщення її вузлів, як на границі так і в середині області, 

тому, що швидкість збіжності ітераційного процесу сильно залежить від 

нього. 

Задання початкового наближення розміщення точок на контурах 

області не викликає труднощів, особливо, коли контури задані 

параметрично. Для побудови початкового наближення координат 

внутрішніх вузлів, можна використати один із алгебраїчних чи варіаційних 



методів побудови сіток, наприклад метод трансфінітної інтерполяції [19]. 

Проте, використання такого роду методів для геометрично складних 

областей, досить часто призводить до небажаних результатів, наприклад, в 

деяких місцях лінії сітки можуть перетинати самі себе. Для уникнення 

цього ефекту та покращення побудованої сітки, доцільно ввести корегуючі 

поправки на взаємне розміщення вузлів або ж здійснити їх поправку 

вручну. 

Таким чином, алгоритм наближення розв’язку оберненої 

диференціальної задачі (2.27)–(2.32) різницевою задачею у загальному 

випадку, як і в роботах [22-23], побудуємо шляхом поетапної 

параметризації величини lγ , граничних та внутрішніх вузлів сітки з 

використанням ідей блочної ітерації [142], для аналітичного 

обґрунтування його збіжності.  

На першому кроці алгоритму задаємо геометричну конфігурацію 

фізичної області zG , що обмежена контурами L , *L , *L , кількість вузлів 

розбиття відповідної області комплексного квазіпотенціалу Gω  (параметри 

1n , 2n , 3n  та m ) та параметри необхідної точності роботи алгоритму 1ε , 

2ε , рівень квазіконформності *δ  відображення. Потім задаємо початкові 

наближення шуканих координат граничних вузлів, так щоб виконувалися 

умови (2.35), та координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки і, 

використовуючи (2.37), знаходимо початкове наближення 

квазіконформних інваріантів (0)
lγ  та невідомих величин 
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1
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% . Проводимо 



уточнення координат внутрішніх вузлів ( ,i jx , ,i jy ) за формулами, 

отриманими шляхом розв’язання (2.34) відносно ,i jx  та ,i jy  (з метою 

прискорення швидкості збіжності всього процесу і економії машинного 

часу використовуємо лише перший ітераційний крок, при цьому 

враховуємо періодичність шуканих функцій). Підправляємо граничні 

вузли (за умови фіксації навколишніх граничних та приграничних), 

використовуючи різницеві аналоги умов типу Коші-Рімана (2.36). 

Використовуючи значення квазіконформних інваріантів (2.37), знаходимо 

нове наближення величин Q , ϕ , ϕ , якщо їх зміна за останню проведену 

ітерацію більша за 1ε , то повертаємося до уточнення вузлів. Визначаємо 

величину ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + −  зміщення вузлів на 

границі за проведену k -ту загальну ітерацію, якщо вона більша за 2ε , то 

переходимо до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо 

ступінь квазіконформності 2 2
1 2δ δ δ= +  отриманого відображення області 

комплексного квазіпотенціалу на фізичну область із розрізами вздовж 

ліній течії, де 1 2,δ δ  – нев’язки апроксимацій рівнянь (2.27):  
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Якщо *δ δ≥ , то змінюємо кількість вузлів розбиття області Gω  та 

повторюємо кроки алгоритму, інакше задача розв’язана із необхідною 

точністю. У випадку конформного відображення співвідношення між 

параметрами 1n , 2n , 3n , m  намагаємося вибирати так, щоб, по-перше, 



виконувалися умови рівності усіх трьох конформних інваріантів і, по-

друге, 1 2 3 1γ γ γ≈ ≈ ≈ , що з геометричної точки зору є умовою близькості 

сітки до квадратної. 

Проведемо числові розрахунки для пласта обмеженого контурами 

* { :L x iy= +  * *( ) 0.1cos( ) ,x xθ θ= + %  * *( ) 0.1sin( ) ,y yθ θ= + %  0 2 },θ π≤ <  

* { :L x iy= +  * ( )x θ = *0.1cos( ) ,xθ + %  * *( ) 0.1sin( ) ,y yθ θ= + %  0 2 }θ π≤ < , 

{ :L x iy= +  ( )0 ( ) 2 cos( ) 0.1cos(3 ) ,x t θ θ= +  0 ( )y t = ( )2 sin( ) 0.1sin(4 ) ,θ θ−  

0 2 }θ π≤ <  при * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0 1k =  0.5σ = , 510ε −= , 

1 2 3 8 40 8n n n× × = × × , 70m = . На експлуатаційній свердловині 

змоделюємо тріщини гідравлічного розриву пласта у вигляді еліпсів з 

осями la  та lb , коефіцієнт проникності яких 1 2 10k k= = . Зазначимо, що 

об’єм нафти, що міститься у пласті до початку витіснення становить 

6,28íV = . На рисунку 2.14 зображено гідродинамічні сітки при різних 

положеннях тріщин утворених в наслідок проведення процедури ГРП на 

експлуатаційній свердловині.  
  

)а )б )в1 1

*

1,  0.05,a b

x x

= =

< 

1 1

2 2

1, 0.05,
0.05, 1,

a b
a b
= =
= =

1 1

2 2

1, 0.05,
0.05, 1,

a b
a b
= =
= =

)г1 1

*

1,  0.05,a b

x x

= =

<   
Рис. 2.14 Гідродинамічні сітки для пласта з тріщинами ГРП 

Для розміщення свердловин та тріщин ГРП як зображено на 

рис. 2.14, проведемо порівняння зміни положення границі розділу рідин, 

загальної фільтраційної витрати, значень частки витісненого флюїду 



(нафти) від часу в експлуатаційній свердловині, координат критичних 

точках типу «призупинки» ( * *
0 0( , )x y , 0 0

* *( , )x y ), значень квазіпотенціалу у 

них ϕ , ϕ , моментів часу прориву витісняючої рідини до експлуатаційної 

свердловини mint  та повного обводнення maxt  її, що дозволить в свою чергу 

передбачити напрямки обводнення і провести відповідні дії щодо 

уникнення пов’язаних з цим небажаних ефектів [26].  

В першу чергу визначимо вищеописані характеристики у випадку, 

коли в пласті відсутні тріщини гідророзриву (рис. 2.15): 0.879Q = , 

(0.5) 0.879íQ = , (2.1)íQ = 0.789 , (18.3) 0.091íQ = , 0.17ϕ = , 0.84ϕ = , 

min 1.96t = , max 48.05t = . який характерний сповільненим процесом 

витіснення та найменшим значенням дебіту видобувної свердловини і, як 

наслідок, найменшим значенням 

об’єму добутої нафти 

(18.3) 5.81âíV =  з пласта від початку 

витіснення до моменту часу 

18.3t =  заводнення видобувної 

свердловини більше як на 90%, 

адже подальша експлуатація 

свердловини стає економічно не 

вигідна і процес витіснення в 

більшості випадків припиняють, 

або ж проводять водоізоляційні та 

інші роботи [106, 167]. Водночас 

симетричність гідродинамічної сітки і ліній розділу фаз у відповідні 

моменти часу за умов симетрії пласта є вагомим підтвердженням точності 

методу.  



Провівши збурення фільтраційної течії тріщиною ГРП (частина 

еліпса) в напрямку нагнітальної свердловини (рис. 2.16 а) було помічено, 

що час прориву та час повного обводнення експлуатаційної свердловини 

зменшились, а фільтраційна витрата значно зросла, в зв’язку з пониженням 

загального фільтраційного опору пласта в його привибійній ділянці, як 

наслідок, значення об’єму добутої нафти становить (17.2) 5.89âíV = .  

На рисунку 2.16 б продемонстровано процес витіснення нафти та 

зміну положення границі розділу рідин у випадку розміщення тріщини у 

протилежному напрямку від нагнітальної свердловини, в результаті чого 

час прориву води до видобувної свердловини є таким, як і при відсутності 

тріщин ГРП, а час повного її обводнення значно меншим, ніж у попередніх 

випадках. При такому розміщенні тріщини, процес витіснення (до 

виконання умови ( ) 0.1íQ t Q < ) є найдовшим, а об’єму добутої нафти 

становить (19.2) 5.96âíV =  є найбільшим. 

У випадку наявності декількох тріщин симетрично розміщених 

відносно осі симетрії пласта (рис. 2.16 в) суттєвим є те, що значення 

фільтраційної витрати зросло до 1.016Q = , а значення об’єму добутої 

нафти становить (16.3) 5.78âíV = , що є найменшим показником, відносно 

всіх попередніх випадків (це пояснюється тим, що у період часу 

min maxt t t< <  значення частки витісняючої рідини ( )íQ t  у загальній 

фільтраційній витраті Q  різко зменшується. На відміну від 

вищерозглянутих можливих розміщень тріщин ГРП, у випадку їх 

асиметрії, як зображено на риунку 2.16 г, продемонстровано порушення 

симетрії фронту витіснення, що призводить у даному випадку до 

передчасного обводнення видобувної свердловини та нерівномірного 

«вимиву» нафти з пласта. При цьому, як наслідок, спостерігається 

зміщення точок «призупинки» течії та зміна значеннь квазіпотенціалу у 



них. У такому випадку час процесу витіснення 15.1t =  є мінімальним, а 

значення об’єму добутої нафти протягом цього часу суттєво не 

збільшилося відносно випадку відсутності тріщин ГРП у пласті і 

становить: (15.1) 5.83âíV = .  
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Рис. 2.16. Положення границі розділу рідин у різні моменти часу в пласті 

при наявності тріщин гідоррозриву 

Таким чином, змінюючи положення та параметри тріщин, при 

фіксованому розміщенні свердловин, можемо забезпечити оптимальні 



умови експлуатації пласта за мінімальних затрат коштів. Ввівши цільову 

функцію, що враховує об’єм залишеної нафти, її локальну зосередженість, 

та затрати на буріння, експлуатацію нових свердловин і тріщин ГРП на 

них, розв’язавши традиційну задачу оптимізації (на екстремум цільової 

функції), можливим є прийняття автоматизованого рішення стосовно 

доцільності розробки пласта. Щоб уникнути виникнення ефекту 

передчасного обводнення та, як наслідок, зменшення залишку нафти у 

пласті ( )çëV t , доцільно проводити процедуру ГРП таким чином, щоб 

загальна площа тріщин приймала однаковий об’єм рідини в одиницю часу 

та їх розміщення було у протилежному напрямку від нагнітальної 

свердловини. 

2.4 Методика розв’язання крайових задач інтенсифікації процесу 

витіснення у нафтових пластах за умов збурення 

присвердловинної зони пласта шляхом дії вибуху 

У параграфі розроблено алгоритм числового розв’язання обернених 

краєвих задач теорії вибуху із застосуванням методології поетапної 

фіксації характеристик процесу і середовища та числового методу 

квазіконформних відображень.  

Нехай в деяку область zG  ( )z x iy= +  поміщено заряд заданої 

форми з постійним квазіпотенціалом на ньому і процес руху частинок 

описується за допомогою рівняння k gradυ ϕ= ⋅
r

 (закон Дарсі) та рівняння 

нерозривності 0divυ =
r

, де ( )( , ), ( , )x yx y x yυ υ υ=
r

 – швидкість руху 

частинок, ( , , , )x yk k x y ϕ ϕ=  – коефіцієнт провідності середовища, а 

( , ) /x y Pϕ ϕ ρ= = −  – квазіпотенціал відповідного поля, 
0

0

t

P pdt= ∫  – 



імпульс тиску [58, 87-88], p  – тиск, що діє на протязі часу [ ]00,t t∈ , ρ  – 

густина середовища. Вважаємо, що область пласта обмежена такими 

контурами (рис. 4.1): { }* *: ( , ) 0L z f x y= = =  { :x iy= + * ( )x x θ= , 

* ( )y y θ= , * *}α θ β< <  – контур заряду, {* :L z=  

}* ( , ) 0f x y = = { :x iy+ * ( )x x θ= , * ( )y y θ= , * * }α θ β< < , де 
* *Lϕ ϕ= , 

*
*

L
ϕ ϕ= ,  *

*ϕ ϕ−∞ < < < +∞ .  
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A
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Рис. 4.1. Область пласта із вибуховим зарядом *L  

Один із варіантів моделювання вибуху є врахування взаємовпливу 

градієнта I  квазіпотенціала ( , )x yϕ ϕ=  та коефіцієнта провідності k  і 

виділення ділянок (рис. 4.1), в яких проводиться корекція значення 

коефіцієнта k  в залежності від значень I  за наступною формулою: 

 ( )( )* 0 0
0

0
0

,  ,

,  ,

k I I I I I I
k

k I I

β + − − >
= 
 ≤

  

де 2 2
x yI ϕ ϕ= +  – величина градієнту, а 0I , *I – критичні його значення, 

які характеризують затримку та відрив частинок (положення лінії розділу), 

параметр β  підбирається виходячи з фізичного експерименту. Залежності 



коефіцієнта провідності від величини градієнта вздовж однієї з ліній течії 

схематично зображено на рис. 4.2, де *I  – критичне значення градієнта, 

що відповідає значенню коефіцієнта провідності 

( )( )* 0
* 0 * *k k I I I Iβ= + − − . 

 k

0k

*I0I *I
I*k

 
Рис. 4.2. Розподіл коефіцієнта провідності відносно значень градієнту 

Аналогічно до [16], ввівши комплексно спряжену до ( ),x yϕ ϕ=  

функцію ( , )x yψ ψ=  (функцію течії) та здійснивши умовний розріз 

області вибуху вздовж ліній розділу течії (через AА та BВ на рис. 4.1 

позначено відповідно верхній та нижній берег розрізу) приходимо до 

відповідної задачі на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  [19] утвореної при цьому однозв’язної 

області 0 /z zG G AA=  на відповідну прямокутну область комплексного 

квазіпотенціалу { :G iω ω ϕ ψ= = +  *ϕ ϕ ϕ∗ < < , }0 Qψ< <  з невідомим 

параметром Q : 

 0,  ,  ( , ) ,zk k x y G
x y y x
ϕ ψ ϕ ψ∂ ∂ ∂ ∂
= = − ∈

∂ ∂ ∂ ∂
 

*
*

*

*
* , , 0, .y xL L AA BB

L

Q dx dyϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψ υ υ= = = = = − +∫С (4.2) 



Обернена крайова задача на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на 0
zG  та рівняння для дійсної 

( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частини (виконання яких вимагатимемо і 

на розрізі для врахування їх «роздвоєння» при переході від області zG  до 

Gω ) функції течії при невідомому положенні розріза та значенні Q  

одержимо у вигляді: 

 
( , , , ) , ( , ) ,

,
( , , , ) ,

y x
k x y y x GJ J

J x y x yy x
k x y x y

J J

ψ ψ
ψ ϕ

ω

ϕ ψ ψ ϕψ ψ
ψ ϕ

ϕ ψ


− = ∈
 = − − = −


(4.3) 

* * *
* * *( ( , ), ( , )) 0, ( ( , ), ( , )) 0,  0 ,f x y f x y Qϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ= = ≤ ≤ (4.4) 

 *
*( ,0) ( , ), ( ,0) ( , ), ,  x x Q y y Qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = < <  (4.5) 

 1 10,  0.x x y yk k
k kψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

 (4.6) 

Алгоритм числового розв’язання поставленої задачі побудуємо 

аналогічно до [18]. А саме, різницеві аналоги рівнянь (4.6), крайових умов 

(4.4), а також додаткові умови для граничних та приграничних вузлів у 

відповідній рівномірній сітковій області {( , ) :i jGγ
ω ϕ ψ=  *i iϕ ϕ ϕ= + ⋅∆ , 

0,i n= ; j jψ ψ= ⋅∆ , 0,j m= ; 
*

*

n
ϕ ϕ

ϕ
−

∆ = , Q
m

ψ∆ = , ψγ
ϕ
∆

= 
∆ 

 

запишемо відповідно у вигляді:  



1, , , 1,2
0.5 , 1 , 0.5 , , 1

0.5 0.5

1, , , 1,2
0.5 , 1 , 0.5 , , 1

0.5 0.5

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

i j i j i j i j
i j i j i j i j i j i j

i j i j

i j i j i j i j
i j i j i j i j i j i j

i j i j

x x x x
k x x k x x

k k

y y y y
k y y k y y

k k

γ

γ

+ −
, + + , − −

+ , − ,

+ −
, + + , − −

+ , − ,

  − −
− + − − − =     


 − − − + − − − =   
 

  

де (0.5, 1, , 1, , 1, 1 , 1 1/ 2,( ) / 2,  ( ) / 2,  ( ) (4 )i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x y y y y Jψ+ + + + + + += + + + ∆ −  

), 1 1, 1 0.5, 1, 1 , 1 1, 1 , 1 0.5,( ) /(4 ),   ( ) /(4 )i j i j i j i j i j i j i j i jy y J x x x x Jψ ψ− + − + + − − + + + +− + ∆ + − − ∆ , 

(0.5, 1, , 1, , 1, 1 , 1 0.5,( ) / 2,    ( ) / 2,    ( ) /(4 )i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x y y y y Jψ− − − − + + −= + + + ∆ ⋅ −  

)1, 1 , 1 0.5, 1, 1 , 1 1, 1 , 1 0.5,( ) /(4 ),  ( ) /(4 )i j i j i j i j i j i j i j i jy y J x x x x Jψ ψ− − − − − − − − + + −− + ∆ ⋅ + − − ∆

, 

(, 0.5 , 1 , , 1 , , 1 , , 0.5( ) / 2,        ( ) / 2,        ( ) /( )i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x y y y y Jψ+ + + + += + + − ∆ ⋅ ,  

), , 1 , 0.5( ) /( )i j i j i jx x Jψ+ +− ∆ ⋅ , (, 0.5 , 1 , , 1 ,( ) / 2,        ( ) / 2i j i j i j i j i jk k x x y y− − −= + + , 

), , 1 , 0.5 , 1 , , 0.5( ) /( ),   ( ) /( )i j i j i j i j i j i jy y J x x Jψ ψ− − − −− ∆ − ∆ ⋅ ; 0.5, 1, ,(( )i j i j i jJ x x+ += − ×   

1, 1 , 1 1, 1 , 1 1, , 1, 1 , 1 1, 1( ) ( )(i j i j i j i j i j i j i j i j i jy y y y y y x x x+ + + + − − + + + + + −× + − − − − + − −

, 1 )) /(4 )i jx ψ ϕ−− ∆ ⋅∆ , 0.5, , 1, 1, 1 , 1 1, 1 , 1(( )( )i j i j i j i j i j i j i jJ x x y y y y− − − + + − − −= − + − − −  

, 1, 1, 1 , 1 , 1( )(i j i j i j i j i jy y x x x− − + + −− − + − 1, 1)) /(4 )i jx ψ ϕ− −− ∆ ⋅∆ , , 0.5i jJ + =  

, 1 , 1, 1 1, 1, 1 1, , 1 , 1, 1 1,(( )( ) ( )(i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jy y x x x x x x y y+ + + + − + − + + + += − + − − − − + −  

1, 1, 1)) /(4 )i j i jy y ψ ϕ− − +− − ∆ ⋅∆ , , 0.5i jJ − = , , 1 1, 1 1, 1, 1(( )(i j i j i j i j i jy y x x x− + − + − −− + − −  

1, ,) (i j i jx x−− − − , 1 1, 1 1, 1, 1, 1)( )) /(4 )i j i j i j i j i jx y y y y ψ ϕ− + − + − − ++ − − ∆ ⋅∆ ; 

 
*

* 0, 0, , ,

,0 , ,0 ,

( , ) 0, ( , ) 0, 0, ,
, , 0, ;

j j n j n j

i i m i i m

f x y f x y j m
x x y y i n

 = = =


= = =
   

 
1 0, 2 0 1 0 1 1 0, 2 0 1

0 1 , 2 1 1 1 ,

2 1 1 1

(4 3 )( ) (4 3 )(
) 0,  (3 4 )( ) (3

4 )( ) 0,  1 1.

, j j , j , j , j , j j , j , j

, j n j n , j n , j n, j n, j n j

n , j n , j n, j n, j

x x x x x y y y y
y x x x x x y

y y y y j = ,m

+ − +

− − − + −

− − + −

 − − − + − − −
− = + − − + +

+ − − = −

  



Формулу для наближення величини γ  одержимо на підставі умови 

“квазіконформної подібності” елементарних чотирикутників [3] двох 

областей: 

 
*1, 1
, , 1,

, 0 , , 1

n m
i j i j i j

i j i j i j

k a a
nm b b

γ
− −

+

= +

+
=

+∑ ,  

де (*
, , 1, , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1( ) / 4, ( ) / 4,i j i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x x x y y y y+ + + + + + + += + + + + + +  

*
1, 1 , 1 1, , , 1, , , 1( ) /(2 ), (i j i j i j i j i j i j i j i jy y y y J x x xψ+ + + + + ++ − − ∆ + − −

)*
1, 1 ,) /(2 )i j i jx Jψ+ + ∆ , ( ) ( )2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i ja x x y y+ += − + − , 

( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jb x x y y+ += − + − , 

*
, 1, 1, 1 , 1 , 1, 1 , 1 1, ,

1 (( )( )
4i j i j i j i j i j i j i j i j i jJ x x x x y y y y

ψ ϕ + + + + + + + += + − − + − − −
∆ ∆

, 1 1, 1 1,( i j i j i jx x x+ + + +− + − − , 1, 1 1, , 1 ,)( ))i j i j i j i j i jx y y y y+ + + ++ − − . 

Задавши параметри розбиття області Gω  n та m, параметри 1ε , 2ε , 

3ε , що характеризують точність роботи алгоритму розв’язання різницевої 

задачі, початкові наближення координат граничних вузлів (0) (0)
0, 0,( , )j jx y , 

(0) (0)
, ,( , )n j n jx y  (так, щоб виконувались умови (4.8)) та внутрішніх  вузлів 

(0) (0)
, ,( , )i j i jx y  (наприклад, рівномірно поділивши відрізки із кінцями в точках 

(0) (0)
0, 0,( , )j jx y , (0) (0)

, ,( , )n j n jx y ), знаходимо за формулою (4.10) початкове 

наближення (0) (0) (0)
, ,( , )i j i jx yγ γ=  величини γ . Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів ( ) ( )
, ,( , )i j i jx yα α  із заданою точністю ε1 (α – номер 

загальної ітерації) з допомогою ітераційних схем типу “хрест”, отриманих 

шляхом розв’язання (4.7) відносно ,i jx  та ,i jy . При цьому необхідні 



значення градієнта напору та функції k  у вузлах сітки Gγ
ω  обчислюються 

через значення ,i jx , ,i jy  з попереднього кроку ітерації. Підправляємо 

граничні вузли, розв’язуючи наближено систему рівнянь (4.9), наприклад, 

методом Ньютона. Якщо величина зміщення вузлів на границі за 

проведену α -ту загальну ітерацію 

( ) ( )2 2( ) ( 1) ( ) ( 1)
, , , ,,

max i j i j i j i ji j
S x x y yα α α α− −= − + −  ( ( , )i j  – індекси координат 

граничних вузлів) більша за ε2, то повертаємось до уточнення внутрішніх 

вузлів. В протилежному випадку знаходимо нові наближення ( )LQ  та ( )Lγ   

величин Q  та γ  за формулою (4.10) та умовою зв’язку між ними: 

Q m ϕ γ= ∆ ⋅ . Якщо ( ) ( 1)
3

L LQ Q ε−− > , то знову повертаємося до уточнення 

внутрішніх вузлів, інакше – обчислюємо нев’язку “квазіконформності” 

отриманої сітки 2 2
1 2δ δ δ= + , де δ1, δ2 – нев’язки апроксимацій рівнянь 

(4.3): 

 

1, 1

1 1, 1, , , 1 , 1, 1
1, 1

2 1, 1, , , 1 , 1, 1

max | ( ) ( ) |,

max | ( ) ( ) | .

n m

i j i j i j i j i ji j
n m

i j i j i j i j i ji j

x x k y y

y y k x x

δ γ

δ γ

− −

+ − + −=

− −

+ − + −=

 = − − ⋅ −

 = − + ⋅ −

  

Комп’ютерна реалізація алгоритму та числові розрахунки. 

Відповідний алгоритм числового розв’язання поставленої задачі 

реалізований у вигляді комп’ютерної програми для ПК IBM PC/AT. 

Числові розрахунки проведено для області з коефіцієнтом провідності, що 

визначається вище запропонованим виразом (4.14) при 0 1k = , 0.058β = , 

* 7I = , 0 0.6I = ; * 0ϕ = , * 1ϕ = , 20 60n m× = × , * {L x iy= + : 

* ( ) 0.01cos( ) 0.1x θ θ= − , * ( ) 0.3sin( )y t t=  0 2 }θ π≤ < , 

* {L x iy= + : * ( ) 2cos( )x θ θ= , * ( ) 2sin( )y θ θ= , 0 2 }θ π≤ < .  
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Рис. 4.3. Область вибуху                            Рис. 4.4. Поле градієнту 

На рисунку 4.3 зображено область вибуху, що відповідає 

еліптичному заряду з півосями 0.01 та 0.3 , де виділені відповідні 

положення границі розділу впресованої, мало впресованої зон. Рисунок 4.4 

відображає залежність величини градієнту від координат за умови сталості 

коефіцієнта провідності 1k = . Значення параметрів *k  та Q  рівні 

відповідно: * 0.4k = , 1.966Q = , де * 3.8I = . 

2.5 Моделювання процесу витіснення у низькопроникних пластах з 

урахуванням впливу тріщин гідророзриву 

Враховуючи особливості будови важкопроникних, типу сланцевих, 

осадових порід, їх низьку проникність та тріщинуватість, одним із 

найефективніших методів інтенсифікації витіснення із систем тріщин та 

мікротріщин до стовбурів свердловин є гідравлічний розрив пласта (ГРП) 

[80, 114, 191], який їх об’єднує в деревовидні структури тим самим 

розширюючи зону впливу, що дренується свердловиною.  

У цьому параграфі, на основі ідей методів квазіконформних 

відображень та поетапної фіксації характеристик середовища й процесу 

[22-25, 84], розроблено комплексний підхід до розв’язання крайових задач 

на інтенсифікацію відтоку нафти з важкопроникних тріщинувато-пористих 

(зокрема, сланцевих) осадових порід з урахуванням суміжних 



деформаційних процесів у присвердловинній зоні пласта [82-83], коли за 

умов квазістаціонарності фільтраційної течії досліджуваний процес 

описується спеціальним чином модифікованим законом Дарсі (відносно 

критичного значення градієнта тиску). 

Розглянемо задачу комплексного дослідження фільтраційних 

процесів в присвердловинній зоні пласта zG  ( z x iy= + ), що виникають 

внаслідок витіснення нафти від зовнішнього контуру живлення *L  

тріщинувато-пористої осадової породи до контуру експлуатаційної 

свердловини *L  (рис. 4.5).  
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Рис. 4.5. Схематичне зображення фізичної області фільтрації. 

Відповідний процес фільтрації, по аналогії з [35-36], опишемо за 

допомогою рівняння нерозривності та рівняння руху (спеціальним чином 

модифікованого закону Дарсі, відносно критичного значення градієнту 

тиску):  

 div 0ρυ =
r

, 
( , )

grad ,krk I I
p

χ
υ

µ
= −

r
  

за відповідних умов на контурах пласта: 
* *=Lp p , *

*
L

p p=  ( *p p∗> ). Тут 

2 2( , ) | grad ( , ) | x yI I x y p x y p p= = = +  – величина градієнта тиску p ; 

( )pρ ρ= , µ – густина і в’язкість газу; k  – коефіцієнт абсолютної 

проникності середовища, який у випадку існування тріщин ГРП 



представимо у вигляді: 
0

,  ( , ) ,  1, 2,..,
( , ) ,  ( , ) \

z

z z

k x y G l
k x y k x y G G

λ
λ

λ

λ

 ∈ ==  ∈


U , zGλ  – ділянки 

пласта, яку займає λ -та тріщина; χ  – коефіцієнт, що характеризує 

залежність проникності осадової породи (при ускладнених геологічних 

умовах фільтрації, для яких 0k µ  мала величина) від величини градієнта 

тиску і визначається наступним співвідношенням 

 
1 ( ), ï ðè ,

( , )
1,  ï ðè ,

kr kr
kr

kr

F I I I I
I I

I I
χ

+ − >
=  ≤

   

де F  – задана монотонно зростаюча функція;  

krI  – критичне значення початкового градієнту.  

Для побудови наближеного розв’язку задачі введемо квазіпотенціал 

швидкості у вигляді функції Лейбензона [12]: ( )*( )
p

p

kp dϕ ϕ ρ α α
µ

∗

= + ∫  та 

перепишемо відносно нього рівняння (4.11) з відповідними крайовими 

умовами: 

 ( )div ( , )grad 0krI Iχ ϕ =% ,  
( , )

grad 
( )

krI Iχ
υ ϕ

ρ ϕ
=

%r
%

, 

 
* * *= ( )L pϕ ϕ ϕ= , *

* *( )
L

pϕ ϕ ϕ= = , ( *
*ϕ ϕ< ), (4.13) 

де ( ) ( ( ))pρ ϕ ρ ϕ=% , 2 2

( ) x yI
k
µ ϕ ϕ
ρ ϕ

= +%
%

.  

Аналогічно до [19], ввівши функцію течії ( , )x yψ ψ=  комплексно 

спряжену до ( , )x yϕ ϕ=  та здійснивши умовний розріз Ã області zG  

вздовж лінії розділу течії, що визначаються точками * * *( , )A B x y L= = ∈ , 

* * *( , )C D x y L= = ∈ , поставлена вище задача зводиться до задачі на 



квазіконформне відображення ( ) ( ) ( ), ,z x y i x yω ω ϕ ψ= = + , утвореної при 

цьому однозв’язної області 0 \ Ãz zG G=  на відповідну прямокутну область 

комплексного квазіпотенціалу { :Gω ω=  * ,ϕ ϕ ϕ∗ < <  }0 Qψ< < : 

 
( , )
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krI I

x y
χ ϕ ψ
ρ ϕ
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%
%

, 
( , )

( )
krI I

y x
χ ϕ ψ
ρ ϕ

∂ ∂
= −

∂ ∂
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%

, 0( , ) zx y G∈ ,  

 *ABϕ ϕ= , *
CDϕ ϕ= , 0ADψ = , BC Qψ = , 

 [ ] 0
zGλϕ

∂
= , [ ] 0

z
n Gλυ

∂
= ,  

де y x
AB

Q dx dyυ υ= − +∫С  – невідома витрата; 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + ; 

[ ]
zGλ∂

•  – стрибок заданої функції на zGλ∂ .  

Через геометричну складність області 0
zG  та тривіальність 

відповідної їй області комплексного квазіпотенціалу Gω  ми 

розглядатимемо замість прямої задачі на квазіконформне відображення 
0
zG Gω→  обернену до неї [18], яка, включаючи рівняння для дійсної 

( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин відповідної характеристичної 

функції течії ( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  (виконання яких вимагатимемо і 

на розрізі, що «роздвоюється» при переході від області zG  до Gω ), 

запишеться у вигляді: 
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(4.15) 

 * * *( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ = , * * *( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ = , 0 Qψ≤ ≤ (4.16) 

 ( ,0) ( , )x x Qϕ ϕ= , ( ,0) ( , )y y Qϕ ϕ= , *
*ϕ ϕ ϕ< < ,(4.17) 
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.(4.19) 

Для побудови різницевого аналогу задачі введемо в області Gω  

рівномірну ортогональну сітку {( , ) :i jGλ
ω ϕ ψ=  *i iϕ ϕ ϕ= + ⋅∆ , при 0,i n= ; 

j jψ ψ= ⋅∆ , при }0,j m= , де ( )*
* nϕ ϕ ϕ∆ = − , Q mψ∆ =  – кроки сітки 

відповідно по змінним ϕ  та ψ , γ ϕ ψ= ∆ ∆  – квазіконформний інваріант, 

 ,  n m N∈  – параметри розбиття області комплексного квазіпотенціалу. 

Різницеві аналоги рівнянь (4.19) (з урахуванням умов (4.18)), 

крайових умов (4.16), а також додаткові умови для граничних та 

приграничних вузлів (умови ортогональності) запишемо відповідно у 

вигляді: 
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де , ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , , 1 ,
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Невідому витрату Q  наближено шукаємо за формулою mQ ϕ
γ
∆

= , 

величину γ  одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в 

малому» відповідних елементарних чотирикутників [202] двох областей: 

 
1, 1

1 2, 1 2 , , 1

, 0 , 1,1 2, 1 2
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i j i j i ji j krmn I I
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де ( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jx x y yα + += − + − , ( ) ( )2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jx x y yβ + += − + − . 

Таким чином, алгоритм наближення розв’язку оберненої 

диференціальної задачі (4.15)–(4.19) різницевою задачею в загальному 

випадку, побудуємо шляхом поетапної параметризації величини γ , 

граничних та внутрішніх вузлів сітки з використанням ідей блочної 

ітерації, для аналітичного обґрунтування його збіжності. А саме: задавши 

геометричну конфігурацію фізичної області zG , що обмежена контурами 

*L , *L , кількість вузлів розбиття відповідної області комплексного 



квазіпотенціалу Gω  (параметри n  та m ); параметри необхідної точності 

роботи алгоритму 1ε , 2ε  та рівень квазіконформності *δ  відображення. 

Задаємо початкові наближення шуканих координат граничних вузлів так, 

щоб виконувалися умови (4.21), та координат внутрішніх вузлів 

гідродинамічної сітки і, використовуючи (4.23), знаходимо початкове 

наближення квазіконформного інваріанту (0)γ  та невідому величину 

витрати 
*

(0) *
(0)

( )mQ
n

ϕ ϕ
γ
−

= . Проводимо уточнення координат внутрішніх 

вузлів ( ,i jx , ,i jy ) за формулами, отриманими шляхом розв’язання (4.20) 

відносно ,i jx  та ,i jy  (з метою прискорення швидкості збіжності всього 

процесу і економії машинного часу використовуємо лише перший 

ітераційний крок, при цьому враховуємо періодичність шуканих функцій). 

Підправляємо граничні вузли (координати даного вузла підправляємо за 

умови фіксації навколишніх граничних та приграничних), використовуючи 

різницеві аналоги умов типу Коші-Рімана (4.22). Використовуючи 

значення квазіконформних інваріантів (4.23), знаходимо нове наближення 

величини Q , якщо її зміна за останню проведену ітерацію більша за 1ε , то 

повертаємося до уточнення вузлів. Визначаємо величину 

( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + −  – зміщення вузлів на границі за 

проведену k -ту загальну ітерацію, якщо вона більша за 2ε , то переходимо 

до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо ступінь 

квазіконформності 2 2
1 2δ δ δ= +  отриманого відображення області 

комплексного квазіпотенціалу на фізичну область із розрізом вздовж лінії 

течії, де 1 2,δ δ  – нев’язки апроксимацій рівнянь (4.15): 
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якщо *δ δ≥ , то змінюємо кількість вузлів розбиття області Gω  та 

повторюємо кроки алгоритму, інакше задача розв’язана із необхідною 

точністю. 

Проведемо числові розрахунки у випадку існування еліптичної 

тріщини гідравлічного розриву, що характеризується своїми півосями 

1 0.6a = , 1 0.05b =  і займає область 
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x yG x y
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Рис. 4.6. Гідродинамічні сітки, відповідно 

при відсутності та наявності тріщин ГРП з 

урахуванням суміжних деформаційних 

ефектів 



На основі отриманих результатів, підтверджено, що у випадку 

наявності тріщин гідравлічного розриву у сланцевому пласті відбуваються 

суміжні деформаційні процеси, зокрема, навколо цих тріщин утворюється 

зона (рис. 4.6), яка характеризується підвищеною проникністю по 

відношенню до всього пласта і благотворно впливає на дебіт 

експлуатаційної свердловини: при їх відсутності  2.104Q = , а при 

наявності – 12.726Q = . 

 2.6 Методика визначення усередненого коефіцієнта проникності 

присвердловинної ділянки пласта  

Задача визначення 

фільтраційно-ємкісних 

характеристик нафтогазових 

пластів, за даними, отриманими 

внаслідок лабораторних 

дослідів на керні, є досить 

актуальною, проте важливим 

етапом такого дослідження є 

виділення в пласті зон впливу цих параметрів та встановлення основних їх 

характеристик: коефіцієнта фільтрації та природу його зміни в межах 

виділеної зони, геометричні розміри зон впливу, фільтраційні параметри 

тріщин гідравлічного розриву пласта, тощо. Така задача ідентифікації 

відноситься до класу обернених коефіцієнтних задач [19, 33, 82-83] і 

виникає, зокрема, на етапі адаптації геолого-гідродинамічної моделі 

досліджуваного об’єкта по відомим апріорним даним щодо фільтраційних 

і динамічних властивостей розроблюваного пласта [62, 81] При 

спорудженні та експлуатації свердловин в частинах пласта, що прилягають 
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Рис. 2.11. Пласт з неоднорідністю у 
навколо свердловинній ділянці 



до них, відбуваються зміни фільтраційних властивостей пористого 

середовища та його фільтраційно-ємкісних характеристик і формується 

система навколосвердловинних зон з особливими умовами фільтрації. 

Ефект такої зміни при моделюванні, в деяких випадках, враховують 

завдяки введенню кусково-неперервного коефіцієнта проникності у 

припущенні, що границі зон є нерухомими і заданими. 

Ідентифікація фільтраційно-ємкісних параметрів проводиться в 

умовах стаціонарної однофазної фільтрації рідини у горизонтальному 

зонально неоднорідному пласті (області zG , z x iy= + ), обмеженому 

контуром живлення *L  та контуром експлуатаційної свердловини *L  

(рис. 2.11) і описується рівнянням нерозривності та законом Дарсі [4,5]: 

0divυ =
r

, ( ),  k õ ó gradυ ϕ=
r

 відповідно, де ( , )x yϕ ϕ=  – квазіпотенціал 

швидкості фільтрації xυ υ= +
r

yiυ , 
* 1

1
*

,  ( , ) ,
( , )

,  ( , ) \ ,
z

z z

k x y G
k x y

k x y G G
 ∈= 

∈
 – 

коефіцієнт фільтрації, *k  – шукане значення коефіцієнта фільтрації в 

присвердловинній зоні 1
zG  (із заданою границею), *k  – відомий коефіцієнт 

фільтрації в області 1\z zG G . 

Задачу на ідентифікацію фільтраційно-ємкісних характеристик 

нафтового пласта зводимо до задачі на квазіконформне (кусково-

конформне) відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = + , утвореної при 

цьому, однозв’язної області 0 \ Ãz zG G= , де Ã – умовний розріз вздовж 

лінії розділу течії (через AD та BC на рис. 2.11 позначено відповідно 

верхній та нижній його береги), на відповідну прямокутну область 

комплексного квазіпотенціалу { :Gω ω=  * ,ϕ ϕ ϕ∗ < <  }0 Qψ< < , з 

відповідними рівняннями типу Коші-Рімана (2.1) і початковими умовами 



(2.2), граничними умовами на контурі забрудненої зони: [ ] 1 0
zG

ϕ
∂

= , 

[ ] 1 0
z

n G
υ

∂
= . 

Для відшукання значення коефіцієнта фільтрації *k  привибійної 

зони 1
zG  введемо в розгляд функцію нев’язки ( )Q k% , мінімізація якої і 

дозволяє його знайти наступним чином:  
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∫ ∫ ,  (2.20) 

де *Q  – заданий дебіт експлуатаційної свердловини радіуса *r . 

Як і в попередньому параграфі, через геометрична складність 

заданої області 0
zG  (що, зокрема, породжує проблему побудови 

гідродинамічної сітки) та тривіальність відповідної їй області 

комплексного квазіпотенціалу Gω , ми розглядатимемо обернену задачу на 

квазіконформне відображення ( )0
zG Gω → , яка має вигляд (2.4)-(2.5), (2.7) 

з відповідними граничними умовами: 
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тоді відповідну формулу відшукання функції невязки (2.20) представимо у 

вигляді: 
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J
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ψ
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    ∂ ∂    = − = + −    ∂ ∂     
∫% . (2.22) 



Для побудови різницевого аналогу задачі введемо, як і у 

попередньому параграфі, в області Gω  ортогональну сітку Gγ
ω  та рівняння 

(2.7), у внутрішності сіткової області Gω  та розрізі Ã , крайові умови та 

умови періодичності з додатковими умовами для граничних та 

приграничних вузлів (умовами ортогональності) апроксимуємо аналогічно 

(2.11) – (2.13). 

Невідому витрату Q  шукаємо за формулою mQ ϕ
γ
∆

= , величину γ  

– одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей, аналогічно 

(2.14). 

Використовуючи (2.22), формулу для наближеного знаходження 

значення коефіцієнта фільтрації *k  привибійної зони запишемо у вигляді:  

 
( ) ( )( )

*
*( )

2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, 1 , 1 , 1 , 12 ( 1)

1 ,

,
1

4

p
m

p p p p
n j n j n j n jp

j n j

Qk
x x y y

Jψ
− − − −
− + − +−

=

=
− + −

∆∑
 (2.23) 

де p  – ітераційний параметр. 

Таким чином, алгоритм наближення розв’язку вищеописаної 

оберненої  диференціальної задачі з різницевою задачею, в загальному 

випадку, побудуємо, як і в попередньому параграфі, шляхом поетапної 

параметризації величини γ , граничних та внутрішніх вузлів сітки з 

використанням ідей блочної ітерації, для аналітичного обґрунтування його 

збіжності: задавши геометричну конфігурацію фізичної області zG , що 

обмежена контурами *L , *L  та привибійної зони, кількість вузлів розбиття 

відповідної області комплексного квазіпотенціалу Gω  (параметри n  та 

m ); параметри необхідної точності роботи алгоритму 1ε , 2ε , 3ε  та рівень 



квазіконформності *δ  відображення Використовуючи значення 

квазіконформних інваріантів (2.14), знаходимо нове наближення величини 

Q  та за допомогою формулу (2.23)  наближено знаходимо значення 

коефіцієнта фільтрації *k  привибійної зони пласта, якщо їх зміна за 

останню проведену ітерацію більша за 1ε , 2ε  то повертаємося до 

уточнення вузлів. Визначаємо величину 

( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )p p p p
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + −  – зміщення вузлів на границі за 

проведену p -ту загальну ітерацію, якщо вона більша за 3ε , то переходимо 

до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо ступінь 

квазіконформності 2 2
1 2δ δ δ= +  отриманого відображення області 

комплексного квазіпотенціалу на фізичну область із розрізом вздовж лінії 

течії. Якщо *δ δ≥ , то змінюємо кількість вузлів розбиття області Gω  та 

повторюємо кроки алгоритму, інакше задача розв’язана із необхідною 

точністю.  

Використовуючи розроблений алгоритм, розв’яжемо задачу 

ідентифікації коефіцієнта проникності присвердловинної зони при * 0ϕ = , 

* 1ϕ = , * 1k = , * 1.018Q = . Зовнішній контур живлення та контур 

експлуатаційної свердловини запишемо у параметричній формі: 

*L = { :õ ³ó+  * ( ) 2(cos( ) 0.1cos(4 ))x θ θ θ= + , * ( ) 2(sin( ) 0.1sin(4 ))y θ θ θ= − , 

}0 2θ π≤ ≤ , *L =  { :õ ³ó= +  * ( ) 0.1cos( ) 0.2x θ θ= + , * ( ) 0.1sin( ) 0.2y θ θ= − , 

}0 2θ π≤ ≤ , границю забрудненої зони змоделюєму у вигляді кола: 

{1 ( , ) :zG x y=  ( ) ( ) }2 20.2 0.2 0.5x y− + + ≤ . 



 )a )á )â

 
Рис. 2.12. Гідродинамічні сітки однорідного пласта (а) зонально 

неоднорідного (б) та із тріщинами ГРП (в). 

На рис. 2.12. а-б зображено гідродинамічні сітки у випадку 

однорідного плата та при наявності зони забруднення відповідно. З 

використанням розробленого числового алгоритму, встановлено значення 

коефіцієнта фільтрації привибійної зони *
1 0.352k = . 

З проведених числових розрахунків, було встановлено, що дане 

забруднення присвердловинної зони приводить до зменшення дебіту 

свердловини на 48% від розрахункового значення 2.108Q =  (для пласта 

без забруднення). З метою збільшення віддачі свердловини хоча б до 

значення витрати 3.11Q = , проведено процедуру ГРП з тріщинами 

фіксованих розмірів (взаємноортогональних еліпсів з півосями 0.06a = , 

1.5b = , рис. 2.12. в) та встановлено відповідне значення коефіцієнта 

фільтрації в тріщинах *
1 10.15k = . 

 

 

 

 

 

 



РОЗДІЛ 3  

МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕДІНКИ СИСТЕМИ «СВЕРДЛОВИНИ-

ТРІЩИНИ-ПЛАСТ» В УМОВАХ ІНТЕНСИФІКАЦІЇ ПРОЦЕСУ 

ВИТІСНЕННЯ 

У розділі узагальнено методи комплексного аналізу розв’язання 

задач багатофазної фільтрації на випадок математичного моделювання 

нелінійних процесів витіснення в нафтових пластах з урахуванням тріщин 

гідророзриву. Створено  підхід до розв’язання задач неізотермічної 

багатофазної фільтрації, основні властивості якого продемонстровані на 

прикладі площового заводнення, побудовано числовий алгоритм для 

розрахунку гідродинамічної сітки, відшукання полів температури та 

насиченості, координат критичних точок, фільтраційних витрат, часу 

повного заводнення тощо. Проведено аналіз числових розрахунків 

перерозподілу відповідних фільтраційних характеристик та здійснено 

порівняння протікання процесу витіснення у випадках неізотермічної та 

ізотермічної фільтрації. 

3.1 Математичне моделювання двофазної фільтрації у 

горизонтальному пласті з урахуванням впливу тріщин гідророзриву 

У даному параграфі розроблено підхід стосовно дослідження 

поведінки елементів системи «свердловина-тріщина-пласт», зокрема, 

врахування зміни насиченості при двофазній фільтрації в однорідному 

горизонтальному пласті, на випадок інтенсифікації притоку пластової 

рідини до свердловини шляхом збурення течії тріщинами гідравлічного 

розриву пласта скінченної проникності. 



Розглянемо процес двофазної фільтрації при витісненні однієї 

рідини іншою в нафтовому пласті zG  ( z x iy= + ), обмеженому 

непроникним зовнішнім контуром L , контурами нагнітальної *L  та 

експлуатаційної *L  свердловин (рис. 2.13), коли фільтраційне поле збурене 

тріщинами ГРП l
zG .  

Закон руху та рівняння нерозривності двофазної фільтраційної течії, 

запишемо відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації 

( , , ) ( , , )x y t p x y t pϕ ϕ= = − + % (тут ( , , )p x y t  – тиск у точці ( , )x y  в момент 

часу t , p% – деяке характерне його значення), згідно з [24-27] подамо 

відповідно у вигляді:  

 ( ), l
l

l

k õ ó k
gradυ ϕ

µ
=

%r
, 0l

l
s

div
t

σ υ
∂

+ =
∂

r
, 

2

1
1l

l
s

=

=∑ , 1, 2l = , (3.1) 

де lυ
r

, lµ  – вектор швидкості, динамічна в’язкість відповідної l  – тої фази; 

0

, ( , ) ,  =1,2,..
( , ) , ( , ) \ ,

z

z z

k x y G
k x y k x y G G

λ
λ

λ

λ

λ ∈=  ∈


U  – коефіцієнт проникності пласта;  

1k%, 2k%  – відносні фазові проникності (є заданими функціями 

насиченості: 1 1( )k k s=% % , 2 2 ( )k k s=% % , 2 11s s s= = − );  

σ  – пористість ґрунту;  

( , , )l ls s x y t=  – насиченість пласта відповідної l  – тої фази. 

Звідси, з урахуванням сумарної швидкості 1 2υ υ υ= +
r r r

 фільтраційної 

течії, маємо:  0,  ( ) ,div k s gradυ υ ϕ= =
r r

  ( ) 0,s grad f s
t

σ υ∂
+ =

∂
r

 де 

1 2

1 2

( ) ( )( ) kk s kk sk s
µ µ

= +
% %

, 21

1 22 1

( )( )
( ) ( )

k sf s
k s k s
µ

µ µ
=

+

%
% % . 



Вважаємо, що на нагнітальній *L  та експлуатаційній *L  

свердловинах підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали 

позначимо через *ϕ , *ϕ ), на границі l
zG∂  тріщин ГРП виконуються умови 

неперервності потоку і тиску, а інші ділянки границі області zG  є лініями 

течії, вздовж яких має місце рівність 0
Ln

ϕ∂
=

∂
, де 0{ : ( )L z x x θ= = , 

0 ( )y y θ= , 0 0}α θ β≤ ≤ { : ( , ) 0}z u x y= = , * *{ : ( )L z x x θ= = , * ( )y y θ= , 

* *}α θ β≤ ≤ =  *{ : ( , ) 0}z u x y= = , * *{ : ( )L z x x θ= = , * ( )y y θ= , 

* *}α θ β≤ ≤ = { :z  * ( , ) 0}u x y = . Початковий розподіл насиченості в пласті 

і її значення на нагнітальній свердловині позначимо відповідно через 

( , ,0) ( , )s x y s x y= %  і 
* * Ls s= . 

Аналогічно до [19], ввівши функцію течії ( , )x yψ ψ= , комплексно 

спряжену до ( , )x yϕ ϕ= , та здійснивши умовні розрізи *Γ , *Γ  області zG  

вздовж ліній розділу течії, що визначаються точками «призупинки» течії 
* *
0 0( , )A B x y L= = ∈ , 0 0

* *( , )C D x y L= = ∈  та відповідними точками 

* * *( , )A B x y L= = ∈ , * * *( , )C D x y L= = ∈ , задачу про побудову 

гідродинамічної сітки, відшукання фільтраційної витрати та інших 

характерних фільтраційних параметрів за знайденим (фіксованим у даний 

момент часу) полем насиченості зводимо до задачі квазіконформного 

відображення, утвореної при цьому однозв’язної області 
0 *

*\ ( )z zG G= Γ ∪Γ  на відповідну прямокутну область комплексного 

квазіпотенціалу { :Gω ω=  * ,ϕ ϕ ϕ∗ < <  }0 Qψ< < : 
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 [ ] 0l
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0 0( , ) 0x yυ = , 0 0
* *( , ) 0x yυ = ,(3.2) 

 
* * 0,  ,  ( , , ) ( , ),   L t

s k f s s s s s x y t s x y
t s x x y y

ϕ ϕ
σ =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

% (3.3) 

де 
*

y x
L

Q dx dyυ υ= − +∫С , 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + . 

Обернена до (3.1) – (3.2) крайова задача на квазіконформне 

відображення ( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на zG  та рівняння 

для дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин (виконання яких 

вимагатимемо і на розрізах для врахування їх «роздвоєння» при переході 

від області zG  до Gω ) характеристичної функції течії запишуться у 

вигляді: 

 ( ), , , ,y x x yk k Gω
∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ψ
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

= = − ∈ (3.4) 

 * * *
* * *( ( , ), ( , )) 0,    ( ( , ), ( , )) 0,   0 ,u x y u x y Qϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ= = ≤ ≤  

 *
* ( ( ,0), ( ,0)) 0,    ( ( , ), ( , )) 0,   ,u x y u x Q y Qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = ≤ ≤ (3.5) 
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cos( , ) 0,
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    ∂ ∂ + =    ∂ ∂    

r r (3.7) 



 1 10,  0,x x y yk k
k kψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

(3.8) 

де ϕ , ϕ  – значення квазіпотенціалу в шуканих точках «призупинки» 

(відповідно «роздвоєння» та «здвоєння» течій);  

*u , *u , u  – функції, що визначають контури області zG : *L , *L , L , 

відповідно.  

Використавши формули переходу [6-8] J x y x yϕ ψ ψ ϕ= − , 

y y
x J J
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, умови (3) і формули для обчислення 

компонент сумарної швидкості ( )
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υ
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∂

, 

задачу для насиченості (3.3) перепишемо так: 

 
2

,s f s
t sk

υ
ϕσ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
(3.9) 

* * *( ( , ), ( , ), ) ,  ( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , )),s x y t s s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= = % (3.10) 

де отримане диференціальне рівняння в частинних похідних є фактично 

просторово одновимірним, адже змінна ψ  тут фігурує як параметр. 

Для запису різницевого аналогу задачі (3.4) – (3.10) здійснимо 

побудову сітки у області Gω , вузли ( , )i jϕ ψ  якої визначаються наступним 

чином: 
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(3.11) 

 j jψ ψ= ∆ , Q mψ∆ = , 0,j m= , 

де 1 2 3 1n n n n= + + + ; 1 2 3 , , ,n n n m N∈  – параметри розбиття області 

комплексного квазіпотенціалу;  

lϕ∆ , ψ∆  – кроки сітки.  

У зв’язку із загальністю запису коефіцієнта проникності (у 

відповідних еліптичних рівняннях), що є функцією від координат та 

насиченості і може бути як неперервною так кусково-неперервною, 

наприклад, при переході через межу тріщини ГРП, рівняння (3.8) у 

середині сіткової області Gω  та на розрізах *Γ , *Γ  апроксимуємо 

використовуючи основні ідеї методу скінченних об’ємів [199], що 

дозволяє забезпечити виконання різницевого аналогу законів збереження 

та консервативність відповідної різницевої схеми: 
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k x x k x x

k k
y y y y

k y y k y y
k k

γ

γ
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+ + − −

+ −

+ −
+ + − −

+ −

− −
− − − + − =


 − − − − − + − =


(3.1

2) 



де ( ), 1 2 , 1 ,
1
2i j i j i jk k k± ±= + , ( )1 2, 1, ,

1 
2i j i j i jk k k± ±= + , , ( , )i j i jx x ϕ ψ= , 

, ( , )i j i jy y ϕ ψ= , l
l

ϕ
γ

ψ
∆

=
∆

 - квазіконформні інваріанти. 

Крайові умови та умови періодичності з додатковими умовами 

зв’язку граничних та приграничних вузлів апроксимуємо таким чином 

[19]: 

 

( ) ( )
( ) ( )

*
* 0, 0, , ,

,0 ,0 , , 1 1 2

,0 , ,0 , 1

,0 , ,0 , 1 2

, 0,  , 0,  =0, ,

, 0,  , 0,  = 1,n n ,

, ,  0, 1,

,  ,  ,  ;

j j n j n j

i i i m i m

i i m i i m

i i m i i m

u x y u x y j m

u x y u x y i n

x x y y i n

x x y y i n n n

 = =

 = = + +


= = = +


= = = +

(3.13) 

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2, 0, 1 0, 1
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(4 3 )( ) (4 3 )( ) 0,
(3 4 )( ) (3 4 )

( ) 0,  0, 1,
(4 3 )( ) (4

j j j j j j j j j j

n j n j n j n j n j n j n j n j
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i i i i i i

x x x x x y y y y y
x x x x x y y y

y y j m
x x x x x y
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y y y y
x x x x x y y y

y y i n n n
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 − − =
 + − − + + − ×

× − = = + +

  

Невідому повну витрату Q  та значення квазіпотенціалів ϕ  та ϕ  у 

точках «призупинки» течії шукаємо в процесі ітераційного розрахунку за 

формулами [24-27]: Q m ψ= ∆ , 
*

*

1
ϕ αϕ

ϕ
α

+
=

+
%
%

, 
*

*

1
ϕ βϕ

ϕ
β

+
=

+

%
% , де 

*
*

1 1 2 2 3 3( 1) ( 1) ( 1)n n n
ϕ ϕ

ψ
γ γ γ

−
∆ =

+ + − + +
, 1 1

2 2 3 3

( 1)
( 1) ( 1)

n
n n
γ

α
γ γ

+
=

− + +
% , 

3 3

2 2 1 1

( 1)
( 1) ( 1)

n
n n
γ

β
γ γ

+
=

− + +
% . Величини квазіконформних інваріантів lγ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 



відповідних елементарних чотирикутників двох областей наступним 

чином: 

( ) ( )
1 1 2

1

, 1 1, 1

1 , 2 ,
, 0 , 1,01 2

1 1, ,
1 1

n m n n m

i j i j
i j i j nm n m n

γ γ γ γ
− + − −

= = +

= =
+ −∑ ∑  

( ) 1 2

1, 1

3 ,
, ,01 2

1 ,
n m

i j
i j n nm n n n

γ γ
− −

= +

=
− − ∑  (3.15) 

де          , , 1
,

1 2, 1 2 , 1,

1 i j i j
i j

i j i j i jk
α α

γ
β β

+

+ + +

+
=

+
,           

( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jx x y yα + += − + − ,  

( ) ( )2 2
, , 1 , , 1 , .i j i j i j i j i jx x y yβ + += − + −  

Рівняння (3.9) апроксимуємо різницевою схемою «проти потоку» 

[199] наступним чином: 

 
2
, 1, ,

, , , 1,
,

( ),
2

i j i j i j
i j i j i j i j

i j l

s s
s s f s s

k
τυ

σ ϕ
−

−

+ 
′= − ⋅ − 

∆  

) (3.16) 

де τ  – крок за часом; ,i js , ,i js)  – насиченості у відповіді моменти часу;  

,i jυ  – швидкість (знаходимо, як у роботі [19]), 1, ,j m=  11, ,i n=  при 

1,l =  1 1 21, ,i n n n= + +  при 2,l =  1 2 1, 1,i n n n= + + −  при 3l = .  

Граничну та початкову умови для насиченості в сітковій області 

запишемо так: 0, *js s= , , , , ,( , ,0) ( , )i j i j i j i js x y s x y= % , 1,i n= , 1,j m= . 

Алгоритм наближення розв’язку оберненої диференціальної задачі 

(3.4)–(3.10) різницевою задачею у загальному випадку, як і в роботах [17-

19], побудуємо шляхом поетапної параметризації величини lγ , граничних 

та внутрішніх вузлів сітки з використанням ідей блочної ітерації (зокрема, 



для аналітичного обґрунтування його збіжності). Так, на першому кроці 

роботи алгоритму задаємо геометричну конфігурацію пласта zG , крок за 

часом τ , параметри розбиття 1n , 2n , 3n , m , області Gω  та точності 1ε , 

2ε  роботи алгоритму, початкові наближення координат граничних вузлів 

(так, щоб виконувалися умови (3.13)) і початкові наближення координат 

внутрішніх вузлів, за формулами (3.15) знаходимо наближення величин 
(0)
lγ  та значення (0)ϕ , (0)ϕ , (0)Q . Далі проводимо уточнення координат 

внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки ( ,i jx , ,i jy ) шляхом розв’язання 

(3.12) відносно ,i jx  та ,i jy  (з метою прискорення швидкості збіжності 

всього процесу і економії машинного часу використовуємо лише перший 

ітераційний крок, при цьому враховуємо періодичність шуканих функцій). 

Після цього, підправляємо граничні вузли (за умови фіксації навколишніх 

граничних та приграничних), використовуючи різницеві аналоги умов 

типу Коші-Рімана (3.14). Знаходимо значення квазіконформних інваріантів 

(3.15) та уточнюємо величин Q , ϕ , ϕ . Серед умов завершення алгоритму 

побудови гідродинамічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних 

параметрів, зокрема, поля швидкості) на даному ітераційному етапі є: 

стабілізація граничних вузлів ( )( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

x x y y ε− −− + − < ; 

стабілізація витрати Q  ( )( 1) ( )
1Q Qκ κ ε+ − <  тощо. Використовуючи поле 

швидкостей та поле насиченості з попереднього ітераційного кроку за 

часом (з урахуванням граничної умови), згідно з (3.16) знаходимо новий 

розподіл насиченості у пласті та повторюємо кроки алгоритму. 

Проведено числові розрахунки процесу витіснення у пласті 

обмеженому зовнішнім непроникним контуром: 



{ (0 0:   ( ) 2 cos( )L x iy x θ θ= + = +  )0.1cos(3 )θ+ , 

0 ( )y θ = ( )2 sin( ) 0.1sin(5 )θ θ− , }0 2θ π≤ < , контурами свердловин: 

{* :L x iy= +  * ( ) 0.1cos( ) 1,x θ θ= −  * ( ) 0.1sin( )y θ θ= , }0 2θ π≤ < , 

{* :L x iy= +  * ( ) 0.1cos( ) 1,x θ θ= +  * ( ) 0.1sin( ),y θ θ=  }0 2θ π≤ <  при 

існуванні тріщини ГРП, контур якої задано рівнянням еліпса: {1 ( , ) :zG x y=  

( )( ) ( ) }2 21 0.7 0.05 1x y− + ≤  на експлуатаційній свердловині (рис. 3.1 а.), 

при умовах * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0.5σ = , 1 2µ = , 2 1µ = , 0.0001τ = , 

2
1 (1 )k s= −% , 2

2k s=% , * 1s = , ( , ) 0s x y =% , 1 10,k =  * 1k = , 

1 2 3 2 40 2 70n n n m× × × = × × × , 5
1 2 10ε ε −= = .  

 )а )б ( )Q t

t

0 0,32 1,23

0,5

0,54

0,52

1,41  
Рис. 3.1. Гідродинамічна сітка (а) та розподіл сумарної витрати (б) 

На основі результатів числових розрахунків, встановлено, що 

швидкість просування фронту витіснення з наближенням до тріщини ГРП 

зменшується, як і сумарна фільтраційна витрата на експлуатаційній 

свердловині. Це пов’язано, в основному, із відмінністю коефіцієнтів 

проникності в пласті та на втрамбованому, в результаті ГРП, контурі 

тріщини, адже при перетіканні через границю середовищ різної 

проникності витісняючій рідині необхідно перебороти супротив, 



породжений внутрішніми силами – так званий капілярний ефект. Вплив 

внутрішніх сил на зміну сумарної витрати ( )Q Q t=  продемонстрований на 

рис. 3.1 б, зокрема, підтверджено наявність, «ступінчатоподібного» ефекту 

її зміни на проміжку часу [ ]1.23,1.41t∈ . 

 0.092,

0.901.
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Рис. 3.2. Розподіл насиченості в області Gω  у відповідні моменти часу 

t t= % 

На рисунку 3.2 зображено розподіл насиченості в області Gω , у 

деякий момент часу 0.32t =  та в момент 1.23t =  – проникнення 

витісняючого агенту в тріщину гідравлічного розриву.  

Величини сумарної фільтраційної витрати у відповідні моменти часу 

становлять: (0.23) 0.519Q =  та (1.23) 0.545Q = . Таким чином, після 

прориву витісняю чого флюїду (води) у тріщину ГРП із більшим 

коефіцієнтом проникності ніж пласта відбувається пришвидшення 

фільтрації та збільшення витрати в цілому. 

 

 



3.2  Методи комплексного аналізу при моделюванні трифазної 

фільтрації в нафтогазових пластах 

При дослідженні процесу розробки нафтогазових родовищ з 

використанням їх математичних моделей стає питання вибору певної 

абстракції представлення взаємодії рідин, що рухаються в пласті, між 

собою та скелетом, зокрема. Складність такого вибору, в першу чергу, 

пов’язана з процесами, які протікають в пласті, та режимом його розробки. 

Так, наприклад, коли пластовий тиск перевищує деяке критичне значення, 

яке відповідає невідокремленому сумісному руху газу та нафти, такий 

процес можна описати двофазною моделлю [1–2]: однією із фаз є суміш 

нафти та газу, а другою – вода. Проте, при відсутності активної підтримки 

пластового тиску ззовні з наступним відбором флюїдів із пласта через 

експлуатаційні свердловини, суміш газу та нафти починає 

відокремлюватися з утворенням окремих фаз, що призводить, в свою 

чергу, до руху в пласті більш складної гетерогенної системи, складовими 

якої є нафта, газ та вода [1–2]. 

У цій роботі комплексний підхід [3–5] до математичного 

моделювання процесів двофазної фільтрації в горизонтальних 

нафтогазових пластах узагальнено на випадок більш складної гетерогенної 

системи, що складається з водяної, нафтової та газової фаз. При цьому 

розроблені в [3–5] числові алгоритми розв’язання відповідних задач 

двофазної фільтрації (на побудову гідродинамічної сітки, відшукання поля 

насиченості, координат критичних точок типу «призупинки», 

фільтраційних витрат, часу повного заводнення тощо) модифіковано 

шляхом введення додаткових розрахункових процедур, що враховують 

сумісний рух трьох фаз та перераховують відповідні фільтраційні 

характеристики згідно з основними ідеями методу поетапної фіксації 

характеристик середовища та процесу. 



 Розглянемо процес витіснення (трифазної ізотермічної фільтрації) в 

пласті, що породжений перепадом тиску на нагнітальних ( ) та 

експлуатаційних ( ) свердловинах, контури Lα
(

, Lβ

)
 ( *1, nα = , *1, nβ = ) 

яких разом з зовнішнім контуром (непроникним або ж проникним – 

контур живлення) L  визначають область zG  фільтрації флюїдів (див. 

рис.1).  
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Рис. 1. Схематичне зображення пласта з *
*n n+  свердловинами 

Закони, що описують рух гетерогенної системи, складовими якої є 

водяна нафтова та газова фази, в такій області, згідно з [1-2], представимо 

у вигляді: 

 l
l

l

kk gradυ ϕ
µ

=
%r

, 0l
l

s
div

t
σ υ
∂

+ =
∂

r , , ,l w o g= , 1w o gs s s+ + = ,  

де ( , , ) ( , , )x y t p x y t pϕ ϕ= = − + % – квазіпотенціал швидкості фільтрації 

( ( , , )p x y t  – тиск в точці ( , )x y  в момент часу t , p% – деяке характерне 

його значення); ( , , )ws x y t , ( , , )os x y t , ( , , )gs x y t  – насиченості пористого 

середовища водою, нафтою та газом в точці ( , )x y  у момент часу t  (тут і 

надалі час t  та інші величини є безрозмірними); σ , k  – коефіцієнти 

пористості та абсолютної проникності ґрунту; ( , )l l w ok k s s=% %  – відносні 

фазові проникності, де , ,l w o g= ; lυ
r

, lµ  – вектор швидкості та коефіцієнт 



в’язкості l  – ої фази. Звідси, з урахуванням сумарної швидкості 

w o gυ υ υ υ= + +
r r r r

 фільтраційної течії, маємо: 

 0divυ =
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Для зручності подальшого використання, з урахуванням (1), систему 

рівнянь (2) перепишемо у вигляді: 

 ( , )
0

( , )
w w w o

w o w

s kk s s
grad

t k s s
σ υ
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r
,  
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∂  

r
. (3) 

Вважаємо, що на нагнітальних Lα
(

 та експлуатаційних Lβ

)
 

свердловинах підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали 

позначимо через *ϕ  та *ϕ ), а інші ділянки границі області zG  можуть 

бути як лініями течії (зовнішній контур непроникний) так і 

еквіпотенціальними лініями (зовнішній контур є контуром живлення), 

вздовж яких, зокрема, матимуть місце рівності 0
Ln

ϕ∂
=

∂
 або 0

Lϕ ϕ= , де 

{ :L z x iyα = = +
(

 ( , ) 0} { :f x y zα = =
(

 0 cos( )x r xατ= + ( , 0 sin( )y r yατ= + ( , 

0 2 }τ π≤ < , { :L z x iyβ = = +
)

 ( , ) 0} { :f x y zβ = =
)

 0 cos( )x r xβτ= + ) , 

0 sin( )y r yβτ= + ) , 0 2 }τ π≤ < , { : ( , ) 0}L z f x y= = . Початкові розподіли 

насиченості води, нафти та газу в пласті і їх значення на нагнітальних 

свердловинах позначимо відповідно через ( , ,0) ( , )w ws x y s x y= % , 



( , ,0) ( , )o os x y s x y= % , ( , ,0) 1 ( , ) ( , )g w os x y s x y s x y= − −% %  та *w wLs s
α
=( , 

*o oLs s
α
=( , *g gL

s s
α
=( , *1, nα = . 

Алгоритм розв’язання задачі. Згідно запропонованої в роботах [3-

9] методології розв’язання нелінійних задач двохфазної фільтрації у 

нафтогазових пластах, область протікання процесу витіснення для яких є 

багатозв’язною, необхідною умовою використання методу числового 

квазіконформного відображення та основних ідей методики поетапної 

фіксації характеристик середовища і процесу (з метою переходу від прямої 

задачі до оберненої, а саме від фізичної області до однозв’язної області 

комплексного квазіпотенціалу) є введення серії умовних розрізів області 

zG  вздовж ліній течії, що проходять через точки призупинки потоку [6]. 

Після здійснення такого перетворення області zG  та побудови 

відповідної області комплексного квазіпотенціалу необхідно переписати 

задачу багатофазної фільтрації вже відносно нової розрахункової області - 

Gω , використовуючи наступні формули 1 y
x J
ϕ

ψ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 1 x
y J
ϕ

ψ
∂ ∂
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, 1 1x x
y J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, де ϕ  та 

ψ  є комплексно спряженими функціями [3]. Тоді матимемо:  

 y xk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= , x yk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= − , ( ), Gωϕ ψ ∈  (4) 

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ
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ϕ µ
 ∂ ∂
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Система рівнянь (4), як і у випадку двохфазної фільтрації, є 

фактично просторово одновимірною, адже змінна ψ  тут теж фігурує як 

параметр.  

Рівняння (4)-(6), в залежності від вибору конфігурації області руху 

гетерогенної системи, доповнюватимемо відповідними крайовими та 

початковими умовами [3,6]. 

Відзначимо, що використання ідей методу квазіконформних 

відображень та процедури поетапної фіксації різних характеристик 

середовища і процесу суттєво спрощує загальну стратегію розчеплення 

алгоритму розв’язання вихідної задачі (представлення його у вигляді 

блоків, що виконуються один за одним циклічно). А саме, за фіксованим 

розподілом насиченостей ws , os  розв’язуємо задачу на квазіконформне 

відображення: будуємо гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу 

течії, знаходимо квазіпотенціал ϕ , витрату та інші невідомі фільтраційні 

параметри; за знайденими фільтраційними характеристиками знаходимо 

перерозподіл насиченості та перевіряємо умови зупинки процесу 

обчислень. Однією з них може бути умова перевищення допустимої частки 

витісняючої рідини в продукції експлуатаційних свердловин. 

Різницевий аналог задачі дослідження багатофазної фільтрації та 

алгоритм її розв’язання будується аналогічно як і в роботах [3-6], шляхом 

введення в області комплексного квазіпотенціалу рівномірної 

ортогональної сітки з вузлами в точках ( , )i jϕ ψ  ( 1,i n= , 1,j m= ), 



відносно якої здійснюється апроксимація рівнянь (4)–(6), наприклад, так 

[3–9]:  
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. З наступним вибором кроку по часу, 

параметрів розбиття області комплексного квазіпотенціалу (що 

визначають положення вузлів ( , )i jϕ ψ  сітки), точності роботи алгоритму, 

початкових наближень координат граничних вузлів гідродинамічної сітки, 

початкового наближення координат її внутрішніх вузлів знаходимо 

значення квазіконформних інваріантів. Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки шляхом розв’язання 

відповідних (4) різницевих аналогів. Після цього підправляємо граничні 

вузли за умов фіксації навколишніх граничних та приграничних, 

використовуючи умови ортогональності, та знаходимо наближення 

величин витрат (дебітів свердловин). Серед умов завершення алгоритму 



побудови гідродинамічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних 

параметрів, зокрема, поля швидкості) на даному ітераційному етапі: є 

стабілізація витрат, стабілізація граничних вузлів [3] тощо. У випадку 

невиконання якоїсь із цих умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки 

порушення квазіконформності. Використовуючи поле швидкостей та поля 

насиченостей з попереднього ітераційного кроку за часом (з урахуванням 

граничної умови), згідно з різницевим аналогом рівнянь (6) знаходимо нові 

розподіли насиченостей у пласті та повторюємо кроки алгоритму. 

Рівняння (6) розв’язуємо за умови поетапної фіксації величин ws , os : а 

саме знаходимо розподіл ws  в кожній точці гідродинамічної сітки, при 

фіксованому os , після чого перераховуємо значення os  з урахуванням 

знайденого значення ws . 

Висновок. Комплексний підхід до математичного моделювання процесів 

двофазної фільтрації узагальнено на випадок більш складної гетерогенної 

системи, що складається з водяної, нафтової та газової фаз. Шляхом 

введення додаткових розрахункових процедур, що враховують сумісний 

рух трьох фаз та перераховують відповідні фільтраційні характеристики, 

згідно з основними ідеями методу поетапної фіксації характеристик 

середовища та процесу, модифіковано алгоритми розв’язання відповідних 

крайових задач. 

3.3 Математичне моделювання процесів витіснення нафти в 

неоднорідних пластах з урахуванням впливу капілярних сил 

Однією з важливих технологій інтенсифікації процесу розробки 

нафтогазових родовищ є гідравлічний розрив пласта (ГРП), основна мета 

якого покращення фільтраційних характеристик присвердловинних зон та 

утворення високопроникної деревовидної (канальної) структури з 



системою існуючих тріщин, що розвинута в різному ступені та присутня 

всім породам-колекторам, як теригенним, так і карбонатним. Проте варто 

відзначити, що вплив тріщинуватості (як природної, так і штучної – 

тріщини ГРП) на фільтраційні процеси не обмежується збільшенням 

фільтраційної проникності пласта. Так, наприклад, в роботі [1] показано, 

що при обтіканні ізольованої тріщини фільтраційним потоком однофазної 

рідини в зоні контакту потоків, що входять та виходять з тріщини, 

величина градієнту тиску наближається до нуля, що призводить до 

сповільнення процесу фільтрації в цій ділянці пласта і є передумовою 

утворення в ній застійних зон. А це, в свою чергу, може протистояти 

ефективному витісненню пластового флюїду. Зокрема, у роботі [2] з 

використанням моделі Баклея-Леверетта встановлено, що швидкість 

просування фронту витіснення з наближенням до тріщини ГРП спадає. Тут 

такий ефект пояснюється відмінністю коефіцієнта проникності в пласті і 

тріщині. В зв’язку з цим рідині при перетіканні через границю середовищ 

необхідно перебороти супротив, породжений внутрішніми силами – так 

званим капілярним ефектом.  

Метою роботи є узагальнення запропонованого в [2-4] методу 

математичного моделювання багатофазної фільтрації на випадок 

неоднорідних нафтогазових пластів за умов урахування капілярних сил, 

зокрема, при існуванні тріщин гідравлічного розриву. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу моделювання процесу 

двофазної ізотермічної фільтрації при витісненні нафти водою в 

горизонтальному пласті за умов існування певного роду симетрії, яка 

дозволяє виділити елемент zG  ( z x iy= + ), що містить 2  нагнітальні 

свердловин та 1  експлуатаційну (див. рис. 1, де 04( )d r a= + , 0r  – радіус 

свердловин, a  – половина відстані між нагнітальними свердловинами, h  – 



відстань між рядами нагнітальних та експлуатаційних свердловин), коли 

фільтраційне поле збурене тріщинами ГРП. 

Вважається, що динамічні в’язкості фаз постійні, рух рідини – 

повільний та відбувається без фазових переходів, а функції відносних 

фазових проникностей і капілярного тиску є відомими та однозначними 

функціями насиченості.  
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Рисунок 1. Схематичне зображення розміщення свердловин в 

пласті (а) з виділеним елементом симетрії (б) та відповідна область 

комплексного квазіпотенціалу (в) (  – експлуатаційна,   – нагнітальна 

свердловини) 

З урахуванням капілярних сил закон фільтрації [5-7] для двох фаз 

запишемо у вигляді рівняння нерозривності  
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U  – коефіцієнти пористості та 

абсолютної проникності ґрунту, де Dα  – ділянка пласта, що відповідає 

тріщині з індексом l ; ( )w wk k s=% % , ( )o ok k s=% %  – відносні фазові проникності 

( ws s= ). Індексами « w » і « o » позначено величини, що характеризують 

воду та нафту. Різниця тисків в фазах приймається рівною капілярному 

тиску: o w cp p p− = , де cos ( )cp k J sχ θ σ= , χ  – коефіцієнт 

поверхневого натягу, θ  – крайовий кут змочування, ( )J s  – безрозмірна 

функція Леверетта. Звідси, з урахуванням сумарної швидкості w oυ υ υ= +
r r r

 

фільтраційної течії, маємо: 
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де ( , , )x y tϕ ϕ=  – квазіпотенціал швидкості фільтрації, 
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Для вираження тиску op  через ϕ  виконаємо наступні 

перетворення: 
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Вважаємо, що на нагнітальних gL  та експлуатаційних *L  

свердловинах підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали 

позначимо через *ϕ  та *ϕ ), на межі Dλ∂  тріщин ГРП виконуються умови 

неперервності потоку і тиску, а інші ділянки границі області zG  є лініями 

течії, вздовж яких, зокрема, мають місце рівності: 0
L L Ln n n

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ (%
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, 

де * { L z x iy= = +  * ( , ) 0} {f x y z= =  0 cos( )x r hτ= + , 0 0sin( )y r b rτ= + + , 
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02( ) }a y a r a− ≤ ≤ + +  4 2 { : ( , ) 0}L A H HC CB z f x y= ∪ ∪ = =%% % % , 

4 { : 0, }A H z x d a y d= = − ≤ ≤% , { : ,0 }HC z y d x h= = ≤ ≤% , 

2 { : , 2 }CB z x h b r y d= = + ≤ ≤ . Початковий розподіл насиченості в пласті і 

її значення на нагнітальних свердловинах позначимо відповідно через 

 ( , ,0) ( , )s x y s x y= %  та *s s= . 

Аналогічно до [3,8], ввівши функцію течії ψ , комплексно спряжену 

до ϕ , задача на побудову гідродинамічної сітки, відшукання фільтраційної 



витрати та інших характерних фільтраційних параметрів за знайденим 

(фіксованим у даний момент часу) полем насиченості зводиться до задачі 

на квазіконформне відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  

однозв’язної області zG  на відповідну прямокутну область комплексного 

квазіпотенціалу 
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= =

%
%

 (6) 

 ( ) ( )( )( ) , , 0c
s gradf s div x y s grad p
t

σ υ β∂
+ ⋅ + =

∂
r

,  

 
1 2* * 0,  , ( , ),L L ts s s s s s x y

=
= = = % (7) 

де [ ] Dα∂
•  – стрибок відповідної функції на Dα∂ , ( , ) ( , )x y x yυ υ=

r
, 

*
1 { :G ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }10 Qψ< < , *

2 { :G ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }1 2Q Qψ< <  

1

*
1 1{ : , }HL Qω ϕ ϕ ϕ ψ= < < = , 

1

1 y x
L

Q dx dyυ υ= − +∫С , 
2

2 1 y x
L

Q Q dx dyυ υ− = − +∫С  

– невідомі витрати. 

Обернену до (6) крайову задачу на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на zG , а також, як наслідок, 

рівняння для дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин 

характеристичної функції течії запишемо у вигляді: 

 ( ), , , ,y x x yk k Gω
∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ψ
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

= = − ∈  (8) 



 *
2 2 *( ( ,0), ( ,0)) 0,   ( ( , ), ( , )) 0, ,f x y f x Q y Qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = ≤ ≤%

%
 1 * * 1 ( ( , ), ( , )) 0,  0 ,f x y Qϕ ψ ϕ ψ ψ= ≤ ≤   

 2 * * 1 2( ( , ), ( , )) 0,  ,f x y Q Qϕ ψ ϕ ψ ψ= ≤ ≤   

 
11 1( , ) 0,  2( ) ( , ) ,Hx Q a r a y Q yϕ ϕ− −= + − ≤ ≤   

 
11 1( , ) 0,  ( , ) 2( ) ,Hx Q y y Q a r aϕ ϕ+ += ≤ ≤ + +   

 
1

* * *
2 *( ( , ), ( , )) 0,  0 , ,Hf x y Qϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤   

 ( ) ( ), , 0,
D D

x y
α α

ϕ ψ ϕ ψ
∂ ∂

= =         

 
2 2

cos( , ) 0, 1, 2,3...,

D

k y x n
J

α

υ α
ψ ψ

∂

    ∂ ∂ + = =    ∂ ∂    

r r  (9) 

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

.

 (10) 

Використавши відповідні формули переходу [3, 9-11] умови (8) 

та формули для обчислення компонент сумарної швидкості, задачу для 

насиченості (7) перепишемо так: 

2 22 2
2

2 2 2

( ) 0c c c cp p p ps f s
t kk

υ β β υσ β υ β
ϕ ϕ ψ ψ ϕϕ ψ

   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   
,(11) 

0( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= , 20 Qψ≤ ≤ , *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ , 

* * *( ( , ), ( , ), )s x y t sϕ ψ ϕ ψ = , 10 Qψ≤ ≤ , 

 * * *( ( , ), ( , ), )s x y t sϕ ψ ϕ ψ = , 1 2Q Qψ≤ ≤ . (12) 



Алгоритм числового розв’язання задачі. Для побудови 

різницевого аналогу задачі введемо в області Gω  рівномірну ортогональну 

сітку, вузли ( , )i jϕ ψ  якої визначаємо так: 

 1

1 1

* 1 1 1 * 1

*
1 2 1 2 2

,  0, ,  ( ) /( 1),  

( 1) ,  1, ,  ( ) /( 1),

H
i

H H

i i n n

i n i n n n

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 + ∆ = ∆ = − += 
+ − − ∆ = + ∆ = − +

 

 

1

0 0

1 0 0

, 1, 1,  ( , ) ,

 ( ) / , 1, 2, 0, 0,

g g
g g g
j g l l i j

l l

g g g g

j j m g m g G

Q Q m g Q m

ωψ ψ ϕ ψ

ψ

−

= =

−

= ∆ = + − + − ∈

∆ = − = = =

∑ ∑  

1 2 1n n n= + + , 1 2 1m m m= + + , 1 2, ,lm n n N∈ . Рівняння (10) апроксимуємо 

наступним чином [3]: 

 , , 1 , 1 1, 1,

, , 1 , 1 1, 1,

( ) / ,
( ) / ,

i j n i j s i j e i j s i j p

i j n i j s i j e i j s i j p

x a x a x a x a x a
y a y a y a y a y a

+ − − +

+ − − +

= + + +

= + + +

 (13) 

де , ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= = , n na k ϕ
ψ+

∆
=

∆
, s sa k ϕ

ψ−

∆
=

∆
, e

e

a
k

ψ
ϕ+

∆
=

∆
, 

s
w

a
k

ψ
ϕ−

∆
=

∆
, p n s e wa a a a a= + + + , ( ) / 2ϕ ϕ ϕ− +∆ = ∆ + ∆ , 

( ) / 2ψ ψ ψ− +∆ = ∆ + ∆ , , , 1 , , 12 /( )n i j i j i j i jk k k k k+ += + , 

, , 1 , , 12 /( )s i j i j i j i jk k k k k− −= + , 1 1 1
, 1,0.5( )e i j i jk k k− − −

−= + , 1 1 1
, 1,0.5( )w i j i jk k k− − −

+= + . 

Вибір величин , , ,ϕ ϕ ψ ψ− + − +∆ ∆ ∆ ∆  визначається аналогічно, як і у роботі 

[11]. Апроксимації крайових умов запишемо так: 



 
1 1 1

2 1 2

2 0, 0, 1 1 2

*
, ,

, ,

, , 1

,0 ,0 , ,

( , ) 0, 1, 1,

( , ) 0, 0, ,
0,  2( ) ,

0,  2( ) , 0, ,

( , ) 0, ( , ) 0, 0, .

j j

n j n j

i m i m H

i m H i m

i i i m i m

f x y j m m m

f x y j m
x a r a y y

x y y a r a i n

f x y f x y i n

= = + + +

= =

= + − ≤ ≤

= ≤ ≤ + + =

= = =%
%

  

Тут, як і в [3], комплексну спряженість гармонічних функцій 

, ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= =  забезпечують умови ортогональності 

приграничних нормальних векторів до відповідних дотичних вздовж 

границі області zG . Їх різницеві аналоги на контурах свердловин мають 

вигляд: 

 

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2, 0, 1 0, 1

1

, 2, 1, , 1
0 0

, 1 , 2, 1, , 1 , 1

(4 3 )( ) (4 3 )( ) 0,

 1, 1, 1, 2, (3 4 )(

) (3 4 )( ) 0,   0, .

j j j j j j j j j j

g g

l l n j n j n j n j
l l

n j n j n j n j n j n j

x x x x x y y y y y

j m g m g g x x x x

x y y y y y j m

+ − + −

−

− − +
= =

− − − + −

− − − + − − − =

= + − + − = + − −

− + + − − = =

∑ ∑

 (15) 

Невідомі витрати gQ  та значення потенціалу 
1Hϕ  в точках 

розходження течії в процесі ітерацій шукаємо за формулами: 

1

1
* 1 1 1( 1)H nϕ ϕ ψ γ= + + ∆ , g g gQ m ψ= ∆ , де 1 2 2 1

1 22

g g

g g g

ϕ γ ϕ γ
ψ

γ γ
∆ + ∆

∆ = , а g
lγ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей: 

 
( )

1 2

1

, 1
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−

= =

=
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, 1
,

2
1, 2

n m
i jg

i n j m gm n
γ

γ
−

= + =
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1
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0

1
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m m g
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, 1,1 2, 1 2

1 i j i j
i j

i j i ji j

a a
b bk
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++ +

+
=

+
, 1, 2g = , 

  



 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, 1, , 1, , , , 1 , , 1 ,,  i j i j i j i j i j i j i j i j i j i ja x x y y b x x y y+ + + += − + − = − + −   

Рівняння (11) апроксимуємо різницевою схемою «проти потоку» 

[3] наступним чином: 

 
2
, , 1,

, , ,
,

( ) ( )
? i j i j i j
i j i j i j

i j l

f s f s
s s f

k
τυ
σ ϕ

− −
= − −  ∆ 

% ,  

де  

( ) ( ) ( ) ( )1, , , 1, , 1 , , , 1, 1, , , 1

, 2 2 2
,

,i j i j i j i j i j i j i j i ji j i j i j i j

i j
i j l g

p p p p p p p p
f

k

β β β β

ϕ ψ
+ − + −− −− + − − + −

= +
∆ ∆

% % % % % % % %
%

1 11, , 1, 1, 1, 2, , 2j m i n l i n n l= = + = = + = ; , ,( )i j c i jp p s=% , 

, , , ,( , , )i j i j i j i jx y sβ β= , τ  – крок по часу, ,i js , ,?i js  – насиченості у 

відповідні моменти часу, ,i jυ  – швидкість (шукаємо як і в роботі [3]). 

Граничну та початкову умови для насиченості в сітковій області 

запишемо так:  

 0, * ,  1,js s j m= = , , , , ,( , ,0) ( , )i j i j i j i js x y s x y= % .   

Задавши крок τ , параметри розбиття 1n , 2n , 1m , 2m  області Gω  

та точності роботи алгоритму 1ε , 2ε , початкові наближення координат 

граничних вузлів (0)
,i jx , (0)

,i jy  (так, щоб виконувалися умови (14)) і початкові 

наближення координат внутрішніх вузлів ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ), знаходимо за 

формулами (16) наближення величин g
lγ . Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки шляхом розв’язання 

(13) відносно ,i jx  та ,i jy . Після цього, як і в [11], підправляємо граничні 

вузли за умов фіксації навколишніх граничних та приграничних, 



використовуючи умови ортогональності, та знаходимо наближення 

величин gQ , 
1Hϕ . Серед умов завершення алгоритму побудови 

гідродинамічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, 

зокрема, поля швидкості) на даному ітераційному етапі є стабілізація 

витрат gQ  ( ( 1) ( )
1g gQ Qκ κ ε+ − < ) та стабілізація граничних вузлів 

( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2,

max ( ) ( )i j i j i j i ji j
x x y yκ κ κ κ ε− −− + − < ) тощо.  

Використовуючи побудоване поле швидкостей та поле 

насиченості з попереднього ітераційного кроку (з врахуванням граничних 

умов), з (17) знаходимо розподіл насиченості у пласті на даному часовому 

етапі, після чого повторюємо кроки алгоритму. 

Висновоки. Числовий метод комплексного аналізу дослідження 

нелінійних процесів витіснення флюїдів узагальнено на випадок 

неоднорідних нафтогазових пластів з урахуванням капілярних сил та 

можливості існування тріщин гідравлічного розриву. В майбутньому цей 

підхід буде використано для оцінки впливу перехідної зони в околі тріщин 

на залишкову нафтонасиченість пласта. 

3.4 Розробка спеціальних схем розміщення свердловин при 

площовому заводненні за умов оптимізації параметрів та керування 

У попередньому параграфі розвинуто методи комплексного аналізу 
на випадок двофазної фільтрації при взаємодії нагнітальної та 
експлуатаційної свердловин за умов збурення фільтраційної течії 
тріщинами ГРП. Однак на сьогоднішній день найбільш суттєвим є 
дослідження перебігу процесу нафтовилучення у багаторядних схемах 
розробки родовищ. Тому у даному параграфі розроблено підхід, на основі 
моделі Баклея-Леверетта, до розв’язання крайових задач на інтенсифікацію 
процесу видобутку у випадку рядної схеми розміщення свердловин.  



Традиційна класифікація розміщення свердловин на основі виділених 
симетричних елементів площового заводнення (п’ятиточкове, семиточкове 
та дев’ятиточкове) є найбільш ефективною лише у випадку ізотропного 
середовища [22-27]. У зв’язку із застосуванням механічного методу 
інтенсифікації видобутку – гідравлічного розриву пласта (ГРП), 
відбувається збурення ліній фільтраційної течії утвореними тріщинами і 
питання оптимальності розміщення свердловин, а значить і тріщин ГРП на 
них, залишається відкритим. 

На рисунку 3.3 представлено схематичне зображення розробки 
нафтового пласта (а) з виділеним елементом симетрії (б) та відповідною 
областью комплексного квазіпотенціалу (в), де виявлено особливості зміни 
траєкторії течії внаслідок впливу існуючих тріщин гідророзриву на 
експлуатаційних свердловинах та їхнього взаємного розміщення відносно 
нагнітальних свердловин.  
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Рис. 3.3. Схематичне зображення розробки пласта (а) з виділеним 

елементом симетрії (б) та відповідна область комплексного 

квазіпотенціалу (в) 

 
Розглянемо процес двофазної ізотермічної фільтрації у 

горизонтальному пласті-колекторі, обмеженому зовнішнім непроникним 
контуром, контурами почергово розміщеними прямолінійними рядами 
нагнітальних та експлуатаційних свердловин, пронизаних тріщинами ГРП 
скінченної проникності (див. рис. 3.4 а), в умовах відсутності перетоків 
між відповідними рядами.  
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Рис. 3.4 – Схематичне зображення розробки пласта: а – з виділеним 
елементом симетрії (( ) – нагнітальна, ( ) – експлуатаційна свердловини); 
б – відповідна фізична область; в – область комплексного квазіпотенціалу 

З огляду на симетрію розміщення свердловин, у пласті zG%  маємо 

можливість виділити елемент z zG G∈ %, що містить *n  нагнітальних 

свердловин та одну експлуатаційну з відповідними тріщинами та 

симетричними їх частинами (див. рис. 3.4 б, де 0
*2 ( )d n r a= +  – відстань 

між лініями розділу елементів симетрії, 0r  – радіус свердловин, a  – 
половина відстані між нагнітальними свердловинами, h  – відстань між 
рядами, * 3n = ). 

Закон руху та рівняння нерозривності течії, представимо у вигляді 
(3.1). Контур λ -ої тріщини гідророзриву на експлуатаційній свердловині 
задамо у 
вигляді: 
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λ λ λ
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α α α
      = − + − + − +     
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cos 1
2
dy λα

  + − ≤  
   

, де la , lb , lα  – відповідні півосі еліпсів, що 

моделюють тріщини ГРП та кут її нахилу. Звідси, з урахуванням сумарної 
швидкості 1 2υ υ υ= +

r r r
 фільтраційної течії, маємо: 
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%

 

де 21

1 22 1

( )( )
( ) ( )

k sf s
k s k s
µ

µ µ
=

+

%
% % , 1 2

1 2

( ) ( )( ) kk s kk sk s
µ µ

= +
% %

, gL = { :z x iy= +  

( )0 cosx r θ= , ( ) ( )( )0 0sin 2 1y r g a rθ= + − + , 3 / 2 5 / 2}π θ π≤ ≤ =  

= { :z ( , ) 0gu x y = , * 1, }g n= , *L { :z x iy= = +  ( )0 cos ,x r hθ= +  

( )0 sin 2,y r dθ= +  / 2π θ≤ 3 / 2}π≤ { :z= * ( , ) 0}u x y = , 
*

* 2 2 2 1
2

n

u u
u

L A A− −
=

= U , 

2 2 2 1u uA A− − { :z= 02( 1)( )u a r a− + − ≤ y ≤ 02( 1)( ) ,u a r a− + +  }0x = , L =(  

1 0 0 0A H H D DB= ∪ ∪ = { : ( , ) 0}z f x y =( , L =
(

* * * *2 2 1n n n nA H H C CB +∪ ∪ =  

{ : ( , ) 0}z f x y= =
(

, 1 0 { :A H z= 0,x =  0 }y a≤ ≤ , 0 { :H D z= 0,y =  

0 }x h≤ ≤ , 0DB = { :z x = ,h  0 ≤ y ≤ / 2}d , 
* *2 { :n nA H z= 0,x =  

d a− ≤ y ≤ }d , 
*

{ : 0 ,  }nH C z x h y d= ≤ ≤ = , 

*2 1 { : ,  / 2 }nCB z x h d y d+ = = ≤ ≤ .  

Аналогічно, як у попередньому параграфі, ввівши функцію течії ψ , 

комплексно спряжену до ϕ , задача на побудову гідродинамічної сітки, 

відшукання фільтраційної витрати та інших характерних фільтраційних 
параметрів за знайденим (фіксованим у даний момент часу) полем 
насиченості зводимо до квазіконформного відображення 

( )zω ω= = ( ) ( ), i ,x y x yϕ ψ+  однозв’язної області zG  на відповідну 

область комплексного квазіпотенціалу 
* * 1

1 1

n n

g g
g g

G G Lω

−

= =
= ∪U U : 

 ( ) ,  ( ) ,  ( , ) ,zk s k s x y G
x y y x
ϕ ψ ϕ ψ∂ ∂ ∂ ∂
= = − ∈

∂ ∂ ∂ ∂
 



 * * *

*
* 1,  ,  0,  ,  ,

g n uL L L L LQ Qϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ −= = = = =(
(

 (3.17) 

 s k f s s
t s x x y y

ϕ ϕ
σ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, * 
gLs s= , 

0 ( , )ts s x y
=
= % , (3.18) 

де 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + , { :gG ω= *ϕ ϕ ϕ∗ < < , 1 ,g gQ Qψ− < <  

}0 0Q = , *{ :  ,  }
gg H gL Qω ϕ ϕ ϕ ψ= < < = ;  

1

g

g g y x
L

Q Q dx dyυ υ−− = − +∫С  – невідомі сумарні фільтраційні витрати з 

нагнітальних свердловин;  

Q = ( )
*

*1
1

n

g g n
g

Q Q Q−
=

− =∑  – сумарна витрата на експлуатаційній 

свердловині.  
 При цьому значення відбору нафти визначається за формулою: 

 ( ) ( ) ( )
*

* 1 ( ) y x
L

Q t f s dx dyυ υ= − ⋅ − + ≈∫С   

 ( ) ( )
*

*

1 ( ) 1 ( ) ,y x n
L

f s dx dy f s Qυ υ≈ − ⋅ − + = − ⋅∫С  (3.19) 

де s  – деяке усереднене значення насиченостей на контурі *L . 

Об’єм добутої нафти у процесі витіснення. від його початку, за час *t  

в одному елементі симетрії всього досліджуваного пласта-колектора, 
визначається за формулою: 

 ( )
*

*
*

0

t

âíV t Q dt= ∫ ,  (3.20) 

тоді як, об’єм нафти, що міститься в ньому до початку відбору знайдемо за 
формулою:  

 ( ) ( )( )20
* 1 2íV d h r nπ σ= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ . (3.21) 

 Таким чином, залишок нафти çëV  на момент часу *t  у відповідному 

елемені обчислюється за формулою: ( )*çëV t = ( )*í âíV V t− . 



Обернену до (3.17) крайову задачу квазіконформного відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на zG , а також (як наслідок) 

рівняння для дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин 

характеристичної функції течії запишемо у вигляді 

 y xk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= , x yk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= − , ( ), Gωϕ ψ ∈ , (3.22) 

 ( ( ,0), ( ,0)) 0u x yϕ ϕ =
%

, 
* *

( ( , ), ( , )) 0n nu x Q y Qϕ ϕ =% , *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ ,  

 * *( ( , ), ( , )) 0gu x yϕ ψ ϕ ψ = , -1g gQ Qψ≤ ≤ , 

 * * *( ( , ), ( , )) 0u x yϕ ψ ϕ ψ = , 
*

0 nQψ≤ ≤ , *2,g n= ,  

 1( , ) 0gx Qϕ− − = , 
1

0
12( 1)( ) ( , )

gg Hg a r a y Q yϕ
−− −− + − ≤ ≤ ,  

 1( , ) 0gx Qϕ+ − = , 
1

0
1( , ) 2( 1)( )

gH gy y Q g a r aϕ
− + −≤ ≤ − + + ,  

 
1* gHϕ ϕ ϕ
−

≤ ≤ ,  (3.23) 

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

. (3.24) 

Використавши відповідні формули переходу x y x yJ
ψϕ ψ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= −
∂ ∂ ∂ ∂

, 

1 1y y
x J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 1 1 ,x x

y J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 1 y

x J
ϕ

ψ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 

1 x
y J
ϕ

ψ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 y
x J
ψ

ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 x
y J
ψ

ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

, умови (3.22) і формули для 

обчислення компонент сумарної швидкості 
( , )x

k y
J

υ
ϕ ψ ψ

∂
=

∂
, 

( , )y
k x

J
υ

ϕ ψ ψ
∂

= −
∂

, задачу для насиченості (3.18) перепишемо так: 

 
2s f s

t sk
υ

ϕσ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

, (3.25) 

 * * *( ( , ), ( , ), )s x y t sϕ ψ ϕ ψ = , ( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= % , 



 0 Qψ≤ ≤ , *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ , (3.26) 

де рівняння (3.25) є фактично просторово одновимірним, адже змінна ψ  

тут входить як параметр. Введення таким чином фіктивного комплексного 
квазіпотенціалу з наступним використанням ідей методу квазіконформних 
відображень та процедури поетапної фіксації різних характеристик 
середовища і процесу суттєво спрощує загальну стратегію розчеплення 
алгоритму розв’язання вихідної задачі – подання його у вигляді блоків, що 
виконуються один за одним циклічно. Спочатку за фіксованим розподілом 
насиченості s , аналогічно до [25], розв’язуємо задачу квазіконформного 
відображення: будуємо гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу 
течії, знаходимо квазіпотенціал ϕ , витрату та інші невідомі фільтраційні 

параметри. Далі за знайденими фільтраційними характеристиками згідно з 
(3.25) знаходимо перерозподіл насиченості та перевіряємо умови зупинки 
процесу обчислень. Однією з них може бути умова перевищення 
допустимої частки витісняючої рідини в продукції експлуатаційної 
свердловини. 

Очевидно, що розв’язок відповідних задач про побудову 
гідродинамічної сітки та відшукання поля насиченості дозволяє 
спрогнозувати темпи обводнення експлуатаційних свердловин та 
визначити особливості експлуатації того чи іншого родовища за умови 
запроектованого розміщення свердловин та тріщин ГРП на них. У цих 
умовах виникає проблема оптимізації відбору нафти [69, 114, 166], в 
залежності від заданих параметрів тріщин ГРП на експлуатаційній 
свердловині. При цьому виникає потреба розв’язання більш ширших 
задач, коли приходиться встановлювати їх оптимальне розміщення, яке 
задовольняло б ті чи інші критерії. Зокрема, ставиться задача підібрати 
таке значення величин la , lb  та lα , за умов сталості a  та h , так щоб час 

прориву t t= % води до експлуатаційної свердловини та об’єм нафти ( )âíV t  

були максимальними, а в наступні моменти часу t t> % об’єм води в 
сумарній витраті був мінімальним. 

Різницевий аналог та алгоритм розв’язання задачі будуємо як у [24-
26]. На початковому етапі знаходимо величини параметрів 

1Hϕ , 
2Hϕ , далі 



послідовно розв’язуємо серію проміжних задач, що відповідають 

рис. 3.4 в. Вузли ( , )i jϕ ψ  сіткової області Gω  визначаємо так: 
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*
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1

1
n

l
l

m m n
=

= + −∑ , 1 2, ,g g
lm n n N∈ . Рівняння (3.24) апроксимуємо, 

використовуючи метод скінченних об’ємів [199], наступним чином: 

 , , 1 , 1 1, 1,
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( ) / ,
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 (3.27) 

де , ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= = , n na k ϕ
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, 1,0.5( )e i j i jk k k− − −
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, 1,0.5( )w i j i jk k k− − −

+= + . 

Вибір величин ,ϕ−∆  ,ϕ+∆  ,ψ−∆  ψ+∆  визначається належністю вузла 

( , )g
i jϕ ψ  тій чи іншій підобласті сіткової області Gω . Наприклад, якщо 

1i Hϕ ϕ= , 0g
jψ = , то 1 2,  ϕ ϕ ϕ ϕ− +∆ = ∆ ∆ = ∆ , 1,ψ ψ+∆ = ∆  1ψ ψ−∆ = ∆ . 

Апроксимації крайових умов запишемо так: 



 1 1 1
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 (3.28) 

Тут, як і в [34-35], комплексну спряженість гармонічних функцій 

, ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= =  забезпечують умови ортогональності 

приграничних нормальних векторів до відповідних дотичних вздовж 
границі області zG . Їх різницеві аналоги на контурах свердловин мають 

вигляд: 

 

1, 0, 2, 0, 1 0, 1

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1 2

, 2, 1, , 1 , 1

, 2, 1, , 1 , 1

(4 3 )( )

(4 3 )( ) 0, , ,
(3 4 )( )

(3 4 )( ) 0,   0, .

j j j j j

j j j j j

n j n j n j n j n j

n j n j n j n j n j

x x x x x

y y y y y j m m
x x x x x

y y y y y j m

+ −

+ −

− − + −

− − + −

− − − +

+ − − − = =

+ − − +

+ + − − = =

% %
 (3.29) 

Невідомі наближені значення витрат gQ  та потенціалу 
gHϕ  в точках 

розходження течії в процесі ітерацій шукаємо за формулами: 

* 1 1 1( 1)
g

g g
H nϕ ϕ ψ γ= + + ∆ , g g gQ m ψ= ∆ , де 1 2 2 1

1 22

g g

g g g

ϕ γ ϕ γ
ψ

γ γ
∆ + ∆

∆ = , а g
lγ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 
відповідних елементарних чотирикутників двох областей: 
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де ( ) ( )2 2
, 1, , 1, , ,i j i j i j i j i ja x x y y+ += − + −  ( ) ( )2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jb x x y y+ += − + − . 

Рівняння (3.24) апроксимуємо, як і раніше, різницевою схемою 
«проти потоку» наступним чином: 
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 (3.31) 

де τ  – крок за часом;  

,i js , ,i js)  – насиченості у відповідні моменти часу;  

,i jυ  – швидкість фільтрації.  

Граничну та початкову умови для насиченості в сітковій області 

запишемо так: 0, * ,js s=  , ,( , ,0)i j i js x y =  , ,( , )i j i js x y= % , 0,j m= , 1,i n= . 

Задавши крок τ , параметри розбиття 1
gn , 2

gn , gm , *1,g n= , області 

Gω  та точності 1ε , 2ε  роботи алгоритму, початкові наближення координат 

граничних вузлів (так, щоб виконувалися умови (3.27)) і початкові 

наближення координат внутрішніх вузлів ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ), за формулами (3.29) 

знаходимо наближення величин g
lγ . Далі проводимо уточнення координат 

внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки шляхом розв’язання (3.26) 

відносно ,i jx  та ,i jy . Після цього підправляємо граничні вузли за умов 

фіксації навколишніх граничних та приграничних, використовуючи умови 

ортогональності, та знаходимо наближення величин gQ , ( )*Q t , ( )âíV t , 

gHϕ . Серед умов завершення алгоритму побудови гідродинамічної сітки 

(відшукання невідомих фільтраційних параметрів, зокрема, поля 
швидкості) на даному ітераційному етапі є: стабілізація витрат gQ  

( ( 1) ( )
1g gQ Qκ κ ε+ − < ); стабілізація граничних вузлів 

( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2,

max ( ) ( )i j i j i j i ji j
x x y yκ κ κ κ ε− −− + − < ) тощо. У випадку невиконання 

хоча б однієї із цих умов відмічаємо на гідродинамічній сітці ділянки 
порушення квазіконформності. Використовуючи поле швидкостей та поле 
насиченості з попереднього ітераційного кроку за часом (з урахуванням 
граничної умови), згідно з (3.29) знаходимо новий розподіл насиченості у 
пласті та повторюємо кроки алгоритму. 



Вище описаний алгоритм числового розрахунку поставленої задачі 

реалізуємо у вигляді комп’ютерної програми для ПК ІВМ РС/АТ. 

Проведемо дослідження відповідного процесу витіснення у випадку, коли 

в елементі симетрії на одну експлуатаційну свердловину припадає дві 

нагнітальних, змінюючи просторову орієнтацію тріщин ГРП, отримаємо 

відповідні гідродинамічні сітки при * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0 0.2r = , 1a = , 

2,5h = , 2.2b = , 0 1k = , 10kλ = , 1 2µ = , 2 1µ = , 0.5σ = , * 1s = , 

( , ) 0s x y =% , 0.001τ = , 0t = , 1 2 1 2 10 40 35 35n n m m× × × = × × × , зображені на 

рисунку 3.5. 

 

)в)б)a  
Рис. 3.5. Гідродинамічні сітки елементів симетрії пласта, за умов 

відсутності (а) та наявності тріщин ГРП ( 1 0.1,a =  1 1b = (б), 1 1,a =  

1 0.1b = (в))  

Розподіл насиченості у відповідних елементах симетрії площового 

заводнення пласта, зображених на рисунку 3.6, у момент часу 4.09t = ,  

дозволяє проаналізувати процес витіснення та підібрати оптимальне 



розміщення тріщин, а також порівняти залежність зміни контурів рівня 

насиченості за умов відсутності та наявності впливу тріщин ГРП на процес 

витіснення. 

 

)в)б)a
Р

ис. 3.6. Поле насиченості в момент часу 4.09t =  у відповідних елементах 

симетрії 

Залежність від часу сумарної фільтраційної витрати (суцільні лінії) та 
значення відбору нафти (пунктирні лінії) зображено на рисунку 3.7, 
відповідно у випадках відсутності (рис. 3.6 а) та наявності тріщин ГРП 
(рис. 3.6 б-в), що мають параметри: 1 0.1,a =  1 1b = (б), 1 1,a =  1 0.1b = (в). 

Дослідження в цілому доводить ефективність утворення тріщин ГРП 
вздовж границі елемента симетрії для збільшення зони впливу 
нагнітальних свердловин, зокрема, спостерігається значний приріст 
значення витрати на початковому етапі нагнітання води в пласт в наслідок 
зменшення загального фільтраційного опору у привибійній ділянці. 



 
Рис. 3.7. Графік залежності сумарної витрати від часу у відповідних 

елементах симетрії 
Далі проведемо числові розрахунки тої ж самої математичної моделі, 

однак при різних значеннях характерних параметрів, які задають 
геометрію тріщин ГРП та їх розміщення, за умов 3h = , 

1 2 1 2 4 20 25 25n n m m× × × = × × × .  

На рисунках 3.8 а-в зображено гідродинамічні сітки елементів 
симетрії, у початковий момент часу, а на рисунках 3.8 à′ - â′  – відповідний 
розподіл насиченості у момент часу t t= % при таких параметрах тріщин 

гідророзриву: 1 2 0.1a b= = , 1 2 1b a= = , o
1 2 0α α= =  (Випадок 1); 

1 2 0.1a a= = , 1 2 1b b= = , o
1,2 45α = ±  (Випадок 2); 1 0.18a = , 1 1b = , o0α =  

(Випадок 3). 
На рисунку 3.9 зображено залежності сумарної фільтраційної витрати 

( )
*nQ t  та значень відбору нафти ( )*Q t  від часу [ ]*0,t t∈  ( * 18.62t = , далі 

проводити розрахунки практично немає сенсу, через різке зниження 
відбору нафти) для вищеописаних характерних випадків. 

 



    

                

  



Рис. 3.8 – Гідродинамічні сітки (а, б, в) та, відповідні їм, розподіли 
насиченості елементів симетрій у момент часу 4.64t =%  ( à′ ), 4.92t =%  

( á′ ), 5,98t =%  ( â′ ) 
 

)б

( )*Q t42 10−⋅

55 10−⋅

41 10−⋅

515 10−⋅

 

Рис. 3.9 – Графік залежності сумарної витрати (а) та значення відбору 
нафти (б) від часу у відповідних елементах симетрії 

За підрахунками, згідно формул (3.20) - (3.21), об’єм нафти, яка 
знаходилась у цих елементах симетрії до початку витіснення – 7.106íV = , 

а об’єм добутої нафти та її залишок у пласті за час протікання процесу, 
відповідно, становить 3.965âíV = , ( )18.62 3.141çëV =  (для випадку 1), 

3.428âíV = , ( )18.62 3.678çëV =  (для випадку 2). 3.789âíV = , 

( )18.62 3.317çëV =  (для випадку 3).  

Згідно експериментального дослідження, бачимо, що при t t> %, об’єм 
відбору нафти різко зменшується, а значення об’єму витісняючого 
реагента (що потрапляє у експлуатаційну свердловину) в сумарній 
фільтраційній витраті у кожному з випадків зростає по-різному. Це 
пояснюється суттєвою різницею коефіцієнтів в’язкості фаз, відносної 
фазової проникності, параметрів та розміщень тріщин ГРП: у випадку 1 
відбувається швидке обводнення експлуатаційної свердловини через одну 
з тріщин і виникає ризик утворення так званих зон застою нафти; у 
випадку 2 цей ризик значно зменшується, однак збільшується час для 
повного витіснення нафти; у випадку 3 спостерігаємо надто повільний 
перебіг процесу відбору нафти («близькість» відборів, особливо для 



випадків 1 та 3, пояснюється рівністю площ тріщин ГРП). Також 
підтверджується факт, що напрямленість тріщин ГРП в «поперечному 
напрямку» (стосовно лінії розміщення нагнітальних свердловин) 
пришвидшує час прориву витісняючого реагента до експлуатаційної 
свердловини (хоча забезпечує певне зростання значень відбору нафти на 
початкових часових етапах), а їх розміщення «вздовж» – сприяє 
зменшенню зон застою нафти. При цьому підкреслимо, що зони застою 
нафти в даних випадках є близькими до так званих застійних зон (ділянок 
пластів, в кожній точці яких величина градієнта є меншою деякого 
критичного значення).  

Для підтвердження точності даного методу проведемо дослідження 
процесу витіснення з нафтового пласта на основі натурних даних [177]: 

5
* 112 10p = ⋅  Па., * 5198 10p = ⋅  Па., 0 0.1r =  м., 7.1a =  м., 12.3h =  м., 

14.4b =  м., 0k =  125 10−= ⋅ 2ì , 1211 10kλ
−= ⋅ 2ì , 1 2µ =

êã ì
ñ
⋅ , 

2 1µ =
êã ì

ñ
⋅ , 0.3σ = , * 1s = , ( , ) 0s x y =% , 0.01τ =  с. 

 



Рис. 3.10 – Гідродинамічна сітка та розподіл насиченості у момент 
часу 10.4t =% . 

Як бачимо, процес витіснення тут відбувається надто повільно, 
порівняно із попередніми тестовими розрахунками, однак поле 
насиченості  (в порівнянні) суттєво не змінилась.  

                           
Рис. 3.11 – Графік залежності сумарної витрати (а) та значення 

відбору нафти (б) від часу. 
На рисунку 3.11 зображено графік залежності сумарної фільтраційної 

витрати (а) та значення відбору нафти (б) від часу, який також 
підтверджує якість розрахунків.  

Таким чином, проведені попередньо обчислювальні експерименти з 

використанням безрозмірних величин, які отримані із натурних даних за 

допомогою формул обезрозмірювання [121] ( xx
L

=% , yy
L

=%  

( 2 24L h b= + - характерний розмір пласта), tt
T

=%  ( maxT t≈ ), i
i

T
L

υ
υ

⋅
=

rr
% , 

*
*

2

( )
i

i

p p k Tp
Lµ

− ⋅ ⋅
=

⋅
% ), мають підгрунтя для проведення відповідного аналізу 

перебігу процессу витіснення у нафтових пластах. 

3.5. Про один числовий метод комплексного аналізу розв’язання задач 

багатофазної фільтрації в нафтогазових пластах 



При моделюванні процесів витіснення у нафтогазових пластах, з 

використанням математичного апарату комплексного аналізу, зокрема, 

методу квазіконформного відображення [3,4] виникає необхідність 

систематизації та додаткового дослідження формування області 

комплексного квазіпотенціалу, в залежності від вигляду якої спрощується 

чи ускладнюється різницева модель відповідної оберненої задачі. 

Складність розв’язання задач на обернене квазіконформне відображення, в 

першу чергу полягає в тому, що область протікання процесу є 

багатозв’язною (пласт, обмежений еквіпотенціальними лініями та лініями 

течії), а відповідна їй область комплексного квазіпотенціалу 

(«розрахункова») може змінювати свій вигляд (бути однолистою чи 

багатолистою [2, 5, 6]) в залежності від впливу різних факторів (введення 

комбінації умовних розрізів з метою зведення багатозв’язної області до 

однозв’язної, вибору потенціалів на свердловинах тощо), частина із яких 

описана в роботах [2, 3, 6], проте, що характерно, ці фактори не впливають 

на її загальну структуру, складові якої – склеєні між собою певним чином 

прямокутники. 

У цій роботі адаптовано числовий метод квазіконформного 

відображення для розв’язання задач багатофазної фільтрації в 

нафтогазових пластах, що експлуатуються рядними системами 

розстановки свердловин, зокрема, встановлено особливості формування 

області комплексного квазіпотенціалу в залежності від послідовності 

введення умовних розрізів багатозв’язної області фільтрації флюїдів. 

Загальна постановка задачі. Розглянемо процес двофазної 

ізотермічної фільтрації в пласті (див., рис.1), обмеженому непроникним 

зовнішнім контуром L  та відповідно контурами Lα% , Lβ%
 

( *1, nα = , *1, nβ = ) нагнітальних ( ) і експлуатаційних ( ) свердловин. 



  

 

Рис. 1. Схематичне зображення пласта з *
*n n+  свердловинами 

Відповідні закон руху та рівняння нерозривності течії, записані 

відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації 

( , , ) ( , , )x y t p x y t pϕ ϕ= = − + % ( ( , , )p x y t  – тиск в точці ( , )x y  в момент часу 

t , p% – деяке характерне його значення), згідно з [1, 6, 7] представимо у 

вигляді: 

 1 2, 0, 1, 2, 1,l l
l l

l

skk grad div l s s
t

υ ϕ σ υ
µ

∂
= + = = + =

∂

%r r
  

де 1( , , )s x y t , 2 ( , , )s x y t  відповідно насиченості пористого середовища 

нафтою та водою в точці ( , )x y  у момент часу t  (тут і надалі час t  та інші 

величини є безрозмірними); σ , k  – коефіцієнти пористості та абсолютної 

проникності ґрунту; 1 1( )k k s=% % , 2 2 ( )k k s=% %  – відносні фазові проникності 

( 2s s= ); lυ
r

, lµ  – вектор швидкості та коефіцієнт в’язкості l – тої фази. 

Звідси, з урахуванням сумарної швидкості 1 2υ υ υ= +
r r r

 фільтраційної течії, 

маємо: 

 0divυ =
r

,  k gradυ ϕ= ⋅
r

,  

 ( ) 0s gradf s
t

σ υ∂
+ ⋅ =

∂
r

, 



де 21

1 22 1

( )( )
( ) ( )

k sf s
k s k s
µ

µ µ
=

+

%
% % , 1 2

1 2

( ) ( )( ) kk s kk sk s
µ µ

= +
% %

. 

Вважаємо, що на нагнітальних Lα%  та експлуатаційних Lβ%
 

свердловинах підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали 

позначимо через *ϕ  та *ϕ ), інші ділянки границі області zG  є лініями 

течії, вздовж яких, зокрема, має місце рівність 0
Ln

ϕ∂
=

∂
, де 

{ :L z x iyα = = +%  ( , ) 0} { :f x y zα = =%  0 cos( )x r xατ= + % , 0 sin( )y r yατ= + % , 

0 2 }τ π≤ < , { :L z x iyβ = = +
%

 ( , ) 0} { :f x y zβ = =
%

 0 cos( )x r xβτ= +
%

, 

0 sin( )y r yβτ= +
%

, 0 2 }τ π≤ < , 

*
*

*
*

2( 1)

1 12( ) 1
1

{ : ( , ) 0}
n n

l l n n
l

L D D D D z f x y
+ −

+ + −
=

= ∪ = =U . Початковий розподіл 

насиченості в пласті і її значення на нагнітальних свердловинах позначимо 

відповідно через ( , ,0) ( , )s x y s x y= %  та *s s= . 

Згідно запропонованої в роботах [2–6] методології розв’язання 

нелінійних задач багатофазної фільтрації у нафтогазових пластах область 

протікання процесу витіснення для яких є багатозв’язною, необхідною 

умовою використання методу числового квазіконформного відображення 

та основних ідей методики поетапної фіксації характеристик середовища і 

процесу, з метою переходу від прямої задачі до оберненої (від фізичної 

області до однозв’язної області комплексного квазіпотенціалу), є введення 

серії умовних розрізів вздовж ліній течії, що проходять через точки 

призупинки потоку [4–6] lD , *
*1, 2( ) 1l n n= + − . 

Проблеми побудови області комплексного квазіпотенціалу. Як 

можна помітити, вже у випадку зображеному на рис. 2 виникає певна 



неоднозначність в структурі області комплексного квазіпотенціалу (рис. 

2.а – багатолиста область, рис. 2.б – однолиста), що перш за все пов’язана з 

характером та послідовністю введення згаданих вище розрізів. Тому 

доцільним є проведення додаткового аналізу стосовно формування області 

комплексного квазіпотенціалу в залежності від кількості свердловин в ряді 

та послідовності введення умовних розрізів. 

З метою зручності подальших викладок, розглянемо на початку 

простіший випадок, коли свердловини чергуються, а їх загальна кількість 

рівна *
*n n+ , причому вважається, що ряд розпочинається з нагнітальної 

свердловини і може закінчуватися як нагнітальною так і експлуатаційною 

в залежності від співвідношень між *n  та *n .  

   

 
Рис. 2. Пласт zG  та відповідна область комплексного квазіпотенціалу 

Gω  при *
* 2n n= =  

На рисунках 2–4 зображено фізичні області фільтрації та відповідні 

області комплексного квазіпотенціалу в залежності від співвідношення 



значень *n  і *n  та послідовності введення умовних розрізів Lλ  

( *
*1, n nλ = + ). Зокрема, на рис. 2а, 3а, 4а зображено випадки при введенні 

умовних розрізів фізичної області zG  (що характеризуються точками 

призупинки течії [4–6]), коли відповідні області комплексного 

квазіпотенціалу є багатолистими, а на рис. 2б, 3б, 4б – однолистими. 

 

  

 
Рис. 3. Пласт zG  та відповідна область комплексного квазіпотенціалу 

Gω  при * 3n = , * 2n =  



  

 
Рис. 4. Пласт zG  та відповідна область комплексного квазіпотенціалу 

Gω  при *
* 3n n= =  

Безумовно, що доцільним є здійснення процедури умовного 

розрізування фізичної області лише таким чином, щоб відповідна область 

комплексного квазіпотенціалу була однолистою, це дозволить уникнути 

проблеми неоднозначності у виборі належності характеристичних точок 

течії тому чи іншому листу багатолистої поверхні, що тим самими 

спростить процедуру побудови різницевої задачі та алгоритму її 

розв’язання. Адже у випадку багатолистої області комплексного 

квазіпотенціалу, як було відзначено в роботах [5, 6], при побудові 

різницевого аналогу задачі необхідно вводити додатковий індекс для 

шуканих змінних, значення якого зв’язує їх з конкретним листом та 

обмежує область використання при розрахунках, а також призводять до 

додаткових затрат оперативної пам’яті при реалізації відповідних 

алгоритмів у вигляді прикладних програм для подальшого комп’ютерного 



моделювання відповідних процесів. 

Таким чином для застосування методу квазіконформного 

відображення до розв’язування відповідних задач (в порівнянні, 

наприклад, з [4]) необхідно провести «підготовчий етап» щодо вибору 

характеристичних точок сходження та розходження течії та згідно 

запропонованого вище, здійснити розрізування багатозв’язної області 

спочатку через точки розходження течії, а потім через точки сходження 

в результаті чого отримана таким чином область комплексного 

квазіпотенціалу буде однолистою. Тоді аналогічно, як і в роботах [2–6], 

ввівши функцію течії ψ , комплексно спряжену до ϕ , задачу на 

побудову гідродинамічної сітки, відшукання фільтраційної витрати та 

інших характерних фільтраційних параметрів за знайденим 

(фіксованим у даний момент часу) полем насиченості зводимо до задачі 

на квазіконформне відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  

однозв’язної області zG  на відповідну однолисту область 

комплексного квазіпотенціалу. 

Алгоритм розв’язку. Для переходу до оберненого 

квазіконформного відображення ( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області 

комплексного квазіпотенціалу на zG  використовуємо наступні 

формули [4–6] 1 y
x J
ϕ

ψ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 1 x
y J
ϕ

ψ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 1y y
x J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

x y x yJ
ψϕ ψ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= −
∂ ∂ ∂ ∂

, 1 y
x J
ψ

ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 1x x
y J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

1 x
y J
ψ

ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

, тоді рівняння для відшукання дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної 



( ),y y ϕ ψ=  частин характеристичної функції течії та розподілу 

насиченості матимуть вигляд: 

 y xk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= , x yk ∂ ∂
∂ψ ∂ϕ

= − , (1) 

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, (2) 

 
2s f s

t sk
υ

ϕσ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

, (3) 

де 2 2
x yυ υ υ= + , 

( , )x
k y

J
υ

ϕ ψ ψ
∂

=
∂

 
( , )y

k x
J

υ
ϕ ψ ψ

∂
= −

∂
. 

Крайові умови, наприклад, для випадку, зображеного на рис. 2б 

мають вигляд: 

 1 * *( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =% , 10 Qψ≤ ≤ ;  

  1( ,0) ( , )x x Qϕ ϕ−= , 1( ,0) ( , )y y Qϕ ϕ−= , 
1* Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

  1 1( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ− − = , 
1 3K Cϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

  1 1( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ+ + = , 
3 3K Cϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

  3 1( , ) ( , )x Q x Qϕ ϕ+= , 3 1( , ) ( , )y Q y Qϕ ϕ+= , 
3* Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

  2 * *( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =% , 1 3Q Qψ≤ ≤ ;  

  3 3( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ = , 
3 4K Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;   

 3 2( , ) ( , )x Q x Qϕ ϕ+= , 3 2( , ) ( , )y Q y Qϕ ϕ+= , 
4

*
Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

  * *
2 ( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =

%
, 2 3Q Qψ≤ ≤ ;   

 2 2( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ+ + = , 
2 4C Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

  2 2( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ− − = , 
2 2C Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  



  2( ,0) ( , )x x Qϕ ϕ−= , 2( ,0) ( , )y y Qϕ ϕ−= , 
2

*
Kϕ ψ ϕ≤ ≤ ;  

  * *
1( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =

%
, 20 Qψ≤ ≤ ;  

  ( ( ,0), ( ,0)) 0f x yϕ ϕ = , 
1 2K Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ;  

 ( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= % , * * *( ( , ), ( , ), )s x y t sϕ ψ ϕ ψ = ,  

 де ( , )
l l lK K Kx yϕ ϕ= , 

l llK KKx x x= = , 
l llK KKy y y= = , 1, 4l = ; 

2 2 2
( , )C C Cx yϕ ϕ= , 

3 3 3
( , )C C Cx yϕ ϕ= ; 

1 1

1 y x
A A

Q dx dyυ υ= − +∫С , 

2 1

2 1 y x
A C

Q Q dx dyυ υ= + − +∫ , 
2

3 2 y x
CA

Q Q dx dyυ υ= + − +∫ . 

Відзначимо, що використання ідей методу квазіконформних 

відображень та процедури поетапної фіксації різних характеристик 

середовища і процесу суттєво спрощує загальну стратегію розчеплення 

алгоритму розв’язання вихідної задачі (представлення його у вигляді 

блоків, що виконуються один за одним циклічно). А саме, за фіксованим 

розподілом насиченості s  розв’язуємо задачу на квазіконформне 

відображення: будуємо гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу 

течії, знаходимо квазіпотенціал ϕ , витрату та інші невідомі фільтраційні 

параметри; за знайденими фільтраційними характеристиками знаходимо 

перерозподіл насиченості та перевіряємо умови зупинки процесу 

обчислень. Однією з них може бути умова перевищення допустимої частки 

витісняючої рідини в продукції експлуатаційних свердловин. 

Різницевий аналог задачі дослідження багатофазної фільтрації та 

алгоритм її розв’язання будується аналогічно як і в роботах [2–6], шляхом 

введення в області комплексного квазіпотенціалу рівномірної 

ортогональної сітки з вузлами в точках ( , )i jϕ ψ  ( 1,i n= , 1,j m= ), відносно 

якої здійснюється апроксимація рівнянь (1)–(3), наприклад, так [4–6]  



 ( )2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1( ) ( )l i j i j i j i j i j i jk x x k x xγ + + − −− − − +   

 1, , , , 1

1 2, 1 2,

0i j i j i j i j

i j i j

x x x x
k k
+ −

+ −

− −
+ − = ,  

 ( )2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1( ) ( )l i j i j i j i j i j i jk y y k y yγ + + − −− − − +   

 1, , , , 1

1 2, 1 2,

0i j i j i j i j

i j i j

y y y y
k k
+ −

+ −

− −
+ − = ,  
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2
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, , , 1,
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? ( ) ( )i j
i j i j i j i j

i j l

s s f s f s
k
τυ

σ ϕ −= − −
∆

,  

де , ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , , 1 ,
, 1 2 2

i j i j
i j

k k
k ±

±

+
= , 1, ,

1 2, 2
i j i j

i j

k k
k ±

±

+
= , 

l
l

ϕ
γ

ψ
∆

=
∆

, та відповідних їм граничних та початкових умов. З наступним 

вибором кроку по часу, параметрів розбиття області комплексного 

квазіпотенціалу (що визначають положення вузлів ( , )i jϕ ψ  сітки) та 

точності роботи алгоритму, початкових наближень координат граничних 

вузлів гідродинамічної сітки і початкового наближення координат її 

внутрішніх вузлів. Після чого знаходимо значення квазіконформних 

інваріантів. Далі проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів 

гідродинамічної сітки шляхом розв’язання відповідних (2) різницевих 

аналогів. Після цього підправляємо граничні вузли за умов фіксації 

навколишніх граничних та приграничних, використовуючи умови 

ортогональності, та знаходимо наближення величин витрат (дебітів 

свердловин). Серед умов завершення алгоритму побудови гідродинамічної 

сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, зокрема, поля 

швидкості) на даному ітераційному етапі: є стабілізація витрат; 

стабілізація граничних вузлів [6] тощо. У випадку невиконання якоїсь із 



цих умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки порушення 

квазіконформності. Використовуючи поле швидкостей та поле насиченості 

з попереднього ітераційного кроку за часом (з урахуванням граничної 

умови), згідно з різницевим аналогом рівняння (3) знаходимо новий 

розподіл насиченості у пласті та повторюємо кроки алгоритму. 

Висновок.  Числовий метод квазіконформного відображення адаптовано 

для розв’язання задач багатофазної фільтрації в нафтогазових пластах, що 

експлуатуються рядними системами розстановки свердловин, зокрема, 

встановлено особливості формування області комплексного 

квазіпотенціалу в залежності від послідовності введення умовних розрізів 

багатозв’язної області фільтрації флюїдів. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



РОЗДІЛ 4  

ЧИСЛОВІ МЕТОДИ КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ ДЛЯ 

МОДЕЛЮВАННЯ ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ ВИТІСНЕННЯ З 

УРАХУВАННЯМ ТЕРМОРЕЖИМУ 

У розділі встановлено особливості протікання процесу витіснення 

нафти із важкопроникних (зокрема, сланцевих) осадових порід з 

використанням дії енергії зарядів вибухових речовин та тріщин 

гідравлічного розриву пласта. На основі модифікованого закону Дарсі, 

шляхом введення критичного значення градієнта тиску та з використанням 

ідей методів комплексного аналізу, розроблено алгоритми числового 

наближення розв’язків відповідних нелінійних крайових задач у 

горизонтальних і просторово-викривлених пластах.  

4.1.  Моделювання процесу витіснення нафти теплоносієм за умов 
впливу тріщин гідророзриву 

При розробці нафтових родовищ, в’язкість якої перевищує деякі 

критичні значення (наприклад, родовища нафти середньої та високої 

в’язкості, природних бітумів), ефективною, для підтримки пластового 

тиску та покращення реологічних властивостей флюїдів, є технологія 

нагнітання в пласт різних робочих агентів – теплоносіїв [5, 114, 145, 154, 

172], при цьому за рахунок переносу течією тепла здійснюється розігрів 

зон пласта між свердловинами в зв’язку з чим знижується в’язкість нафти 

в цих зонах і, тим самим, забезпечується гідродинамічний зв'язок між 

ними.  

У цьому параграфі розвинуто розроблені нами методи комплексного 

аналізу [29-34] математичного моделювання ізотермічної багатофазної 

фільтрації на випадок витіснення нафти з горизонтального пласта 

теплоносієм, в умовах його гідравлічного розриву (ГРП). При цьому, на 



основі ідей методів квазіконформних відображень та поетапної фіксації 

характеристик середовища і процесу розроблено числовий алгоритм 

розв’язування відповідних задач на побудову гідродинамічних сіток, 

відшукання полів температури та насиченості, координат точок 

«призупинки», фільтраційних витрат, часу повного заводнення тощо. 

Розглянемо задачу моделювання процесу двофазної неізотермічної 

фільтрації при витісненні нафти теплоносієм (зокрема, водою) в 

горизонтальному пласті, обмеженому зовнішнім непроникним контуром, 

контурами почергово розміщеними рядами нагнітальних та 

експлуатаційних свердловин, пронизаних тріщинами ГРП скінченної 

проникності (див. рис. 3.10 а), в умовах відсутності перетоків між 

відповідними рядами. За умов існування певного роду симетрії, можна 

виділити елемент zG  ( z x iy= + ), що містить 2  – нагнітальні свердловин 

та 1  – експлуатаційну (див., рис. 3.12 б, де 4( )d r a= + , r  – радіус 

свердловин, a  – половина відстані між нагнітальними свердловинами, h  – 

відстань між рядами нагнітальних та експлуатаційних свердловин). 
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Рис. 3.12. Рядна схема розміщення свердловин (а) з виділеним елементом 

симетрії (б) та відповідна область комплексного квазіпотенціалу (в) (   – 

нагнітальна свердловина,   – експлуатаційна з тріщиною ГРП ) 

Відповідні закон руху та рівняння нерозривності течії, записані 



відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації 

( , , ) ( , , )x y t p x y t pϕ ϕ= = − + % ( ( , , )p x y t  – тиск в точці ( , )x y  в момент часу 

t , p% – деяке характерне його значення), згідно з [19] представимо у 

вигляді: ( )
( )
, l

l
l

k x y k
grad

T
υ ϕ

µ
=

%r
, 0l

l
s

div
t

σ υ
∂

+ =
∂

r
, 1, 2l = , 1 2 1s s+ = , де 

1( , , )s x y t , 2 ( , , )s x y t  – відповідно насиченості пористого середовища 

нафтою та водою в точці ( , )x y  у момент часу t  (тут і надалі час t  та інші 

величини є безрозмірними); σ , 
0

, ( , ) ,  1, 2,..
( , ) , ( , ) \ ,

z

z z
l

k x y G
k x y k x y G G

λ
λ

λ

λ ∈ ==  ∈


U  –  

коефіцієнти пористості та абсолютної проникності ґрунту, де zGλ  – ділянка 

пласта, що відповідає λ -ій тріщині; 1 1( )k k s=% % , 2 2 ( )k k s=% %  – відносні 

фазові проникності ( 2s s= ); lυ
r

, ( )l Tµ  – вектор швидкості та коефіцієнт 

в’язкості l – тої фази, ( , , )T T x y t=  – температура. Звідси, з урахуванням 

сумарної швидкості 1 2υ υ υ= +
r r r

 фільтраційної течії, маємо: 

 0divυ =
r

, ( ),k s T gradυ ϕ= ⋅
r

,   

 ( , ) 0s gradf s T
t

σ υ∂
+ ⋅ =

∂
r

,  

де 21

1 22 1

( ) ( )( , )
( ) ( ) ( ) ( )

T k sf s T
T k s T k s

µ
µ µ

=
+

%
% % , 1 2

1 2

( ) ( )( , )
( ) ( )

kk s kk sk s T
T Tµ µ

= +
% %

. 

Вважаємо, що на нагнітальних gL  ( 1, 2g = ) та експлуатаційній *L  

свердловинах підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали 

позначимо: *ϕ  та *ϕ ), на межі Dλ∂  тріщин ГРП виконуються умови 

неперервності потоку і тиску, а інші ділянки границі області zG  є лініями 



течії, вздовж яких, зокрема, мають місце рівності 0
L L Ln n n

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ (%
%

, 

де gL = { :z x iy= +  ( , ) 0}gf x y = = { :z cos( )x r τ= ⋅ , 

sin( ) (2 1) ( )y r g a rτ= ⋅ + − ⋅ + , 1,5 2,5 }π τ π≤ ≤ , *L =  { :z x iy= = +  

* ( , ) 0} { :f x y z= = cos( )x r hτ= ⋅ + , sin( ) 2y r dτ= ⋅ + , 0,5 1,5 }π τ π≤ ≤ , 

1 0 { : ( , ) 0}L A H HD DB z f x y= ∪ ∪ = =
% % % %

, 1 { : 0,  0 }A H z x y a= = ≤ ≤
%

, 

0 }x h≤ ≤ , HD =
%

{ : 0,z y = 0 { : ,DB z x h= =  0 2 }y d r≤ ≤ − , 

4 2 { : ( , ) 0}L A H HC CB z f x y= ∪ ∪ = =%% % % , 4 { : 0,A H z x= =%   }d a y d− ≤ ≤ , 

{ : ,  0 }HC z y d x h= = ≤ ≤% , 2 { : ,CB z x h= =  2 }d r y d+ ≤ ≤ , 

2 1 3 { : 0,L A H A z x= = =
(

 2( ) 2( ) }a r a y a r a+ − ≤ ≤ + + . Початковий розподіл 

насиченості в пласті і її значення на нагнітальних свердловинах позначимо 

відповідно через 0 ( , ,0) ( , )s x y s x y=  та *gLs s= . 

Для опису процесу перерозподілу тепла між фазами та скелетом, 

приймемо однотемпературну модель, згідно з якою передбачається 

миттєва передача тепла від флюїду до скелету і в зворотному напрямку. 

Таким чином, для розрахунку теплового поля використовуватимемо 

наступне рівняння [8]: 

( )1 1 2 2 3 3
1 1 1 2 2 2

(1 ) (1 )
(( ) ) 0

c s c s c T
div c c T

t
σρ σρ σ ρ

ρ υ ρ υ
∂ − + + − ⋅

+ + ⋅ =
∂

r r
,(3.34) 

де 1 1 2 2 3 3(1 ) (1 ) ( )c s c s c C sσρ σρ σ ρ− + + − =  – об’ємна теплоємність 

пористого середовища;  

cκ , κρ  – питома теплоємність і густина для нафти, води і скелету 

пласта ( 1,3κ = ).  



Використовуючи формули для визначення швидкостей руху нафти 

та води: 1 (1 ( , ))f s Tυ υ= − ⋅
r r

, 2 ( , )f s Tυ υ= ⋅
r r

 і співвідношення (3.32), 

рівняння (3.34) перепишемо так: 

 ( )
( , ) 0

T s
gradf s T

t
σ υ
∂

+ ⋅ =
∂

% r %   

де ( )( ) ( )T s C s T s Tα β= ⋅ = + ⋅%% % , ( , )f s T =% ( )1 1( , )f s T c Tα ρ+ ⋅% , 

2 2 1 1c cα ρ ρ= −% , 1 1cβ ρ=% 1
3 3( 1) cσ ρ−+ − . Як бачимо, спрощений запис 

рівняння (3.35) (для відшукання теплового поля) є аналогічним до 

рівняння (3.33) (для відшукання поля насиченості), що в свою чергу є 

передумовою для використання розроблених в роботах [24-27] алгоритмів 

розв’язання ізотермічних задач багатофазної фільтрації. 

Для однозначності відшукання поля температури вважатимемо 

заданим його розподіл в початковий момент часу 0( , ,0) ( , )T x y T x y=  та 

значення температури на контурах області:  

 0
L L L

T T T
n n n

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ (%
%

, 
1 2 *L LT T T= = .  

Ввівши функцію течії ψ , комплексно спряжену до ϕ , задача на 

побудову гідродинамічної сітки, відшукання фільтраційної витрати та 

інших характерних фільтраційних параметрів за знайденими (фіксованими 

у даний момент часу) полями насиченості та температури зводиться до 

задачі на квазіконформне відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  

однозв’язної області zG  на відповідну область комплексного 

квазіпотенціалу 
2

1
1

g
g

G G Lω
=

= ∪U : 



 

( ) ( )

[ ] [ ]*
1 2

2 1 3

*
*

1 2

, ,  , ,  ( , ) ,

,    ,    0,    0,  

0,   ,    ,

z

nL L L D D

L A H A L

k s T k s T x y G
x y y x

Q Q
λ λ

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ υ

ψ ψ ψ
∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = ⋅ = − ∈
∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =

= = =%
%

(3.37) 

 s k f s s
t s x x y y

ϕ ϕ
σ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, 
1 2

0
* 0, ( , ),L L ts s s s s x y

=
= = = (3.38) 

 T k f f
t x x y y

ϕ ϕ
σ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

% %%
, 

1LT =
2 *LT T= , 0

0 ( , )tT T x y
=
= ,(3.39) 

де 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + , *
1 { :G ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }10 Qψ< < , 

2 { :G ω=  *ϕ ϕ ϕ∗ < < , }1 2Q Qψ< < , 
1

*
1 1{ : ,   }HL Qω ϕ ϕ ϕ ψ= < < = , 

1

1 y x
L

Q dx dyυ υ= − +∫С , 
2

2 1 y x
L

Q Q dx dyυ υ− = − +∫С  – невідомі витрати, а 2Q  – 

сумарна витрата на експлуатаційній свердловині, [ ] l
zG∂

•  –стрибок 

відповідної функції на l
zG∂ .  

Обернену до (3.37) крайову задачу на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на zG , а також, як наслідок, 

рівняння для дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин 

характеристичної функції течії запишемо у вигляді: 

 ( ), , , ,y x x yk k Gω
∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ψ
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

= = − ∈   

*
2 2 *( ( ,0), ( ,0)) 0,   ( ( , ), ( , )) 0,  ,u x y u x Q y Qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = ≤ ≤%

%
 

1 * * 1( ( , ), ( , )) 0,  0 ,u x y Qϕ ψ ϕ ψ ψ= ≤ ≤  2 * * 1 2( ( , ), ( , )) 0,  ,u x y Q Qϕ ψ ϕ ψ ψ= ≤ ≤  

* * *
2( ( , ), ( , )) 0,  0 ,u x y Qϕ ψ ϕ ψ ψ= ≤ ≤  

11 1( , ) 0,   2( )   ( , )  ,Hx Q a r a y Q yϕ ϕ− −= + − ≤ ≤

1 11 1 *( , ) 0,      ( , )  2( ) ,   ,H Hx Q y y Q a r aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ += ≤ ≤ + + ≤ ≤  



( ) ( ), , 0,
z zG G

x yλ λϕ ψ ϕ ψ
∂ ∂

= =        

 
2 2

cos( , ) 0,

zG

k y x n l N
J

λ

υ
ψ ψ

∂

    ∂ ∂ + = ∈    ∂ ∂    

r r ,  

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

. (3.42) 

Використавши відповідні формули переходу x y x yJ
ψϕ ψ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= −
∂ ∂ ∂ ∂

, 

1 1y y
x J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 1 1 ,x x

y J Jψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 1 y

x J
ϕ

ψ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 

1 x
y J
ϕ

ψ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 y
x J
ψ

ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 x
y J
ψ

ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

, умови (3.40) та формули для 

обчислення компонент сумарної швидкості 
( , )x

k y
J

υ
ϕ ψ ψ

∂
=

∂
, 

( , )y
k x

J
υ

ϕ ψ ψ
∂

= −
∂

, задачі для насиченості та теплопровідності (3.38)–

(3.39) перепишемо так: 

 
2

,s f
t k

υ
ϕσ

∂ ∂
= −

∂ ∂
  

 * * *( ( , ), ( , ), )s x y t sϕ ψ ϕ ψ = , [ ) ( ]1 1 20, ,Q Q Qψ ∈ ∪ , 

 0( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= , [ ]20,Qψ ∈ , *
* ,ϕ ϕ ϕ ∈   ,

 (3.44) 

 
2T f

t k
υ

ϕσ
∂ ∂

= −
∂ ∂

%%
,  

 ( )* * * *( ( , ), ( , ), )T x y t s Tϕ ψ ϕ ψ α β= ⋅ + ⋅%% % , [ ) ( ]1 1 20, ,Q Q Qψ ∈ ∪ , 



 ( ) 0( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))T x y s x y T x yϕ ψ ϕ ψ α ϕ ψ ϕ ψ β ϕ ψ ϕ ψ= ⋅ + ⋅%% % % , 

 20 Qψ≤ ≤ , *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ ,   

де рівняння (3.43) та (3.45) є фактично просторово одновимірними, адже 

змінна ψ  тут фігурує як параметр. 

Таким чином використання ідей методу квазіконформних 

відображень та процедури поетапної фіксації різних характеристик 

середовища і процесу дозволило суттєво спростити розв’язання задачі 

неізотермічної багатофазної фільтрації та представити відповідний 

алгоритм її розв’язування у вигляді наступної послідовності етапів: за 

заданими геометрією області фільтрації та початковими і граничними 

умовами розраховується поле потенціалу швидкості за поточними полями 

насиченості та температури (розв’язуємо задачу на квазіконформне 

відображення: будуємо гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу 

течії, знаходимо квазіпотенціал ϕ , витрату та інші невідомі фільтраційні 

параметри); перераховується поле насиченості (за знайденими 

фільтраційними характеристиками згідно з (3.43) знаходимо перерозподіл 

насиченості); розраховується поле температури (за знайденими 

фільтраційними характеристиками та перерахованим полем насиченості 

згідно з (3.45) знаходимо перерозподіл температури); перевіряються умови 

зупинки роботи алгоритму при невиконанні яких переходимо до 

повторного уточнення відповідних величин алгоритму (зокрема, однією з 

таких умов зупинки, може бути умова перевищення допустимої частки 

витісняючої рідини в продукції експлуатаційної свердловини). 

Для побудови різницевого аналогу задачі введемо в області Gω  

рівномірну ортогональну сітку, вузли ( , )i jϕ ψ  якої визначаємо так: 



 1

1 1

* 1 1 1 * 1

*
1 2 1 2 2

,  0, ,  ( ) /( 1),  

( 1) ,  1, ,  ( ) /( 1),
H

i
H H

i i n n

i n i n n n

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 + ⋅∆ = ∆ = − += 
+ − − ⋅∆ = + ∆ = − +

 (3.46) 
1

1 2 1 2
0 0

1 0 0

,    , ,  1,  1,  ( , ) ,

      ( ) / ,   1, 2,   0,   0,

g g
g g g
j g l l i j

l l

g g g g

j j m m m m g m m g G

Q Q m g Q m

ωψ ψ ϕ ψ

ψ

−

= =

−

= ⋅∆ = = + − = + − ∈

∆ = − = = =

∑ ∑% % % %

де 1 2 1n n n= + + , 1 2 1m m m= + + , 1 2 1 2, , ,m m n n N∈ .  

Рівняння (3.42) апроксимуємо, використовуючи метод скінченних 

об’ємів [199] наступним чином: 

 , , 1 , 1 1, 1,

, , 1 , 1 1, 1,

( ) / ,
( ) / ,

i j n i j s i j e i j s i j p

i j n i j s i j e i j s i j p

x a x a x a x a x a
y a y a y a y a y a

+ − − +

+ − − +

= + + +

= + + +

 (3.47) 

де , ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= = , n na k ϕ
ψ+

∆
=

∆
, s sa k ϕ

ψ−

∆
=

∆
, e

e

a
k

ψ
ϕ+

∆
=

∆
, 

s
w

a
k

ψ
ϕ−

∆
=

∆
, p n s e wa a a a a= + + + , ( ) / 2ϕ ϕ ϕ− +∆ = ∆ + ∆ , 

( ) / 2ψ ψ ψ− +∆ = ∆ + ∆ , , , 1 , , 12 /( )n i j i j i j i jk k k k k+ += ⋅ + , 

, , 1 , , 12 /( )s i j i j i j i jk k k k k− −= ⋅ + , 1 1 1
, 1,0.5( )e i j i jk k k− − −

−= + , 1 1 1
, 1,0.5 ( )w i j i jk k k− − −

+= ⋅ + . 

Вибір величин , , ,ϕ ϕ ψ ψ− + − +∆ ∆ ∆ ∆  визначається належністю вузла 

( , )g
i jϕ ψ  тій чи іншій підобласті сіткової області Gω . Наприклад, якщо 

i Hϕ ϕ= , 0g
jψ = , то 1 2,  ϕ ϕ ϕ ϕ− +∆ = ∆ ∆ = ∆ , 1,ψ ψ+∆ = ∆  1 ψ ψ−∆ = ∆ . 

Апроксимації крайових умов запишемо так: 

 1 0, 0, 1 2 0, 0, 1( , ) 0, 0, ,   ( , ) 0, 1, ,j j j ju x y j m u x y j m m= = = = +  

 *
, , ,0 ,0 , ,( , ) 0, 0, ,    ( , ) 0,   ( , ) 0, 0,n j n j i i i m i mu x y j m u x y u x y i n= = = = =%

%
, 



 
1 1 1

0
, ,0,  2( )i m i m Hx a r a y y= + − ≤ ≤ ,  

 
2 1 2

0
, , 10,  2( ) , 0,i m H i mx y y a r a i n= ≤ ≤ + + = . 

 (3.48) 

Тут, як і в [19], комплексну спряженість гармонічних функцій 

, ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= =  забезпечують умови ортогональності 

приграничних нормальних векторів до відповідних дотичних вздовж 

границі області zG . Їх різницеві аналоги на контурах свердловин мають 

вигляд: 

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,(4 3 ) ( ) (4 3 )j j j j j j j jx x x x x y y y+ −− − ⋅ − + − − ×  

0, 1 0, 1( ) 0,j jy y+ −− =  1 2 ,j m m= % % , , 2, 1, , 1 , 1(3 4 ) ( )n j n j n j n j n jx x x x x− − + −+ − ⋅ − +   

 , 2, 1, , 1 , 1(3 4 ) ( ) 0,n j n j n j n j n jy y y y y− − + −+ + − ⋅ − =  0, .j m=

 (3.49) 

Невідомі витрати gQ  ( 1, 2g = ) та значення потенціалу 
1Hϕ  в точці 

розгалуження ліній течії в процесі ітерацій шукаємо за формулами: 

1

1
* 1 1 1( 1)H nϕ ϕ ψ γ= + + ∆ , g g gQ m ψ= ∆ , де 1 2 2 1

1 22

g g

g g g

ϕ γ ϕ γ
ψ

γ γ
∆ + ∆

∆ = , а g
lγ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей: 

 
( )

1 2

1

, 1
,

1
0, 1 1

n m
i jg

i j m gm n
γ

γ
−

= =

=
+∑

%

%
, 

2

2 1

, 1
,

2
1, 2

n m
i jg

i n j m gm n
γ

γ
−

= + =

= ∑
%

%
,  

 , , 1
,

, 1,1 2, 1 2

1 i j i j
i j

i j i ji j

a a
b bk

γ +

++ +

+
=

+
,   

де ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, 1, , 1, , , , 1 , , 1 ,,  i j i j i j i j i j i j i j i j i j i ja x x y y b x x y y+ + + += − + − = − + − . 



Рівняння (3.43) та (3.45) апроксимуємо різницевою схемою «проти 

потоку» [202] таким чином: 

 ( )
2
,

, , , , 1, 1,
,

( , ) ( , )i j
i j i j i j i j i j i j

i j l

s s f s T f s T
k
τυ

σ ϕ − −= − −
∆

) ,

 (3.51) 

 ( )
2
,

, , , , 1, 1,
,

? ?( , ) ( , )i j
i j i j i j i j i j i j

i j l

T T f s T f s T
k
τυ

σ ϕ − −= − −
∆

)
% %% % ,

 (3.52) 

де 1, ,j m=  11, 1,i n= +  для 1,l =  1 2, ,i n n= +  для 2l = ; τ  – крок по часу, 

,i js , ,i js)  – насиченості у відповідні моменти часу, ( ), , ,i j i j i jT s Tα β= ⋅ + ⋅) %% % , 

( ), , ,i j i j i jT s Tα β= ⋅ + ⋅
) )) %% % , ( ), , , , 1 1 ,( , ) ( , )i j i j i j i j i jf s T f s T c Tα ρ= ⋅ + ⋅) )% % , ,i jυ  – 

швидкість фільтрації. Граничну та початкову умови для насиченості та 

температури в сітковій області запишемо так:  

 0, * ,   1,js s j m= = , 0
, , , ,( , ,0) ( , )i j i j i j i js x y s x y= ,  

 ( )0, * *jT s Tα β= ⋅ + ⋅%% % , ( ) 0
, , , , , ,( , ,0) ( , ) ( , )i j i j i j i j i j i jT x y s x y T x yα β= ⋅ + ⋅%% % % . 

Задавши крок τ , параметри розбиття 1n , 2n , 1m , 2m  області Gω  та 

точності роботи алгоритму 1ε , 2ε , початкові наближення координат 

граничних вузлів (0)
,i jx , (0)

,i jy  (так щоб виконувалися умови (3.48)) і 

початкові наближення координат внутрішніх вузлів ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ) знаходимо 

за формулами (3.50) наближення величин g
lγ . Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки шляхом розв’язання 

(3.47) відносно ,i jx  та ,i jy . Після цього, як і в [37], підправляємо граничні 



вузли за умов фіксації навколишніх граничних та приграничних, 

використовуючи умови ортогональності, та знаходимо наближення 

величин gQ , 
1Hϕ . Серед умов завершення алгоритму побудови 

гідродинамічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, 

зокрема, поля швидкості) на даному ітераційному етапі: є стабілізація 

витрат gQ  ( ( 1) ( )
1g gQ Qκ κ ε+ − < ); стабілізація граничних вузлів 

( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2,

max ( ) ( )i j i j i j i ji j
x x y yκ κ κ κ ε− −− + − < ) тощо. У випадку невиконання 

якоїсь із цих умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки порушення 

квазіконформності.  

Використовуючи побудоване поле швидкостей ,i jυ  та поле 

насиченості ,i js  і температури ,i jT%  з попереднього ітераційного кроку (з 

врахуванням граничних умов), знаходимо розподіл насиченості ,i js)  у 

пласті на даному часовому етапі, згідно з (3.51), та, використовуючи (3.52), 

розраховуємо поле температури ,i jT
)
% , після чого перераховуємо поле 

швидкості і потенціалу. 

Використовуючи вище описаний алгоритм, проведемо числові 

розрахунки поставленої задачі. На рисунку 3.13 а зображено 

гідродинамічну сітку в елементі симетрії zG  в момент часу 8.15t = , при 

0.3r = , 1.2a = , 5h = , 6d = , * 0ϕ = , * 1ϕ = , 0 1k = , 1 10k = , 0.01τ = , 

0.2σ = , 
1 1120

60
1 5 Teµ

 ⋅ − 
 = ⋅ , 2 2

9.1787
1 0.0337 0.000221T T

µ =
+ ⋅ + ⋅

, 1 800ρ = , 

1 1880c = , 2 1000ρ = , 2 4200c = , 3 2200ρ = , 3 1800c = , * 1s = , 0 0s = , 

* 90T = , 0 ( , ) 30T x y = , 2
1( ) (1 )k s s= −% , 2

2 ( )k s s=% , 

{ }1 2 2( , ) : ( ) 4 ( 2) 0.04 1zG x y x h y d= − + − ≤ , 1 2 3 45n n× = × , 1 2 30m m= = . 



На рисунку 3.13 б-в представлено поле температур та поле 

насиченості, відповідно, при витісненні нафти водою у випадку 

неізотермічного процесу фільтрації. Для порівняння ефективності 

застосування теплового методу витіснення, на рисунку 3.13 г наведено 

поле насиченості для елемента симетрії пласта із такими ж геометричними 

параметрами та фізичними властивостями середовища та нафти у випадку 

ізотермічного процесу витіснення. 

  
Рис. 3.13. Гідродинамічна сітка (а), розподіл температур (б) і  розподіл 

насиченості в елементі симетрії zG  у випадку неізотермічної (в) та 

ізотермічної (г) фільтрації у момент часу 8.15t =  

На рисунку 3.14 представлено графік залежності сумарної 

фільтраційної витрати від часу у випадку неізотермічного (суцільною 

лінією) та ізотермічного (штрих пунктирною) процесу витіснення.  



  
Рис. 3.14 – Графік залежності сумарної фільтраційної витрати від часу 

при 0
* 100T C=  та 0

* 30T C=  

В результаті проведених числових розрахунків, підтверджується 

факт значного збільшення дебіту експлуатаційної свердловини при 

витісненні нафти гарячою водою, так як при збільшенні температури 

в’язкість нафти зменшується і швидкість фільтрації зростає. При цьому 

відзначимо, що з початку моменту нагрівання до певного часу *t  (у 

нашому випадку * 13t = ) інтенсивність відбору менша ніж у випадку 

ізотермічного процесу, це пояснюється тим, що енергія гарячої води 

затрачається на нагрівання середовища і нафти, що знаходиться в елементі 

симетрії. 

4.2. Математичне моделювання процесу розробки родовищ нафти 

з використанням термо-гравітаційного дренажу  

Вступ. У процесі видобутку нафти середньої та високої в’язкості 

(наприклад, природних бітумів) ефективними, для підтримки пластового 

тиску та покращення реологічних властивостей флюїдів, є технології 



нагнітання в пласт різних робочих агентів – теплоносіїв, при цьому за 

рахунок переносу течією тепла здійснюється розігрів зон пласта між 

свердловинами в зв’язку з чим знижується в’язкість нафти в цих зонах і, 

тим самим, покращується гідродинамічний зв'язок між ними. 

Однією із таких технологій є термогравітаційний дренаж (у випадку 

нагнітання пару – парогравітаційний дренаж, SAGD [1]), при застосуванні 

якої на висоті 4-6 метрів, одна над одною, буриться пара паралельних 

горизонтальних свердловин – нагнітальна та експлуатаційна (див. рис. 1а). 

Через нагнітальну свердловину в пласт вводиться теплоносій, який 

прогріває зону навколо свердловин тим самим покращуючи реологічні 

властивості пластового флюїду, що сприяє процесу його відтоку до 

експлуатаційної свердловини. 

У роботі розвинуто розроблені методи [2-4] комплексного аналізу 

математичного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації на 

випадок витіснення нафти теплоносієм з використанням технології 

термогравітаційного дренажу [1]. На основі методів квазіконформних 

відображень та поетапної фіксації характеристик середовища і процесу 

розроблено числовий алгоритм розв’язування відповідних задач на 

побудову гідродинамічних сіток, відшукання полів температури та 

насиченості, координат точок «призупинки», фільтраційних витрат, зон 

прогріву тощо. 
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Рис. 1. Схема роботи термогравітаційного дренажу (а) та поперечний 

переріз пласта (б) 

Загальна постановка задачі. Розглянемо двовимірну задачу двофазної 

неізотермічної фільтрації при витісненні нафти теплоносієм (зокрема, 

водою) з використанням технології термогравітаційного дренажу. 

Вважається, що динамічні в’язкості фаз змінюється зі зміною температури, 

рух рідини – повільний та відбувається без фазових переходів.  

Відповідні закон руху та рівняння нерозривності течії, записані 

відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації ( , , )x y tϕ ϕ= , згідно з [2, 5, 

6] представимо у вигляді: 

 ( )
( )
l

l
l

kk s
grad

T
υ ϕ

µ
=

%r
, 0l

l
s

div
t

σ υ
∂

+ =
∂

r
, 1, 2l = , 1 2 1s s+ = ,  

де lυ
r

, ( )l Tµ  – вектор швидкості та коефіцієнт в’язкості для l – тої фази, 

( , , )T x y t  – температура; ( , )k x y  – коефіцієнт абсолютної проникності 

ґрунту; 1 1( )k k s=% % , 2 2 ( )k k s=% %  – відносні фазові проникності ( 2s s= ); σ  –

 коефіцієнт пористості ґрунту; ( , , )ls x y t  – насиченість пористого 

середовища відповідною фазою в точці ( , ) zx y G∈ %  у момент часу t  (тут і 

надалі час t  та інші величини вимірюються в одиницях СІ), zG%  – область 

поперечного перерізу пласта (рис. 1б). В зв’язку з існуючою симетрією 

області zG% , для спрощення викладок розглядатимемо елемент zG  

( z x iy= + ), що містить половину нагнітальної та половину 

експлуатаційної свердловини, при 1 5B B=  (рис. 2). 
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Рис. 2. Елемент поперечного перерізу пласта та відповідна область 

комплексного квазіпотенціалу  

З урахуванням сумарної швидкості 1 2υ υ υ= +
r r r

 фільтраційної течії, 

маємо: 

 0divυ =
r

, ( ),k s T gradυ ϕ=
r

,  (1) 

 ( , ) 0s gradf s T
t

σ υ∂
+ =

∂
r , (2) 

де 21

1 22 1

( ) ( )( , )
( ) ( ) ( ) ( )

T k sf s T
T k s T k s

µ
µ µ

=
+

%
% % , 1 2

1 2

( ) ( )( , )
( ) ( )

kk s kk sk s T
T Tµ µ

= +
% %

. 

Вважаємо, що на контурах нагнітальної *L  та експлуатаційної *L  

свердловин підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали 

позначимо: *ϕ  та *ϕ ), а інші ділянки границі області zG  є 

еквіпотенціальними лініями та лініями течії, вздовж яких, мають місце 

рівності 
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ϕ∂
=

∂
, 

3

0
DBx

ϕ∂
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∂
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0
A By

ϕ∂
=

∂
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1 2

0
A Aϕ ϕ= , де 1 2 { : 0,  0 }A A z x y h= = ≤ ≤ , 2 1 { : ,  0 }A B z y h x d= = ≤ ≤ , 

3 { : ,  0 }B D z x d y a= = ≤ ≤ , 4 { : ,  2 2 }A C z x d a r y h b r= = + ≤ ≤ − − , 

*L = { :z cos( )x r dθ= ⋅ + , ( )sin( ) 1y r h bθ= ⋅ − + − , 3 }
2 2
π πθ≤ ≤ , 



*L = { :z cos( )x r dθ= ⋅ + , ( )sin( ) 1y r aθ= ⋅ + + , 3 }
2 2
π πθ≤ ≤ , 1 2h A A= , 

1 3d A B= , 3a B D= , 3 1b A B= , 1 3 { : ,  - }B A z x d h b y h= = ≤ ≤ , 

1 3 { : 0,  0 }A B z y x d= = ≤ ≤ ; g  – відстань між двома точками, r  – радіус 

свердловин. Початковий розподіл насиченості в пласті і її значення на 

нагнітальній свердловині та контурі живлення позначимо відповідно через 

 ( , ,0) ( , )s x y s x y= %  та 
* *Ls s= , 

1 2 0A As s= . 

Для опису процесу перерозподілу тепла між фазами та скелетом, 

приймемо однотемпературну модель [7, 8], згідно з якою є миттєвою 

передача тепла від флюїду до скелету і в зворотному напрямку. Таким 

чином, для розрахунку теплового поля використовуватимемо наступне 

рівняння: 

 1 1 1 2 2 2
( ) [( ) ] 0C s T div c c T
t

ρ υ ρ υ∂
+ + =

∂
r r , (3) 

де 1 1 2 2 3 3( ) (1 ) (1 )C s c s c s cσρ σρ σ ρ= − + + −  – об’ємна теплоємність 

пористого середовища, lc , lρ  ( 1,3l = ) – питома теплоємність і густина 

для нафти, води і скелету пласта. Використовуючи формули для 

визначення швидкостей руху нафти та води [2]: 1 (1 ( , ))f s Tυ υ= − ⋅
r r

, 

2 ( , )f s Tυ υ= ⋅
r r

 і співвідношення (1), рівняння (3) перепишемо так: 

 ( )
( , ) 0

T s
gradf s T

t
σ υ
∂

+ =
∂

% r % , (4) 

де ( )( ) ( )T s C s T s Tα β= ⋅ = + ⋅%% % , ( , )f s T =% ( )1 1( , )f s T c Tα ρ+ ⋅% , 

2 2 1 1c cα ρ ρ= −% , 1 1cβ ρ=% 1
3 3( 1) cσ ρ−+ − . Як бачимо, спрощений запис 

рівняння (4) (для відшукання теплового поля) є аналогічним до рівняння 

(2) (для відшукання поля насиченості), що в свою чергу є передумовою 



для використання розроблених в роботах [2, 4, 9] алгоритмів розв’язання 

ізотермічних задач багатофазної фільтрації. 

Для відшукання поля температури вважатимемо заданим його 

розподіл в початковий момент часу ( , ,0) ( , )T x y T x y= %  та значення 

температури на контурах області:  

 
2 1

0
A B

T
y

∂
=

∂
, 

1 3

0
B A

T
x

∂
=

∂
, 

4

0
A C

T
x

∂
=

∂
, 

3

0
DB

T
x

∂
=

∂
, 

1 3

0
A B

T
y

∂
=

∂
,  

 
1 2

0
A AT T= , 

* *LT T= . (5) 

Метод комплексного аналізу. Аналогічно до [2, 3], ввівши функцію 

течії ψ , комплексно спряжену до ϕ , задача на побудову 

гідродинамічної сітки, відшукання фільтраційної витрати та інших 

характерних фільтраційних параметрів за знайденими (фіксованими у 

даний момент часу) полями насиченості та температури зводиться до 

задачі на квазіконформне відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  

однозв’язної області zG  на відповідну область комплексного 

квазіпотенціалу 1 2
1G G G Lω ω ω= ∪ ∪ : 

 ( ) ( ), ,  , ,  ( , ) zk s T k s T x y G
x y y x
ϕ ψ ϕ ψ∂ ∂ ∂ ∂
= = − ∈

∂ ∂ ∂ ∂
,  

 
* *Lϕ ϕ= , *

*
Lϕ ϕ= , 

1 2 0A Aϕ ϕ= ,   

 
1

0A Dψ = , 
2 3 1A A Qψ = , 

4 2A C Qψ = , (6) 
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* 1 2* 0 0, , ( , ),L A A ts s s s s s x y
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 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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* *LT T= , 
1 2 0A AT T= , 0 ( , )tT T x y
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= % , (8) 



де 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + , 1 *{ :Gω ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }10 Qψ< < , 

2 { :Gω ω=  *ϕ ϕ ϕ∗ < < , }1 2Q Qψ< <  
1

*
1 1{ : ,   }BL Qω ϕ ϕ ϕ ψ= < < = , 

1 2

1 y x
A A

Q dx dyυ υ= − +∫С , 
*

2 1 y x
L

Q Q dx dyυ υ− = − +∫С  – невідомі витрати, а 2Q  – 

сумарна витрата на експлуатаційній свердловині.  
Обернену до (6) крайову задачу на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на zG , а також, як наслідок, 

рівняння для дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  частин 

характеристичної функції течії запишемо у вигляді: 

 ( ), , , ,y x x yk k Gω
∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ψ
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

= = − ∈  (9) 
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 ( ) ( )1 1, ,  - ,x Q d h b y Q hϕ ϕ+ += ≤ ≤ , 
1* , Bϕ ϕ ϕ ∈   ,  

 ( ) ( ),0 0,  0 ,0y x dϕ ϕ= ≤ ≤ , 
30 , Bϕ ϕ ϕ ∈   ,  

 ( )* , cos( )x r dϕ ψ θ= ⋅ + , ( ) ( )* , sin( ) 1y r h bϕ ψ θ= ⋅ − + − ,  

 3,
2 2
π πθ  ∈   

, [ ]1 2,Q Qψ ∈ ,   

 ( )* , cos( )x r dϕ ψ θ= ⋅ + , ( ) ( )* , sin( ) 1y r aϕ ψ θ= ⋅ + + ,  

 3,
2 2
π πθ  ∈   

, [ ]20,Qψ ∈ , (10) 
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, 1 0y yk
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   ∂ ∂ ∂ ∂
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. (11) 

Використавши підхід запропонований в [2, 8] задачі для 

відшукання насиченості та температури (7)–(8) перепишемо так: 
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( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= % , [ ]20,Qψ ∈ , *
* ,ϕ ϕ ϕ ∈   ,(13) 
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 ( )* * * *( ( , ), ( , ), )T x y t s Tϕ ψ ϕ ψ α β= ⋅ + ⋅%% % , [ ]1 2,Q Qψ ∈ , 

 ( )0 0 0 0( ( , ), ( , ), )T x y t s Tϕ ψ ϕ ψ α β= ⋅ + ⋅%% % , [ ]10,Qψ ∈ ,  

( )( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))T x y s x y T x yϕ ψ ϕ ψ α ϕ ψ ϕ ψ β ϕ ψ ϕ ψ= ⋅ + ⋅%% %% % , 

 [ ]20,Qψ ∈ , *
* ,ϕ ϕ ϕ ∈   ,  (15) 

де рівняння (12) т та (14) є фактично просторово одновимірними, адже 

змінна ψ  тут фігурує як параметр. 

Алгоритм розв’язування відповідної крайової задачі для нелінійних 

систем диференціальних рівнянь в частинних похідних представимо у 

вигляді наступної послідовності етапів: за заданими геометрією області 

фільтрації та початковими і граничними умовами розраховується поле 

потенціалу швидкості за поточними полями насиченості та температури 

(розв’язуємо задачу на квазіконформне відображення: будуємо 

гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу течії, знаходимо 

квазіпотенціал ϕ , витрату та інші невідомі фільтраційні параметри); 



перераховується поле насиченості (за знайденими фільтраційними 

характеристиками згідно з (12) знаходимо перерозподіл насиченості); 

розраховується поле температури (за знайденими фільтраційними 

характеристиками та перерахованим полем насиченості згідно з (14) 

знаходимо перерозподіл температури); перевіряються умови зупинки 

роботи алгоритму [2, 3] при невиконанні яких переходимо до повторного 

уточнення відповідних величин алгоритму. 

Алгоритм числового розв’язання задачі. Для побудови різницевого 

аналогу задачі введемо в області Gω  рівномірну ортогональну сітку, вузли 

( , )i jϕ ψ  якої визначаємо так: 

 1

1 1

* 1 1 1 * 1

*
1 2 1 2 2

,  0, ,  ( ) /( 1),  

( 1) ,  1, ,  ( ) /( 1),
B

i
B B

i i n n
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ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 + ⋅∆ = ∆ = − += 
+ − − ⋅∆ = + ∆ = − +
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1
1 1 1 1 1
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2 1 1 2 2 2 1 2
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, 1, 1, / ,

g g
j i j

j

j j m Q m G

j j m m m Q Q m
ωψ ψ ψ ϕ ψ

ψ ψ ψ

= ⋅∆ = ∆ = ∈

= ⋅∆ = + + + ∆ = −
 

1 2 1n n n= + + , 1 2 1m m m= + + , 1 2 1 2, , ,m m n n N∈ . Рівняння (11) 

апроксимуємо, використовуючи метод скінченних об’ємів [10] наступним 

чином: 

 , , 1 , 1 1, 1,

, , 1 , 1 1, 1,

( ) / ,
( ) / ,

i j n i j s i j e i j s i j p

i j n i j s i j e i j s i j p
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= + + +

= + + +
 (16) 

де 
( )( ), 1,

, 1,4
i j i j

e
i j i j

k k
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k k

ψ ψ

ϕ
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∆ + ∆ +
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∆
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, , 1
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i j i j
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i j i j

k k
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k k

ϕ ϕ

ψ
− + +
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∆ + ∆
=
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, 

, ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , 
( )( ), 1,

, 1,4
i j i j

w
i j i j

k k
a

k k

ψ ψ

ϕ
− + +

+ −

∆ + ∆ +
=

∆
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( )
( )

, , 1

, , 1

i j i j
s

i j i j

k k
a

k k

ϕ ϕ

ψ
− + −

− −

∆ + ∆
=

∆ +
, p n s e wa a a a a= + + + . Вибір величин 



, , ,ϕ ϕ ψ ψ− + − +∆ ∆ ∆ ∆  визначається належністю вузла ( , )g
i jϕ ψ  тій чи іншій 

підобласті сіткової області Gω . Наприклад, якщо 
1i Bϕ ϕ= , 0g

jψ = , то 

1 2,  ϕ ϕ ϕ ϕ− +∆ = ∆ ∆ = ∆ , 1 1,  ψ ψ ψ ψ+ −∆ = ∆ ∆ = ∆ .  

Апроксимації крайових умов запишемо так: 

 0, 0,0,  0j jx y h= ≤ ≤ , 10,j m= ,  

 
1 1, ,,  0i m i my h x d= ≤ ≤ , 10,i n= ,  

 ,0 ,0,  0i ix d y a= ≤ ≤ , 1 1,i n n= + ,  

 , ,,  2 2i m i mx d a r y h b r= + ≤ ≤ − − , 0,i n= ,  

 
1 1, 1 , 1,  -i m i mx d h b y h+ += ≤ ≤ , 10,i n= ,  

 ,0 ,00,  0i iy x d= ≤ ≤ , 10,i n= . (17) 

Тут, як і в [2, 9], комплексну спряженість функцій 

, ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y yϕ ψ ϕ ψ= =  забезпечують умови ортогональності 

приграничних нормальних векторів до відповідних дотичних вздовж 

границі області zG . Їх різницеві аналоги на контурах свердловин мають 

вигляд: 

 1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,(4 3 ) ( ) (4 3 )j j j j j j j jx x x x x y y y+ −− − ⋅ − + − − ×  

 0, 1 0, 1( ) 0,j jy y+ −− =  1 1,j m m= + , 

 , 2, 1, , 1 , 1(3 4 ) ( )n j n j n j n j n jx x x x x− − + −+ − ⋅ − +  

 , 2, 1, , 1 , 1(3 4 ) ( ) 0,n j n j n j n j n jy y y y y− − + −+ + − ⋅ − =  0, .j m=  (18) 

Невідомі витрати gQ  ( 1, 2g = ) та значення потенціалу 
1Bϕ  в точці 

розгалуження ліній течії в процесі ітерацій шукаємо за формулами: 

1

1
* 1 1 1( 1)B nϕ ϕ ψ γ= + + ∆ , 1 2 2 1

1 22

g g

g g g gQ m ϕ γ ϕ γ
γ γ

∆ + ∆
= , де g

lγ  одержуємо на 



підставі умови «квазіконформної подібності в малому» відповідних 

елементарних чотирикутників двох областей: 
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++ +
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=
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,  

 ( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i ja x x y y+ += − + − , 

1

1
0

1
g

l
l

m m g
−

=

= + −∑% ,  

 ( ) ( )2 2
, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jb x x y y+ += − + − , 2

0
1

g

l
l

m m g
=

= + −∑% . (19) 

Рівняння (12) та (14) апроксимуємо різницевою схемою «проти 

потоку» [2] наступним чином: 

 ( )
2
,

, , , , 1, 1,
,

? ( , ) ( , )i j
i j i j i j i j i j i j

i j l

s s f s T f s T
k
τυ

σ ϕ − −= − −
∆

, (20) 

 ( )
2
,

, , , , 1, 1,
,

? ? ?( , ) ( , )i j
i j i j i j i j i j i j

i j l

T T f s T f s T
k
τυ

σ ϕ − −= − −
∆

% %% % , (21) 

де 1, ,j m=  11, 1,i n= +  для 1,l =  1 2, ,i n n= +  для 2l = ; τ  – крок по 

часу, ( ), , , , 1 1 ,? ?( , ) ( , )i j i j i j i j i jf s T f s T c Tα ρ= ⋅ + ⋅% % , ( ), , ,?i j i j i jT s Tα β= ⋅ + ⋅%% % , 

( ), , ,
? ??i j i j i jT s Tα β= ⋅ + ⋅%% % ; ,i js , ,?i js  – насиченості у відповідні моменти 

часу, ,i jυ  – швидкість (шукаємо як і в роботі [2]). Граничну та 

початкову умови для насиченості та температури в сітковій області 

запишемо так:  

 0, * ,   1,js s j m= = , 0
, , , ,( , ,0) ( , )i j i j i j i js x y s x y= ,  

( )0, * *jT s Tα β= ⋅ + ⋅%% % , ( ) 0
, , , , , ,( , ,0) ( , ) ( , )i j i j i j i j i j i jT x y s x y T x yα β= ⋅ + ⋅%% % % . 

Задавши крок τ , параметри розбиття 1n , 2n , 1m , 2m  області Gω  та 

точності роботи алгоритму 1ε , 2ε , початкові наближення координат 



граничних вузлів (0)
,i jx , (0)

,i jy  (так щоб виконувалися умови (17)) і початкові 

наближення координат внутрішніх вузлів ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ) знаходимо за 

формулами (19) наближення величин g
lγ . Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки шляхом розв’язання 

(16) відносно ,i jx  та ,i jy . Після цього, як і в [2-4, 9], підправляємо граничні 

вузли за умов фіксації навколишніх граничних та приграничних, 

використовуючи умови ортогональності, та знаходимо наближення 

величин gQ , 
1Bϕ . Серед умов завершення алгоритму побудови 

гідродинамічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, 

зокрема, поля швидкості) на даному ітераційному етапі: є стабілізація 

витрат gQ  ( ( 1) ( )
1g gQ Qκ κ ε+ − < ); стабілізація граничних вузлів 

( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2,

max ( ) ( )i j i j i j i ji j
x x y yκ κ κ κ ε− −− + − < ) тощо. У випадку невиконання 

якоїсь із цих умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки порушення 

квазіконформності.  

Використовуючи побудоване поле швидкостей ,i jυ  та поле 

насиченості ,i js  і температури ,i jT%  з попереднього ітераційного кроку (з 

врахуванням граничних умов), знаходимо розподіл насиченості ,?i js  у 

пласті на даному часовому етапі, згідно з (20), та, використовуючи (21), 

розраховуємо поле температури ,
?
i jT% , після чого перераховуємо поле 

швидкості і потенціалу. 

Висновок. У роботі розвинуто методи комплексного аналізу 

математичного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації на 

випадок витіснення нафти теплоносієм з використанням технології термо-

гравітаційного дренажу. На основі методів квазіконформних відображень 



та поетапної фіксації характеристик середовища і процесу розроблено 

числовий алгоритм розв’язування відповідних задач на побудову 

гідродинамічних сіток, відшукання полів температури та насиченості, 

координат точок «призупинки», фільтраційних витрат. Цей алгоритм є 

підґрунтям для розв’язання більш складної задачі, а саме: задачі оцінки 

динаміки зміни зон прогріву пласта паром, коли мають місце фазові 

переходи породжені охолодженням та конденсацією пару. 

4.2. Математичне моделювання термодинамічних ефектів у  

присвердловинній зоні газового пласта за умов гідравлічного розриву  

У сучасних умовах недостатність ресурсної бази та низький рівень 

власного видобутку природного газу в Україні потребують ефективної 

розробки і дорозробки газових родовищ у складних геологічних умовах з 

низькопроникними колекторами, в тому числі сланцевих осадових 

породах.  

Особливості будови сланцевих порід, низька проникність та умови 

знаходження газу вимагають врахування закономірностей його відтоку із 

систем тріщин і мікротріщин до свердловин. Цей процес, в результаті 

перетворення виконуваної газом роботи при переході із тріщин в 

мікротріщини і навпаки, супроводжується тепловиділенням і призводить 

до нерівноважного розширення газу. Окрім термодинамічних ефектів, 

спричинених таким рухом, доцільно також враховувати нелінійні ефекти у 

присвердловинних зонах пласта, породжених перевищенням величиною 

градієнта тиску свого деякого критичного значення [1]. Значний інтерес 

для теорії і практики розробки газових родовищ зі слабо структурованими 

та низькопроникними осадовими породами становить також дослідження 

зазначених ефектів за умов існування тріщин гідравлічного розриву пласта 

(ГРП). 



У даній роботі на основі використання ідей числового методу 

квазіконформного відображення [2] та процедури поетапної фіксації 

характеристик середовища і процесу узагальнено запропоновану в [1] 

методологію математичного моделювання фільтраційно-масообмінних 

процесів у присвердловинній зоні з урахуванням термодинамічних ефектів 

на випадок існування тріщин ГРП, коли процес витіснення описується 

спеціальним чином модифікованим законом Дарсі з критичним 

градієнтом.  

Розглянемо модельну задачу дослідження впливу тріщин ГРП на 

термодинамічні характеристики присвердловинної зони zG  пласта (рис. 1) 

із урахуванням дроселювання газу через мікротріщини сланцевої породи. 

Для математичної постановки задачі фільтрації газу через пористе 

середовище запишемо рівняння нерозривності у вигляді [1– 3] 
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Рис. 1. Схема пласта з тріщиною ГРП (a) та відповідна область 

комплексного потенціалу (b) 

 

Тут ( ) ( )2 2( , ) | ( , ) |I I x y grad p x y p x p y= = = ∂ ∂ + ∂ ∂  – величина 

градієнта тиску p ; { }* *: ( , ) 0L z f x y= = , { }* *: ( , ) 0L z f x y= =  – контур 

живлення та контур свердловини відповідно; ( , ), ( , )p T p Tρ ρ µ µ= = – 

густина і в’язкість газу; T  – температура; ( , )k x y  – коефіцієнт абсолютної 

проникності середовища  
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( , ) ,  ( , ) \ ;z

k x y D
k x y k x y G D

α α

α
α

∈=  ∈
U  

Dα   – ділянка пласта, що відповідає α  – ій тріщині із проникністю 

kα ( Nα ∈ ). Коефіцієнт χ   характеризує залежність проникності осадової 

породи від величини градієнта тиску в ускладнених геологічних умовах 

фільтрації (для яких k µ  мала величина) і визначається таким 

співвідношенням 
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χ
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 (2)  

де F  – задана монотонно зростаюча функція, krI  – критичне значення 

початкового градієнту.  

Аналогічно [1, 4], нехтуючи теплопровідністю та адіабатичним 

ефектом, знаходимо температурне поле як розв’язок наступного 

диференціального рівняння  

 ( )( , , ) ( , )  ( , , )   ( , ) 0T x y t u x y grad T x y t grad p x y
t

ε∂
+ + =

∂

 (3) 



за відповідних початкових 0( , ,0) ( , )T x y T x y=  і граничних 
* *( , , ) LT x y t T=  

умов. Тут ε  – коефіцієнт Джоуля – Томсона; 

( , )
( , , )  kr

f

k I I c
u x y t grad p

c
χ ρ

µ
= −  – швидкість конвективного переносу тепла 

в пласті; c , fc  – питомі теплоємності газу та насиченого ним пласта 

відповідно. Відзначимо, що всі наведені в роботі величини вимірюються в 

системі погоджених одиниць СІ. 

Для побудови розв’язку задачі введемо потенціал швидкості у 

вигляді функції Лейбензона [5] 
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та перепишемо відносно нього задачу (1) з урахуванням (2): 
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де ( ) ( ( ))pρ ρΦ = Φ% , 2 2

( ) x yI µ
ρ

= Φ +Φ
Φ

%
%

, 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x yυ υ υ= + , 

*
*Φ < Φ ; [ ] Dα∂

⋅  – стрибок відповідної функції на Dα∂ . 

При цьому задача теплопровідності (3) матиме вигляд:  

 

*0 *

( , , ) ( , )  ( , , )  ( , ) 0,
( )

( , ,0) ( , ),  ( , , ) ,L

T x y t u x y grad T x y t grad x y
t

T x y T x y T x y t T

εµ
ρ

  ∂
+ − Φ =  ∂ Φ 

 = =

%

 (5) 



де ( , ) ( , )
( , )  ( , )kr

f

k x y I I c
u x y grad x y

c
χ

= Φ
%

. 

Для розв’язання сформульованої задачі (4) і (5) використаємо 

числові методи комплексного аналізу, для цього, аналогічно до [2], 

введемо функцію течії Ψ , комплексно спряжену до Φ  та здійснимо 

умовний переріз L  області zG  вздовж лінії течії [2, 3]. При цьому задача 

на побудову гідродинамічної сітки, відшукання фільтраційної витрати та 

інших характерних фільтраційних параметрів за знайденим (фіксованим у 

даний момент часу) полем температури зводиться до задачі на 

квазіконформне відображення ( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω= = Φ + Ψ  області 

\zG L  на відповідну область комплексного квазіпотенціалу Gω : 
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 (6) 

   

 

*0 *

( , , ) ( , )  ( , , )  ( , ) 0,
( )

( , ,0) ( , ),  ( , , ) ,L

T x y t u x y grad T x y t grad x y
t

T x y T x y T x y t T

εµ
ρ

  ∂
+ − Φ =  ∂ Φ 

 = =

%

 (7) 

де L− , L+  – нижній та верхній береги розрізу L , 

*{ :Gω ω ∗= Φ < Φ < Φ , }0 Q< Ψ < , 
*

y x
L

Q dx dyυ υ= − +∫С  – невідомий дебіт 

свердловини.  

Обернену до (6) крайову задачу на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), ,z z x iyω= = Φ Ψ + Φ Ψ  області Gω  на \zG L , а також, як наслідок, 



рівняння для дійсної ( ),x x= Φ Ψ  і уявної ( ),y y= Φ Ψ  частин 

характеристичної функції течії запишемо у вигляді: 

 
( , )
( )

krk I I y xχ
ρ

∂ ∂
=

Φ ∂Ψ ∂Φ

%
%

, 
( , )
( )

krk I I x yχ
ρ

∂ ∂
= −

Φ ∂Ψ ∂Φ

%
%

,

 (8) 

 * * *( ( , ), ( , )) 0f x yΦ Ψ Φ Ψ = , * * *( ( , ), ( , )) 0f x yΦ Ψ Φ Ψ = , 0 Q≤ Ψ ≤ ,

 (9) 

 ( ,0) ( , )x x QΦ = Φ , ( ,0) ( , )y y QΦ = Φ , *
*Φ ≤ Φ ≤ Φ ,

 (10) 

 
2 2( , )

cos( , ) 0
( )

kr

D

k I I y x n
J

α

χ
υ

ρ
∂

 ∂ ∂    + =   Φ ∂Ψ ∂Ψ     

% r r
%

, 

 ( ) ( ), , 0
D D

x y
α α∂ ∂

Φ Ψ = Φ Ψ =       ,  

 

( , ) ( ) 0,
( ) ( , )

( , ) ( ) 0.
( ) ( , )

kr

kr

kr

kr

k I I x x
k I I

k I I y y
k I I

χ ρ
ρ χ

χ ρ
ρ χ

    ∂ ∂ ∂ Φ ∂
+ =    ∂Ψ Φ ∂Ψ ∂Φ ∂Φ    


   ∂ ∂ ∂ Φ ∂ + =   ∂Ψ Φ ∂Ψ ∂Φ ∂Φ   

% %
%%

% %
%%

 (12) 

 .  

Використавши відповідні формули переходу [2], умови (8) та 

формули для обчислення компонент сумарної швидкості, задачу для 

температури (7) перепишемо так: 

 ( )2 2( ) ( )
( , ) ( , )kr f kr f

cT T c
t k I I c k I I c

ρ υ µρ υ
χ χ

Φ∂ ∂ Φ
+ =

∂ ∂Φ

% %
% % ,  

 * * *( ( , ), ( , ), )T x y t TΦ Ψ Φ Ψ = , 0 Q≤ Ψ ≤ , 



0( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))T x y T x yΦ Ψ Φ Ψ = Φ Ψ Φ Ψ , *
*Φ ≤ Φ ≤ Φ , 0 Q≤ Ψ ≤ , 

 (14) 

де рівняння (13) є фактично просторово одновимірними, адже змінна ψ  

тут фігурує як параметр. 

Для побудови різницевого аналогу задачі введемо в області Gω  

рівномірну ортогональну сітку із вузлами ( , )i jΦ Ψ : 

 *  i iΦ = Φ + ∆Φ ,  j jΨ = ∆Ψ ,  

де *
*( ) / n∆Φ = Φ −Φ , /Q m∆Ψ = , 1,i n= , 1,j m= , ,n m N∈ . Рівняння (12) 

апроксимуємо, використовуючи метод скінченних об’ємів [2] наступним 

чином: 

 
, , 1 , 1 1, 1,

, , 1 , 1 1, 1,

( ) / ,
( ) / ,

i j n i j s i j e i j s i j p

i j n i j s i j e i j s i j p

x a x a x a x a x a
y a y a y a y a y a

+ − − +

+ − − +

= + + +
 = + + +

 (15) 

де , ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y y= Φ Ψ = Φ Ψ , p n s e wa a a a a= + + + , 

 , , 1

, , 1

( , ) ( , )2
( ) ( )

( , ) ( , )
( ) ( )

kr kr

i j i j
n
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i j i j

k I I k I I

a
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ρ ρ
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=
    
 + ∆Ψ    Φ Φ    
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% %

% %
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=
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 , 1,

, 1,

( , ) ( , )2
( ) ( )
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( ) ( )

kr kr

i j i j
e

kr kr

i j i j

k I I k I I

a
k I I k I I

χ χ
ρ ρ

χ χ
ρ ρ

−

−

   
∆Φ   Φ Φ   

=
    
 + ∆Ψ    Φ Φ    

% %
% %

% %
% %

, 

  

 , 1,

, 1,

( , ) ( , )2
( ) ( )

( , ) ( , )
( ) ( )

kr kr

i j i j
w

kr kr

i j i j

k I I k I I

a
k I I k I I

χ χ
ρ ρ

χ χ
ρ ρ

+

+

   
∆Φ   Φ Φ   

=
    
 + ∆Ψ    Φ Φ    

% %
% %

% %
% %

. 

Апроксимації крайових умов запишемо так: 

 
*

* 0, 0, , ,

,0 , ,0 ,

( , ) 0,   ( , ) 0,  0, ,
 

,  ,  0, .
j j n j n j

i i m i i m

f x y f x y j m

x x y y i n

 = = =


= = =

 (16) 

Тут, як і в [2,3], комплексну спряженість функцій , ( , )i j i jx x= Φ Ψ , 

, ( , )i j i jy y= Φ Ψ  забезпечують умови ортогональності приграничних 

нормальних векторів до відповідних дотичних вздовж границі області 

\zG L . Їх різницеві аналоги мають вигляд: 

, 2, 1, , 1 , 1 , 2, 1, , 1 , 1

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2, 0, 1 0, 1

(3 4 )( ) (3 4 )( ) 0,

(4 3 )( ) (4 3 )( ) 0,  0, .
n j n j n j n j n j n j n j n j n j n j

j j j j j j j j j j

x x x x x y y y y y

x x x x x y y y y y j m
− − + − − − + −

+ − + −

+ − − + + − − =


− − − + − − − = =
   (17)   

Невідомий дебіт Q  шукаємо в процесі ітерацій за формулою 

Q m= ∆Ψ , де 
γ
∆Φ

∆Ψ = , а γ  одержуємо на підставі умови 

«квазіконформної подібності  у малому» відповідних елементарних 

чотирикутників двох областей: 



 
1, 1

, , 1

0, 0 , 1, 1 2, 1 2

1 ( )
( , )

n m
i j i j

i j i j i j kr i j

a a
mn b b k I I

ργ
χ

− −
+

= = + + +

 +  Φ
=    +   

∑
%

% ,

 (18) 

де ( ) ( ) ( ) (2 2 2
, 1, , 1, , , , 1 , , 1,  i j i j i j i j i j i j i j i j i ja x x y y b x x y y+ + + += − + − = − + −  

Рівняння (13) апроксимуємо різницевою схемою «проти потоку» 

[2] наступним чином: 

 ( ) ( )2 2
, 1,

, ,

,,

( ) ( )?
( , ) ( , )

i j i j
i j i j

kr f kr f i ji j

T Tc cT T
k I I c k I I c

ρ υ µρ υ
χ χ

−  −  Φ Φ = − +     ∆Φ   

% %
% % ,

 (19) 

де 1,j m= , 1,i n= ; τ  – крок по часу, ,i jT , ,
?
i jT  – температура у відповідні 

моменти часу, ,i jυ  – швидкість (шукаємо як і в роботі [2]). Граничну та 

початкову умови для температури в сітковій області запишемо так:  

 0, *jT T= ,  1,j m= , 

 , , 0 , ,( , ,0) ( , )i j i j i j i jT x y T x y= , 1,i n= , 1,j m= . 

Задавши крок τ , параметри розбиття n , m  області Gω  

(підбираються аналогічно як і в роботах [2,3]) та точності роботи 

алгоритму 1ε , 2ε , початкові наближення координат граничних вузлів (0)
,i jx , 

(0)
,i jy  (так щоб виконувалися умови (16)) і початкові наближення координат 

внутрішніх вузлів ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ) знаходимо за формулами (19) наближення 

величини γ . Далі проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів 

гідродинамічної сітки шляхом розв’язання (15) відносно ,i jx  та ,i jy . Після 

цього, як і в [2], підправляємо граничні вузли за умов фіксації 

навколишніх граничних та приграничних, використовуючи умови 



ортогональності, та знаходимо наближені значення величин Q , I%, 

( , )krI Iχ % . Серед умов завершення алгоритму побудови гідродинамічної 

сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, зокрема, поля 

швидкості) на даному ітераційному етапі є стабілізація: витрати Q  

( ( 1) ( )
1Q Qκ κ ε+ − < ), граничних вузлів 

( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , , 2,

max ( ) ( )i j i j i j i ji j
x x y yκ κ κ κ ε− −− + − < ) тощо. У випадку невиконання 

якоїсь із цих умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки порушення 

квазіконформності.  

Використовуючи побудоване поле швидкостей ,i jυ  і поле 

температур ,i jT  з попереднього ітераційного кроку (з врахуванням 

граничних умов), знаходимо розподіл температури у пласті на даному 

часовому етапі згідно з (19), після чого перераховуємо поле швидкостей і 

потенціалу. 

Описаний алгоритм числового розв’язку поставленої задачі 

реалізовано у вигляді комп’ютерної програми для IBM PC/AT. На рис. 2 

показано гідродинамічну сітку з idemΦ =  та idemΨ =  у площинах 0x y  і 

розподіли градієнту потенціалу в круговому пласті з тріщиною ГРП (a) за 

умови, що тріщина моделюється областю { }2 2
1 ( , ) : 50 0.2 1D x y x y= + ≤  

із коефіцієнтом проникності 14
1 1 10k −= ⋅ м2, та без неї (b) при вхідних 

даних із роботи [1]. У випадку не врахування ГРП отримані числові 

результати добре узгоджуються із результатами в [1].  

 



  

 
 

Рис. 2. Розподіл градієнту потенціалу в круговому пласті з тріщиною ГРП 

(а) та без неї (b) 

 

Висновок 

З використанням ідей числового методу квазіконформного 

відображення та процедури поетапної фіксації характеристик середовища і 

процесу запропоновано методологію математичного моделювання 

фільтраційно-масообмінних процесів у присвердловинній зоні пласта за 

умов існування в ній тріщин ГРП та урахування впливу термодинамічних 

ефектів, що виникають внаслідок дроселювання газу через мікротріщини 

сланцевої породи, коли процес витіснення описується спеціальним чином 

модифікованим законом Дарсі з критичним градієнтом тиску. Розроблено 

числовий алгоритм розв’язування відповідних крайових задач на побудову 

гідродинамічної сітки, відшукання полів температури, фільтраційних 

характеристик тощо. 

 

 

 

 



РОЗДІЛ 5  

ЧИСЛОВІ МЕТОДИ КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ ДЛЯ 

МОДЕЛЮВАННЯ ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ ВИТІСНЕННЯ У 

ВАЖКОПРОНИКНИХ ОСАДОВИХ ПОРОДАХ 

У розділі встановлено особливості протікання процесу витіснення 

нафти із важкопроникних (зокрема, сланцевих) осадових порід з 

використанням дії енергії зарядів вибухових речовин та тріщин 

гідравлічного розриву пласта. На основі модифікованого закону Дарсі, 

шляхом введення критичного значення градієнта тиску та з використанням 

ідей методів комплексного аналізу, розроблено алгоритми числового 

наближення розв’язків відповідних нелінійних крайових задач у 

горизонтальних і просторово-викривлених пластах.  

5.1 Один метод комплексного аналізу розв’язування задач фільтрації у 

неоднорідних просторово викривлених нафтогазових пластах 

У роботах [1-3] запропоновано методику розв’язання задач нестаціонарної 

багатофазної фільтрації, що базується на ідеях методу квазіконформного 

відображення та поетапної фіксації характеристик середовища та процесу 

у випадку, коли фільтрація є плоскопаралельною (пласти є досить тонкими 

і мають постійну товщину). Проте у природних умовах досить часто 

доводиться мати справу з просторово викривленими пластами змінної 

потужності, де окрім складності пов’язаної з проектуванням розстановки 

свердловин та дослідженням їх взаємодії, виникає також необхідність 

врахування перетоків між пропластками і величин відбору з кожного із 

них. 



У цій роботі розширено розроблену методику дослідження фільтраційних 

процесів та побудовано підхід до розв’язання задач фільтрації у 

неоднорідних просторово викривлених нафтогазових пластах, що 

ґрунтується на ідеях заміни реальної течії в пласті деякою близькою до неї 

кінематично схожою схемою руху та використанні методів комплексного 

аналізу, зокрема, розробленого числового методу квазіконформного 

відображення [1–3]. Для випадку сферичного пласта побудовано систему 

ортогональних криволінійних координат (ξ ,η ,ζ ), відносно якої отримано 

усереднені по координаті ζ  рівняння для визначення квазіпотенціалу 

швидкості фільтрації за відповідних граничних умов. 

Загальна постановка задачі. Розглядається задача математичного 

моделювання процесу фільтрації (витіснення нафти підошвенною водою), 

породженого перепадом тиску *
*P P P∆ = −  на досконалих по ступеню і 

характеру розкриття пласта * * * *
* * * *G A B C D A B C Dτ =  експлуатаційних 

свердловинах *
iL  ( *1,i n= ) та контурі живлення 

* * * *
* * * * *L A A B B B B C C= ∪ ∪  

* * * *
* * * *C C D D D D A A∪ ∪  (див., рис. 1 а). Відповідні закон руху та рівняння 

для визначення квазіпотенціалу швидкості фільтрації 

( , , ) ( , , )x y z p x y z pϕ ϕ= = − + % ( ( , , )p x y z  – тиск в точці ( , , )x y z , p% – деяке 

характерне його значення), згідно з [4] представимо у вигляді: 

 ( , , )k x y z i j k
x y z
ϕ ϕ ϕυ

µ
 ∂ ∂ ∂

= + + ∂ ∂ ∂ 

% rr rr
,  

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0k x y z k x y z k x y z
x x y y z z

ϕ ϕ ϕ
µ µ µ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

% % %
,  



де k% – коефіцієнт проникності ґрунту, υ
r

, µ  – вектор швидкості та 

коефіцієнт в’язкості відповідно. 
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Рис. 1 – Пласт Gτ  (а), сферичний пласт (б) 

 

При розв’язанні рівняння для визначення квазіпотенціалу швидкості 

фільтрації за відповідних граничних умов виникають певні труднощі, в 

першу чергу, пов’язані з тривимірністю задачі та складністю геометрії 

пласта, одним із методів подолання яких є заміна дійсної течії в пласті 

деякою близькою до неї кінематично схожою схемою руху. До таких схем 

варто віднести запропоновану в роботах [5–8] схему апроксимації реальної 

тривимірної фільтраційної течії течією по стаціонарних поверхнях струму, 

яка ґрунтується на ідеях переходу до криволінійних (ортогональних) 

координат ξ , η , ζ , у яких підошва * * * *A B C D  та крівля * * * *A B C D  пласта 

повинні співпадати з координатними поверхнями одного із трьох сімейств, 

наприклад, 1 constζ ζ= =  і 2 constζ ζ= = , а закон Дарсі та рівняння 

нерозривності течії відносно цих координат мають вигляд: 

 ( , , ) ( , , )( , ) ,k k
H Hξ η

ξ η

ξ η ζ ϕ ξ η ζ ϕυ υ υ
µ ξ µ η

 ∂ ∂
= =   ∂ ∂ 

r
,  (1) 



 
2

1

2 3 1 3( ) ( )
0

H H H H
d

ζ
ξ η

ζ

υ υ
ζ

ξ η
∂ ∂ 

+ = ∂ ∂ 
∫ .  (2) 

Тут ( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))k k x y zξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ= %  – коефіцієнт проникності 

ґрунту, 2 2 2H x y zξ ξ ξ ξ= + + , Hη
2 2 2x y zη η η= + + , 2 2 2H x y zζ ζ ζ ζ= + +  – 

параметри Ламе, ( , , )x x ξ η ζ= , ( , , )y y ξ η ζ= , ( , , )z z ξ η ζ=  – задані 

неперервно-диференційовані функції, що пов’язують фізичні декартові 

координати з введеними криволінійними ( , , )ξ η ζ . Для спрощення 

викладок основної методики математичного моделювання фільтраційних 

процесів в просторово викривлених пластах розглядатимемо випадок 

сферичного пласта, що розробляється експлуатаційною свердловиною *L , 

розташованою в його куполі (див., рис. 1 б), тоді мають місце наступні 

співвідношення: 1 sinhH R
Rη
ζ ξ = + 

 
, H hζ = , 1 hH R

Rξ
ζ = + 

 
, 

( , , ) 1 sin coshx R
R
ζξ η ζ ξ η = + 

 
, ( , , ) 1 sin sinhy R

R
ζξ η ζ ξ η = + 

 
, 

( , , ) 1 coshz R
R
ζξ η ζ ξ = + 

 
, 0 2η π≤ ≤ , 0 ξ π≤ ≤ , 0 1ζ≤ ≤ , де R , h  – 

відповідно радіус підошви та потужність пласта. 

Підставляючи (1) в (2) і змінюючи порядок інтегрування та 

диференціювання, отримаємо систему диференціальних рівнянь, яка при 

відповідних крайових умовах описує процес фільтрації (витіснення) у 

сферичному просторово викривленому пласті: 

 ( , ) ( , ) 0T Pϕ ϕξ η ξ η
ξ ξ η η
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   
, (3) 

 
* *( , ) 0f ξ η

ϕ ϕ
=
= , *

*
( , ) 0f ξ η

ϕ ϕ
=
= ,  (4) 



де ( , ) ( , )sinT kξ η ξ η ξ= , sin( , )
( , )

P
k

ξξ η
ξ η

= , 
2

1

( , ) ( , , )k k d
ζ

ζ

ξ η ξ η ζ ζ= ∫ ; 

* ( , ) 0f ξ η = , * ( , ) 0f ξ η =  – рівняння проекцій свердловини та контуру 

живлення на координатну площину ( , )ξ η  відповідно, що визначають 

двозв’язну область zG . 

Введемо функцію усередненої течії ψ , що задовольняє співвідношення: 

 ( , )T ϕ ψξ η
ξ η
∂ ∂

=
∂ ∂

, ( , )P ϕ ψξ η
η ξ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, (5) 

при виконанні яких рівняння (3) перетворюється на тотожність. Система 

(5) визначає деяку функцію ( ) ( , ) i ( , )zω ω ϕ ξ η ψ ξ η= = + , яка при 

виконанні умов: 

 
* ( , ) 0 *f ξ ηϕ ϕ= = , *

*
( , ) 0f ξ η

ϕ ϕ
=
= , 0Lψ

−
= , 

L
Qψ

+
=  (6) 

здійснює квазіконформне відображення [1] фізичної області зміни 

координат ( , )ξ η  zG  на відповідну область комплексного квазіпотенціалу 

*{ :Gω ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }0 Qψ< < , де Q – невідома фільтраційна витрата, 

L− , L+  – береги умовного розрізу області zG  вздовж деякої лінії 

constη = .  

Відповідну нелінійну обернену задачу до (5)-(6) на квазіконформне 

відображення ( )z z ω= = ( ) ( ), ,iξ ϕ ψ η ϕ ψ+  області Gω  на zG  отримаємо 

у вигляді: 

 ( , )T ∂η ∂ξξ η
∂ψ ∂ϕ

= , ( , )P ∂ξ ∂ηξ η
∂ψ ∂ϕ

= − , ( ), Gωϕ ψ ∈ , (7) 



 
* * *
* * *

*
*

( ( , ), ( , )) 0,
0 ,

( ( , ), ( , )) 0,
( ,0) ( , ), ,( ,0) ( , ),

f
Q

f
Q
Q

ξ ϕ ψ η ϕ ψ
ψ

ξ ϕ ψ η ϕ ψ
ξ ϕ ξ ϕ ϕ ϕ ϕη ϕ η ϕ

= ≤ ≤ =
 = ≤ ≤=

 (8) 

зокрема, як наслідок (7), маємо: 

 ( , ) ( , ) 0T Pη ηξ η ξ η
ψ ψ ϕ ϕ
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   
,  

 1 1( , ) ( , ) 0P Tξ ξξ η ξ η
ψ ψ ϕ ϕ

− −   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, (9) 

 ( , ) ( , ) 0P T∂ξ ∂ξ ∂η ∂ηξ η ξ η
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

+ = , ( ), Gωϕ ψ ∈∂ .  (10) 

Різницевий аналог задачі. Для побудови різницевого аналогу задачі 

введемо в області Gω  рівномірну ортогональну сітку {( , ) :l
i jGω ϕ ψ=  

*i iϕ ϕ ϕ= + ∆ , 
*

*

n
ϕ ϕ

ϕ
−

∆ =  при 0,i n= ; j jψ ψ= ∆ , Q
m

ψ∆ = , }0,j m= , де 

 ,n m∈Ν – параметри розбиття цієї області.  

Рівняння (9) у внутрішності сіткової області Gω , крайові умови (8) з 

додатковими умовами для граничних та приграничних вузлів (умовами 

ортогональності) (10) апроксимуємо так: 

 
( )

( )
2

, 0.5 , 1 , 0.5 , 1 0.5, 1, 0.5, 1,
, 2

, 0.5 , 0.5 0.5, 0.5,

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

i j i j i j i j

T T P P

T T P P

γ η η η η
η

γ
+ + − − + + − −

+ − + −

+ + +
=

+ + +
, 1, 1j m= − ,  

( )
( )

2 1 1 1 1
, 0.5 , 1 , 0.5 , 1 0.5, 1, 0.5, 1,

, 2 1 1 1 1
, 0.5 , 0.5 0.5, 0.5,

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

i j i j i j i j

P P T T

P P T T

γ ξ ξ ξ ξ
ξ

γ

− − − −
+ + − − + + − −

− − − −
+ − + −

+ + +
=

+ + +
, 1, 1i n= − , (11) 

 
*

* 0, 0, , ,

,0 , ,0 ,

( , ) 0, ( , ) 0, 0, ,

, , 0, ,
j j n j n j

i i m i i m

f f j m

i n

ξ η ξ η

ξ ξ η η

= = =

= = =
 (12) 

 ( )( ) ( )( ), , 1, 0, 1 0, 1 , , 1, 0, 1 0, 1 0n j n j n j j j n j n j n j j jT Pη η η η ξ ξ ξ ξ− + − − + −− − + − − = ,  



 ( )( ) ( )( )0, 1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1, 0, 0, 1 0, 1 0j j j j j j j j j jT Pη η η η ξ ξ ξ ξ+ − + −− − + − − = , 1, 1j m= − , 

 ( )( ) ( )( ), 1, 1, , , 1 , 1, 1, , , 1 0i m i m i m i m i m i m i m i m i m i mT Pη η η η ξ ξ ξ ξ+ − − + − −− − + − − = ,  

( )( ) ( )( ),0 1,0 1,0 ,1 ,0 ,0 1,0 1,0 ,1 ,0 0i i i i i i i i i iT Pη η η η ξ ξ ξ ξ+ − + −− − + − − = , 1, 1i n= − ,  (13) 

де , 1 ,
, 0.5 2

i j i j
i j

T T
T ±

±

+
= , , 1 ,

, 0.5 2
i j i j

i j

P P
P ±

±

+
=  1, ,

0.5, 2
i j i j

i j

P P
P ±

±

+
= , 

1, ,
0.5, 2

i j i j
i j

T T
T ±

±

+
= , , , ,sini j i j i jT k ξ= , ,

,
,

sin i j
i j

i j

P
k
ξ

= , , , ,( , )i j i j i jk k ξ η= , 

, ( , )i j i jη η ϕ ψ= , , ( , )i j i jξ ξ ϕ ψ= , ϕγ
ψ
∆

=
∆

 - квазіконформний інваріант. 

Невідому витрату Q  шукаємо за формулою mQ ϕ
γ
∆

= , величину γ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей: 

 
1, 1

, , 1

, 0 , 1,

1 n m
i j i j

i j i j i jmn
α α

γ
β β

− −
+

= +

+
=

+∑ ,  (14) 

де  

 ( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jα ξ ξ η η+ += − + − , 

 ( ) ( )2 22 2
, , , 1 , , , 1 ,i j i j i j i j i j i j i jT Pβ η η ξ ξ+ += − + − . 

Алгоритм наближення розв’язку оберненої диференціальної задачі (7) –

(10) різницевою задачею в загальному випадку побудуємо шляхом 

поетапної параметризації величини γ , граничних та внутрішніх вузлів 

сітки з використанням ідей блочної ітерації для аналітичного 

обґрунтування його збіжності, а саме: задавши геометричну конфігурацію 

сферичного пласта та ввівши криволінійні координати (за наведеними 

вище формулами) переходимо до області зміни координат ( , )ξ η  zG . 



Після цього задаємо кількість вузлів розбиття відповідної області 

комплексного квазіпотенціалу Gω  (параметри n  та m ), параметри 

необхідної точності роботи алгоритму 1ε , 2ε . Задаємо початкові 

наближення шуканих координат граничних вузлів так, щоб виконувалися 

умови (12), та наближення координат внутрішніх вузлів гідродинамічної 

сітки і, використовуючи (14), знаходимо початкове наближення 

квазіконформного інваріанту (0)γ  та невідому величину витрати 

*
(0) *

(0)

( )mQ
n

ϕ ϕ
γ
−

= . Проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів 

( ,i jξ , ,i jη ) за формулами (11) (з метою прискорення швидкості збіжності 

всього процесу і економії машинного часу використовуємо лише перший 

ітераційний крок). Підправляємо граничні вузли (координати даного вузла 

підправляємо за умови фіксації навколишніх граничних та приграничних), 

використовуючи різницеві аналоги умов типу Коші-Рімана (13). 

Використовуючи значення квазіконформного інваріанту (14), знаходимо 

нове наближення величини Q . Якщо її зміна за останню проведену 

ітерацію більша за 1ε , то повертаємося до уточнення вузлів. Визначаємо 

величину ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S ξ ξ η η− −= − + −  – зміщення вузлів на 

границі за проведену k -ту загальну ітерацію. Якщо 2S ε> , то переходимо 

до уточнення вузлів. Значення швидкості у вузлах гідродинамічної сітки 

знаходимо аналогічно [1–7]. 

 

Висновки. Розроблено метод розв’язання задач фільтрації у неоднорідних 

просторово викривлених нафтогазових пластах, що ґрунтується на ідеях 

заміни реальної течії в пласті деякою близькою до неї кінематично схожою 

схемою руху та використанні методів комплексного аналізу, зокрема, 



розробленого числового методу квазіконформного відображення. Варто 

відзначити, що розроблена методика дозволяє встановити час прориву 

підошвенних вод до експлуатаційних свердловин та час повного 

обводнення пласта. 

У перспективі дослідження – узагальнення запропонованої 

методології на випадки просторових пластів, які розробляються серією 

експлуатаційних та нагнітальних свердловин, розташованих певним 

регулярним чином, за умов існування в присвердловинних ділянках 

тріщин гідророзриву. 

5.2 Метод комплексного аналізу для моделювання процесів витіснення 

у просторово-викривлених пластах  

У попередніх параграфах модифіковано методи комплексного 

аналізу, на випадок моделювання нелінійних процесів витіснення в 

горизонтальних нафтових важкопроникних середовищах за умов збурень 

фільтраційної течії тріщинами ГРП скінченної проникності. У даному 

параграфі узагальнено їх на випадок розв’язання крайових задач 

однофазної фільтрації у просторово-викривлених пластах [20-21, 147, 148].  

Розглянемо процес однофазної ізотермічної фільтрації у просторово-

викривленому пласті Gτ  ( ( , , )x y zτ = ) обмеженої потужності, за умов 

збурення течії тріщинами ГРП скінченної проникності (рис. 4.7 а). 

Введемо апроксимацію тривимірної фільтраційної течії рухом по 

стаціонарних поверхнях струму в криволінійній (ортогональній) системі 

координат (ξ , η , ζ ) таким чином, щоб рівняння непроникних підошви 1L  

та крівлі 2L  пласта можна було записати у вигляді: 1 constζ ζ= =  і 

2 constζ ζ= = , відповідно. Як у [19] задамо неперервно-диференційовані 

функції: ( , , )x X ξ η ζ= , ( , , )y Y ξ η ζ= , ( , , )z Z ξ η ζ= , що пов’язують її із 



ортогональною (декартовою) системою координат, тоді рівняння решти 

поверхонь, обмежуючих фільтраційну область, представимо наступним 

чином: {* *
* * ( , , ) :A A B B ξ η ζ=  }* ( , ) 0f ξ η =  – контур нагнітальної 

свердловини, * *
* *D D C C = {( , , ) :ξ η ζ  }* ( , ) 0f ξ η =  – контур 

експлуатаційної свердловини, {* *
* * ( , , ) :A A B B ξ η ζ=  }( , ) 0f ξ η =  – 

зовнішня непроникна стінка. 
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Рис. 4.7. Просторово-викривлений пласт (а) та відповідна область 

комплексного потенціалу (б) 

 
Вважатимемо, що рух флюїду здійснюється по двовимірній 

поверхні ZG iξ η= +  при constζ = . На основі міркувань, закладених у 

[19], спеціальним чином модифікований закон Дарсі (відносно критичного 

значення градієнту тиску) та рівняння нерозривності течії матимуть 

вигляд:  

 ( , )grad ,krk I I pυ χ= −
r

 div 0ρυ =
r

,  

за відповідних умов на контурах свердловин: 
* *=Lp p , *

*
L

p p=  

( *p p∗> ) та зовнішньому непроникному контурі 0
L

p
n
∂

=
∂

. Тут 



( , ) | grad ( , ) |I I pξ η ξ η= = =  2 2p pξ η= + – величина градієнта тиску p ; 

( )pρ ρ=  – густина нафти; k =  
0

,  ( , ) ,  1, 2,3...
( , ) ,  ( , ) \

l
l Z

l
Z Z

l

k G l
k k G G

ξ η
ξ η ξ η

 ∈ == =  ∈


U  – 

коефіцієнт абсолютної проникності середовища, де l
ZG  – ділянки пласта, 

яку охоплює l -та тріщина; χ =  
1 ( ), ï ðè ,

( , )
1,  ï ðè ,

kr kr
kr

kr

F I I I I
I I

I I
χ

+ − >
= =  ≤

 

– коефіцієнт, що характеризує залежність проникності осадової породи від 

величини градієнта тиску, де F  – задана монотонно зростаюча функція, 

krI  – критичне значення початкового градієнту.  

Для побудови наближеного розв’язку задачі введемо квазіпотенціал 

швидкості у вигляді функції Лейбензона [12]: ( )*( )
p

p

p k dϕ ϕ ρ α α
∗

= + ∫  та 

перепишемо відносно нього рівняння (4.24) з відповідними крайовими 

умовами: 

 
( , )

grad 
( )

krI Iχ
υ ϕ

ρ ϕ
=

%r
%

,  ( )div ( , )grad 0krI Iχ ϕ =% ,  

0
Ln

ϕ∂
=

∂
, 

* * *= ( )L pϕ ϕ ϕ= , *
* *( )

L
pϕ ϕ ϕ= = , ( *

*ϕ ϕ< ),

 (4.26) 

 [ ] 0
zGλϕ

∂
= , [ ] 0

z
n Gλυ

∂
= ,  

де ( ) ( ( ))pρ ϕ ρ ϕ=% , 2 21
( )

I
k ξ ηϕ ϕ
ρ ϕ

= +%
%

,  

[ ]
ZGλ∂

•  – стрибок відповідної функції на контурі ZGλ∂ .  



Границя розділу tR  двох різнокольорових рідин визначається 

наступним рівнянням з відповідними умовами [24-26]: 

0grad
t
ςσ υ ς∂
+ ⋅ =

∂

r
, 

*
1Lς = , 0( , , ) 0tς ξ η = ,

 (4.28) 

де σ  – коефіцієнти пористості ґрунту.  

Згідно з [37] задачу (4.25)-(4.28), в криволінійній системі координат 

( , , )ξ η ζ , запишемо у вигляді: 

 
1 2

( , ) ( , )
( , ) ,

( ) ( )
kr krI I I I
H Hξ η

χ χϕ ϕυ υ υ
ρ ϕ ξ ρ ϕ η

 ∂ ∂
= =  ∂ ∂ 

% %r
% %

  

 
2

1

2 3 1 3( ( , ) ) ( ( , ) )
0kr krH H I I H H I Iζ

ξ η

ζ

χ ϕ χ ϕ
ξ η

 ∂ ∂
 + = ∂ ∂ 
∫

% %
,  

 
2

1

2 3 1 3
1 2 3

( ) ( )H H H H
H H H

t

ζ
ξ η

ζ

υ ς υ ςςσ
ξ η

∂ ∂ ∂ + +  ∂ ∂ ∂ 
∫ 0dζ = ,  

 
( , ) 0

0
fn ξ η

ϕ

=

∂
=

∂
, 

* *( , ) 0 =f ξ η
ϕ ϕ

=
, *

*
( , ) 0f ξ η

ϕ ϕ
=
= , [ ] 0

zGλϕ
∂

= , 

[ ] 0
z

n Gλυ
∂

= , 

 
* *( , ) 0f ξ η

ς ς
=
= , 0 ( , , )tς ς ξ η ζ

=
= % ,  

де 2 2 2
1H X Y Zξ ξ ξ= + + , 2H = 2 2 2X Y Zη η η+ + , 2 2 2

3H X Y Zζ ζ ζ= + +  – 

параметри Ламе. 

Як у [19], підставляючи (4.29) у (4.30)-(4.31) і змінюючи порядок 

інтегрування та диференціювання, отримаємо систему диференціальних 

рівняння, яка при відповідних крайових та початкових умовах описує 

процес витіснення у просторово-викривленому пласті змінної товщини: 



1 2 0U Uϕ ϕ
ξ ξ η η
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   
, 3 4 5 0U U U

t
ς ϕ ϕ

ξ ξ η η
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
,   

де 
2

1

1

2 3( , ) ( , )krU I I H H d
ζ

ζ

ξ η χ ζ= ∫ % , 2 ( , )U ξ η
2

1

1 3( , )krI I H H d
ζ

ζ

χ ζ= ∫ % , 3 ( , )U ξ η =  

2

1

1 2 3H H H d
ζ

ζ

σ ζ= ∫ , 
2

1

2 3
4

1

( , )
( , )

( )
krI I H H

U d
H

ζ

ζ

ςχ
ξ η ζ

ρ ϕ
= ∫

%
%

, 5 ( , )U ξ η =  

2

1

1 3

2

( , )
( )

krI I H H
d

H

ζ

ζ

ςχ
ζ

ρ ϕ
= ∫

%
%

 – характеристичні коефіцієнти, що відповідають за 

збереження інформації про геометрію та фільтраційні властивості пласта.  

Введемо функцію усередненої течії ψ , що задовольняє 

співвідношення: 

 1U ϕ ψ
ξ η
∂ ∂

=
∂ ∂

,  2U ϕ ψ
η ξ
∂ ∂

= −
∂ ∂

  

та здійснивши умовні розрізи *Γ , *Γ  області ZG  вздовж ліній розділу 

течії, що визначаються точками «призупинки» потоку * *
0 0( , )A B Lξ η= = ∈ , 

C D= =  0 0
* *( , ) Lξ η= ∈  та точками * * *( , )A B Lξ η= = ∈ , 

* * *( , )C D Lξ η= = ∈ , система (4.34) визначатиме деяку функцію 

( ) ( , ) i ( , )ω ω ζ ϕ ξ η ψ ξ η= = + , яка при виконанні умов: 

 
* ( , ) 0 *f ξ ηϕ ϕ= = , *

*
( , ) 0f ξ η

ϕ ϕ
=
= , 0ADψ = , 0BC Qψ =    

 * *
0 0( , ) 0υ ξ η = , 0 0

* *( , ) 0υ ξ η =   

здійснює квазіконформне відображення фізичної області 
0 *

*\ (Ã Ã )Z ZG G= ∪  на відповідну область комплексного квазіпотенціалу 

*{ :Gω ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }0 Qψ< < , де 0Q – невідома фільтраційна витрата.  



Відповідну нелінійну обернену задачу до (4.34)-(4.35) на 

квазіконформне відображення ( )ζ ζ ω= = ( ) ( ), ,iξ ϕ ψ η ϕ ψ+  області Gω  

на ZG  отримаємо у вигляді: 

  , 2U ∂ξ ∂η
∂ψ ∂ϕ

= − , ( ), Gωϕ ψ ∈    

 * * *
* * * 0( ( , ), ( , )) 0,  ( ( , ), ( , )) 0,  0 ,f f Qξ ϕ ψ η ϕ ψ ξ ϕ ψ η ϕ ψ ψ= = ≤ ≤   

 *
0 0 *( ( ,0), ( ,0)) 0,   ( ( , ), ( , )) 0,  ,f f Q Qξ ϕ η ϕ ξ ϕ η ϕ ϕ ϕ ϕ= = ≤ ≤   

 *
*( ,0) ( , ),  ( ,0) ( , ),  ,  ,Q Qξ ϕ ξ ϕ η ϕ η ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = < ≤ ≤ <   

 ( ) ( ), , 0,  
G Gλ λ
ω ω

ξ ϕ ψ η ϕ ψ
∂ ∂

= =        

 
2 2( , )

cos( , ) 0,
( )

kr

G

I I
n

J
λ
ω

χ ξ η υ
ρ ϕ ψ ψ

∂

    ∂ ∂ + =    ∂ ∂    

% r r
%

  

 0( ( , ), ( , )) 0,   ( ( , ), ( , )) 0,  0 ,Qυ ξ ϕ ψ η ϕ ψ υ ξ ϕ ψ η ϕ ψ ψ= = ≤ ≤   

 2
1

1 0U
U

ξ ξ
ψ ψ ϕ ϕ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ =  ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1
2

1 0U
U

η η
ψ ψ ϕ ϕ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ =  ∂ ∂ ∂ ∂   

.  (4.4  

Використавши відповідні формули переходу, 

1 1
J J

η η
ξ ψ ϕ ϕ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 1
J

ξ
η ψ ϕ
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

1 ,
J

ξ
ϕ ψ
∂ ∂
∂ ∂

 1
J

ϕ η
ξ ψ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 

1
J

ϕ ξ
ψη

∂ ∂
= −

∂ ∂
, 1

J
ψ η
ξ ϕ

∂ ∂
= −

∂ ∂
, 1

J
ψ ξ
η ϕ

∂ ∂
=

∂ ∂
, J ξ η ξ η

ψϕ ψ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂

, умови 

(4.36) та формули для обчислення компонент сумарної швидкості 

1

( , )
( , ) ( )

krI I
J Hξ

χ ηυ
ϕ ψ ρ ϕ ψ

∂
=

∂

%
%

, 
2

( , )
( , ) ( )

krI I
J Hη

χ ξυ
ϕ ψ ρ ϕ ψ

∂
= −

∂

%
%

 задачу для насиченості 

запишемо так: 
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3 1

UUU J U
t J J
ς η η ξ

ψ ϕ ψ ψ ψ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

 3 2
2 0

U UU
J J

ξ ξ η
ψ ϕ ψ ψ ψ
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
,  

  ( ( , ), ( , ), ( , ),0)ς ξ ϕ ψ η ϕ ψ ζ ϕ ψ = ( ( , ), ( , ), ( , ))ς ξ ϕ ψ η ϕ ψ ζ ϕ ψ% , 

 * * * *( ( , ), ( , ), ( , ), )tς ξ ϕ ψ η ϕ ψ ζ ϕ ψ ς= , 00 ,Qψ≤ ≤  *
*ϕ ϕ ϕ≤ ≤ .  

Для запису різницевого аналогу задачі (4.36)–( 4.43) здійснимо 

побудову сітки у області Gω , вузли ( , )i jϕ ψ  якої визначаються наступним 

чином: 

 

*
* 1

1

1 1 1 2
2

*

1 2 1 2
3

0

, , 0, , 1,
1

( 1) , , 1, , 2,
1

 ( ) , ,  1, , 3,
1

                           , , 0, ,

l l

i l l

l l

j

i ï ðè i n l
n

i n ï ðè i n n n l
n

i n n ï ðè i n n n l
n

j Q m j m

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ψ ψ ψ

−
+ ∆ ∆ = = = +

 −= + − − ∆ ∆ = = + + =
−

 −
+ − − ∆ ∆ = = + + =

+
= ∆ ∆ = =

  (4.  

де 1 2 3 1n n n n= + + + ; 1 2 3 , , ,n n n m N∈  – параметри розбиття області 

комплексного квазіпотенціалу, lϕ∆ , ψ∆  – кроки сітки. 

У зв’язку із загальністю запису коефіцієнта фільтрації (у 

відповідних рівняннях), що є функцією від координат точки і може бути як 

неперервною так кусково-неперервною, наприклад, при переході через 

межу двох середовищ з різними його значеннями, рівняння (4.41) у 

середині сіткової області Gω  та на розрізах *Γ , *Γ  апроксимуємо 

використовуючи метод скінченних об’ємів [199]. Метод скінченних 



об’ємів забезпечує виконання різницевого аналогу законів збереження та 

консервативності відповідної різницевої схеми: 

 

( ) ( )

, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 12

, 1 2 2 , 1 2 2

1 2, 1, , 1 2, , , 1

1 2, 1 2,

, 1 2 , 12
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( , )(

i j kr i j i j i j kr i j i j
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%
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( ) ( )

*
* 0, 0, , ,

,0 ,0 , , 1 1 2

,0 , ,0 , 1 1 2

, 0,  , 0,  =0, ,

, 0,  , 0,  = 1,n n

,  ,  0, 1 , ; 

j j n j n j

i i i m i m

i i m i i m

f f j m

f f i n
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ξ η ξ η

ξ η ξ η

ξ ξ η η
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1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,
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(4 3 )( ) (4 3 )
( ) 0,  (3 4 )( )

(3 4 )( ) 0,  0, 1,
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+ − − − + −
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де , ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , , 1 ,
, 1 2

( )
2

i j i j
i j

ϕ ϕ
ϕ ±

±

+
= , 

1, ,
1 2,

( )
2

i j i j
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ϕ ϕ
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i j i j
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I I
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% %
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1 2,

( )
2

i j i j
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I I
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+
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% %
% , 

,
,

, ,( )
i j

i j
i j i j

I
k J

µ β
ρ ϕ ψ
⋅

=
⋅ ⋅ ⋅∆

%
%

. 

Невідому повну витрату Q  та значення квазіпотенціалу ϕ  та ϕ  в 

точках «призупинки» потоку шукаємо в процесі ітераційного розрахунку 

за формулами: Q m ψ= ∆ , 
*

*

1
ϕ αϕ

ϕ
α

+
=

+
%
%

, 
*

*

1
ϕ βϕ

ϕ
β

+
=

+

%
% , де 



*
*

1 1 2 2 3 3( 1) ( 1) ( 1)n n n
ϕ ϕ

ψ
γ γ γ

−
∆ =

+ + − + +
, 1 1

2 2 3 3

( 1)
( 1) ( 1)

n
n n
γ

α
γ γ

+
=

− + +
% , 

3 3

2 2 1 1

( 1)
( 1) ( 1)

n
n n
γ

β
γ γ

+
=

− + +
% . Величини квазіконформних інваріантів lγ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» 

відповідних елементарних чотирикутників двох областей наступним 

чином: 

( ) ( )
1 1 2

1

, 1 1, 1

1 , 2 ,
, 0 , 1,01 2

1 1, ,
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n m n n m
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γ γ
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i j i j i j
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i j kr i j i jI I
ρ ϕ α α

γ
χ β β
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+ + +

+
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%
% , ( ) ( )2 2

, 1, , 1, , ,i j i j i j i j i jx x y yα + += − + −  

( ) ( )2 2
, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jx x y yβ + += − + − . 

Алгоритм наближеного розв’язку різницевого аналогу задачі (4.36)–

(4.43) побудуємо шляхом поетапної параметризації величини lγ , 

граничних та внутрішніх вузлів сітки з використанням ідей блочної 

ітерації [8], для аналітичного обґрунтування його збіжності. На першому 

кроці алгоритму задаємо геометричну конфігурацію фізичної області zG , 

що обмежена контурами L , *L , *L , кількість вузлів розбиття відповідної 

області комплексного квазіпотенціалу Gω  (параметри 1n , 2n , 3n  та m ) та 

параметри необхідної точності роботи алгоритму 1ε , 2ε , рівень 

квазіконформності *δ  відображення. Потім задаємо початкові наближення 

шуканих координат граничних вузлів, так щоб виконувалися умови (4.46), 

та координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки і, використовуючи 



(4.48), знаходимо початкове наближення квазіконформних інваріантів (0)
lγ  

та невідомих величин 
*
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+
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% , де 

(0)
1 1
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2 2 3 3

( 1)
( 1) ( 1)

n
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γ

α
γ γ

+
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− + +
% , 

(0)
3 3

(0) (0)
2 2 1 1

( 1)
( 1) ( 1)

n
n n
γ

β
γ γ

+
=

− + +
% . Проводимо уточнення координат внутрішніх 

вузлів ( ,i jx , ,i jy ) за формулами, отриманими шляхом розв’язання (4.45) 

відносно ,i jx  та ,i jy  (з метою прискорення швидкості збіжності всього 

процесу і економії машинного часу використовуємо лише перший 

ітераційний крок, при цьому враховуємо періодичність шуканих функцій). 

Підправляємо граничні вузли (за умови фіксації навколишніх граничних та 

приграничних), використовуючи різницеві аналоги умов типу Коші-Рімана 

(4.47). Використовуючи значення квазіконформних інваріантів (4.48), 

знаходимо нове наближення величин Q , ϕ , ϕ , якщо їх зміна за останню 

проведену ітерацію більша за 1ε , то повертаємося до уточнення вузлів. 

Визначаємо величину ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + −  зміщення 

вузлів на границі за проведену k -ту загальну ітерацію, якщо вона більша 

за 2ε , то переходимо до уточнення вузлів. У протилежному випадку 

оцінюємо ступінь квазіконформності 2 2
1 2δ δ δ= +  отриманого 

відображення області комплексного квазіпотенціалу на фізичну область із 

розрізами вздовж ліній течії, де 1,δ  2δ  – нев’язки апроксимацій рівнянь 

(4.34): 1δ =
1, 1

,
1, 1, , 1 , 1, 1

,

( , )
max | ( ) ( ) |

( )

n m
i j kr

i j i j i j i ji j
i j

I Iχ
ξ ξ γ η η

ρ ϕ

− −

+ − + −=
− − −

%

%
, 



 2δ =
1, 1

,
1, 1, , 1 , 1, 1

,

( , )
max | ( ) ( ) |

( )

n m
i j kr

i j i j i j i ji j
i j

I Iχ
η η γ ξ ξ

ρ ϕ

− −

+ − + −=
− − −

%

%
. 

Якщо *δ δ≥ , то змінюємо кількість вузлів розбиття області Gω  та 

повторюємо кроки алгоритму, інакше задача розв’язана із необхідною 

точністю. У випадку конформного відображення співвідношення між 

параметрами 1n , 2n , 3n , m  намагаємося вибирати так, щоб, по-перше, 

виконувалися умови рівності усіх трьох конформних інваріантів і, по-

друге, 1 2 3 1γ γ γ≈ ≈ ≈ , що з геометричної точки зору є умовою близькості 

сітки до квадратної. 

Відзначимо, що розроблена методика дозволяє автоматизувати 

побудову гідродинамічної сітки в умовах гідророзриву, передбачити 

характеристики пластової систем при спеціальних умовах вплину на неї, 

оптимізувати різного роду фільтраційні параметри при виборі розміщення 

нагнітальних та експлуатаційних свердловин, зокрема, встановити 

положення точок «призупинки», в околі яких виникають зони малих 

швидкостей і, як наслідок, імовірність утворення так званих застійних зон, 

значення об’єму відбору нафти за час витіснення та її залишок.  
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