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ППЕЕРРЕЕДДММООВВАА  

Математичне моделювання процесів конвективно-

дифузійного масоперенесення з урахуванням масообміну знаходить 

важливі застосування при вирішенні проблем очищення рідин шля-

хом фільтрування, а також прогнозування забруднення атмосфери, 

поверхневих та підземних вод шкідливими домішками тощо. На те-

перішній час перспективним є використання фільтрів з мікропорис-

тим завантаженням для очищення забруднених технологічних по-

токів, що дає можливість зменшити розміри відповідних пристроїв, 

створити відносно недорогі, швидкі і ефективні методи очистки зон 

забруднення.  

На сьогодні вже відомі математичні моделі дифузійно-

адсорбційного масоперенесення в неоднорідних схильних до дефо-

рмації і двопористих (у тому числі мікропористих) середовищах. 

Проте актуальним залишається дослідження такого роду процесів у 

випадку наявності домінуючих складових механізму перенесення, 

що приводить до появи малих параметрів у відповідних математич-

них моделях. Зокрема, при дослідженні багатокомпонентного теп-

ломасоперенесення в мікропористих середовищах, необхідно вра-

ховувати низку факторів, таких як співвідношення між величинами 

параметрів, що характеризують ті чи інші складові процесу, залеж-

ність фільтрувальних властивостей таких матеріалів від температу-

ри (наприклад, в одних випадках мікропористий матеріал не пропу-

скає тепло, а за інших умов – у зворотньому напрямку не пропускає 

вологу) тощо. Їх урахування призводить до ускладнення математи-

чних моделей процесів сингулярностями, породженими малими па-

раметрами. Тому постає актуальна задача розробки нових або удо-

сконалення існуючих методів розв’язання відповідних крайових за-

дач. Принцип локалізації, що використовується у методах теорії 
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збурень, дозволяє одночасно отримати і достатню точність, і значне 

спрощення процесу розв’язування. Асимптотичний метод 

розв’язування типових модельних крайових задач для сингулярно 

збурених параболічних та еліптичних рівнянь на теперішній час 

ефективно використовується для дослідження процесів конвектив-

ної дифузії при фільтрації в одно- та багатозв’язних, плоских і про-

сторових криволінійних областях, за умови превалювання певних 

складових процесу над іншими. Виникає природне запитання сто-

совно можливості його розвитку для розв’язання нелінійних систем 

сингулярно збурених рівнянь з локально-іншорідними особливос-

тями, що забезпечить можливість прогнозування аналогічних про-

цесів багатокомпонентного масоперенесення у мікропористих се-

редовищах. 

Монографію присвячено актуальній  проблемі моделювання 

процесів багатокомпонентного тепломасоперенесення у мікропори-

стих середовищах (фільтрах) за умови домінування одних складо-

вих цих процесів над іншими та розвитку асимптотичних методів 

розв’язання відповідних сингулярно збурених крайових задач. Спе-

ршу здійснено узагальненння математичних моделей сингулярно 

збурених процесів конвективної дифузії в пористих середовищах на 

випадок дослідження відповідних багатокомпонентних неізотермі-

чних процесів з урахуванням хімічної реакції між розчинними ре-

човинами. Побудовано асимптотичне наближення розв’язків відпо-

відних крайових задач, обґрунтованість яких забезпечується висо-

ким рівнем співпадання результатів числових експериментів та 

аналітичними розв’язками  відповідних спеціальних типів модель-

них тестових задач.  На основі отриманих числових результатів пі-

дтверджено прогнозовану інтенсифікацію дифузійних та масооб-

мінних складових процесу зі збільшенням температури середови-

ща. Далі розглянуто обернені задачі конвективної дифузії, які в сво-



 8 

їх рівняннях мають невідомі коефіцієнти при старших похідних чи 

функції масообміну. Побудовано алгоритм асимптотичного розви-

нення розв’язків сингулярно збурених крайових задач типу “конве-

кція-дифузія-масообмін” з невідомим залежним від часу чи фізич-

них координат двозв’язної області коефіцієнтом дифузії. Змодельо-

вано сингулярно збурені процеси конвективної дифузії за наявності 

невідомої функції додадкових джерел забруднення середовища, по-

будовано асимптотичні наближення розв’язків відповідних задач.  

Також в монографії сформовано та обгрунтовано математичну мо-

дель сингулярно збуреного процесу конвективно-дифузійно-

адсорбційного масоперенесення розчинної речовини в однорідному 

та кусково-однорідному середовищі частинок мікропористої струк-

тури, що на відміну від існуючих, враховує механізм конвективного 

перенесення, а також уточнює розрахунок  розподілу концентрації 

в мікропористому середовищі (фільтрі); побудовано математичну 

модель сингулярно збуреного процесу багатокомпонентного конве-

ктивно-дифузійно-адсорбційного масоперенесення розчинної речо-

вини в однорідному мікропористому середовищі за умов врахуван-

ня масообміну та взаємовпливу компонент. Побудовано асимпто-

тичні розвинення розв’язків відповідних крайових задач, у тому чи-

слі за умови неповних даних. Підтверджено, що незважаючи на ма-

лу швидкість протікання явищ дифузійного масоперенесення в по-

рах частинок, з часом це суттєво впливає на розподіл концентрації 

у самій частинці та у всьому фільтрі, а отже, можливим є викорис-

тання розглянутого мікропористого середовища з метою очищення 

рідин від забруднень. Отримано розв’язок модельної задачі процесу 

первинної очистки стічних вод з використанням мікропористих со-

рбентів, яка враховує зміну концентрації не лише забруднення, а й 

самих сорбуючих частинок. 
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РРООЗЗДДІІЛЛ  11..  ППРРООББЛЛЕЕММИИ  ММААТТЕЕММААТТИИЧЧННООГГОО  

ММООДДЕЕЛЛЮЮВВААННННЯЯ  ППРРООЦЦЕЕССІІВВ  ККООННВВЕЕККТТИИВВННООЇЇ  ДДИИФФУУЗЗІІЇЇ  

ВВ  ППООРРИИССТТИИХХ  ТТАА  ММІІККРРООППООРРИИССТТИИХХ  ССЕЕРРЕЕДДООВВИИЩЩААХХ  

1.1. Сучасний стан теорії математичного моделювання процесів 

конвективної дифузії у пористих та біпористих середовищах 

Проблеми переносу в пористих середовищах мають велике 

прикладне значення. Основні проблеми при вивченні процесів теп-

ломасообміну пов'язані з постановкою і розв'язанням задач при ви-

сокій щільності теплових потоків і великих швидкостях течії, при 

фазових і хімічних перетвореннях. 

Процес масообміну полягає у перенесенні деякої речовини, 

представленої у формі молекул, атомів, іонів, в просторі з неодно-

рідною концентрацією або при неоднорідних полях температур і 

тисків. Цей процес перенесення маси між фазами відбувається до 

настання певного стану, що називається станом рівноваги і при 

якому з першої фази в другу переноситься така ж кількість речови-

ни, як і з другої в першу. Для масообміну в межах однієї фази - піс-

ля вирівнювання концентрації речовини по всьому об'єму середо-

вища. Окрім того, речовина може переноситися під одночасним 

впливом декількох градієнтів – градієнту концентрації, градієнту 

температури чи градієнту тиску, такий вид масоперенесення нази-

вається молекулярною дифузією і розрізняють відповідно концент-

раційну дифузію, термодифузію та бародифузію. Процес перене-

сення маси, окрім молекулярної дифузії, може здійснюватися і під 

дією конвекції і на відміну від останньої, молекулярна дифузія як 

правило має місце в нерухомих потоках або в приграничних шарах, 

що знаходяться поблизу межі розділу фаз і обумовлена хаотичним 

рухом частинок речовини.  

При дифузійному переносі, напрямок перенесення речовини 
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визначається градієнтом концентрації в окремих точках системи, і 

речовина завжди переходить з фази, де її концентрація вище рівно-

важної, у фазу чи область, в якій її концентрація нижче рівноважної 

(або від більшого градієнта до меншого). Швидкість масопередачі 

пов'язана з механізмом переносу речовини між фазами, які прий-

мають участь у масообміні. 

До розробки основних положень теорії масоперенесення до-

лучилися такі видатні вчені, як А. Фік, А. Дарсі [192], І.-Ж. Ленґ-

мюр, М.Є. Жуковський, П.Я. Полубаринова-Кочина [133-134], 

Н.В. Герсеванов, Р. Колінз [89], Я. Бер [49], Г. І. Бернблатт [8], 

В.І. Аравін [6], С.М. Нумеров [121], А.В. Ликов [107-108],  М. Ші-

рато, Н. Н. Веригін [55-56], Б.С. Шержуков [170], Ж. Каргер [199], 

Д. Ритвен [199, 211], С. Корнер, Ж. Фресард [196], Д.Ф. Шульгін, 

В.Н. Ніколаєвський [37], С.Ф. Авер’янов [1], А. Шейдергер [169] та 

інші. Проблеми математичного моделювання переносу різної при-

роди, як в однорідних так і неоднорідних пористих середовищах 

розглянуті в працях  А.М. Когановсьського [88], І.М. Федоткіна,  Р. 

Лоренца,  І.І. Ляшка [104-106], С.І. Ляшка, В.І. Лаврика [96-97, 

116], І.В. Сергієнка [152-154], В.В. Скопецького [168], Я.Г. Савули  

[95, 147], В.С. Дейнеки [69-72], М. Р. Петрика [99], Є. Я. Чаплі  

[166], О.Ю. Чернухи  [143],  Б. В. Гери [64, 114], Я.Й.  Бурака  [45], 

В.М. Булавацкого [39-41], А.Я. Бомби [13, 18, 27-28], А. П. Власюка 

[59-62], О. Я. Олійника [83, 122-124], В. Ф. Півня [131, 207], 

Г.А. Шинкаренка, В.М. Шестакова [171] та ін. [5, 90, 98, 101, 111, 

126, 177, 190, 191, 197]. В цих працях розглядаються постановки 

змішаних крайових задач для рівнянь переносу в частинних похід-

них, що описують різні види переносу в однорідних на неоднорід-

них середовищах, в основному на макрорівні і без врахування вну-

трішньої структури пористих частинок. 

Основним завданням аналітичної теорії дифузії є визначення 

і вивчення просторово-часової зміни основної фізичної величини, 
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що характеризує процес дифузії, – концентрації
 ( , , )C C x y t , де 

( , )x y - прямокутні координати, t  – час. 

Концентраційним полем називається сукупність значень кон-

центрації для всіх точок простору в даний момент часу t . Концент-

раційне поле є скаляром, так як сама концентрація – скаляр. Якщо 

концентрація є функцією лише координат
 ( , )x y , то поле називаєть-

ся стаціонарним. Якщо концентрація змінюється також в часі, то 

поле називається нестаціонарним. Закони, що керують просторово-

тимчасовим розвитком концентраційного поля, називаються зако-

нами Фіка [20, 24]. 

Закони Фіка – це закони дифузії в ідеальних розчинах при ві-

дсутності зовнішніх впливів. Перший закон Фіка встановлює про-

порційність дифузійного потоку частинок градієнту їх концентра-

ції; другий закон Фіка описує зміну концентрації, обумовлену ди-

фузією, відкриті німецьким вченим-фізіологом Адольфом Фіком в 

1855 р. 

Найпростіший вираз для першого закону Фіка має вигляд: 

.J Dgrad C   

Величину J  називають щільністю потоку дифундучої речо-

вини (або щільністю потоку дифузанта, або щільністю дифузійного 

потоку). 

Градієнт концентрації спрямований по нормалі до ізоконцен-

траційної поверхні, причому за додатній напрямок цього вектора 

приймається напрямок у бік зростання концентрації. В окремому 

випадку одномірної дифузії, величина 
C

grad C
t





 представляє 

собою збільшення концентрації в напрямку осі x .  

Перенесення дифузанта може відбуватися тільки за умови, 

що в різних точках тіла концентраційне поле неоднорідне, тобто 

для того, щоб усередині тіла виникав потік частинок, необхідна на-
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явність градієнта концентрації, відмінного від нуля. Потік дифузан-

та на відміну від температури (скалярної величини) має певний на-

прям від точок тіла з більш високою концентрацією до точок з 

більш низькою концентрацією дифузанта. 

Згідно першого закону Фіка кількість речовини, що прохо-

дить через уявний перетин, перпендикулярний напрямку дифузії, 

пропорційна величині градієнта концентрації в цьому перерізі, 

площі перерізу та часу дифузії. Знак мінус вказує на те, що потік 

речовини направлений у бік зменшення концентрації. Внаслідок 

цього в ізольованій системі є тенденція до зникнення концентра-

ційних градієнтів. Коефіцієнт пропорційності D називається коефі-

цієнтом дифузії. 

Диференціальне рівняння дифузії (1-й закон Фіка) зазвичай 

ще записується у вигляді: ,
C

J DS
x


 


де S  – площа поверхні ді-

лянки, через яку здійснюється дифузія.  

Перший закон Фіка записують також у вигляді: 

 mJ Cv ,  (1.1) 

де С – концентрація дифузанта; mv  – його середня швидкість, або 

ще відомий запис першого закону:  

 .J D grad C D C      (1.2) 

Перший закон Фіка дозволяє зрозуміти фізичний зміст коефі-

цієнту дифузії. Коефіцієнт дифузії чисельно дорівнює щільності 

потоку дифузанта при градієнті концентрації рівному одиниці. 

Оскільки цей потік речовини прагне вирівняти перепад потенціалу 

або концентрації, можна сказати, що коефіцієнт дифузії є мірою 

швидкості, з якою система здатна при наперед заданих умовах ви-

рівняти різниці концентрацій і відповідно різниці хімічних потенці-

алів.  
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Для деяких розрахунків оцінного характеру виявляється дос-

татнім скористатися першим законом Фіка. Однак практичне вико-

ристання першого закону дифузії для експериментального визна-

чення коефіцієнтів дифузії можливо лише в тих випадках, коли 

умови досвіду дозволяють вимірювати потік і градієнт концентрації 

одночасно. Для цього слід, наприклад, підтримувати постійний гра-

дієнт концентрації, тобто створювати умови для встановлення ста-

ціонарного стану, що не завжди легко здійснено. Тому виникає за-

вдання дослідити нестаціонарний процес дифузії. 

Другий закон Фіка може бути отриманий з першого, при ви-

користанні законів збереження. Виведення рівняння другого закону 

дифузії можливе різними шляхами. Це рівняння виводиться на ос-

нові уявлення про випадкові блуканнях атомів в кристалічній реші-

тці, або часток у сумішах зернистих матеріалів, або при розгляді 

ймовірності знаходження частинки в тому чи іншому обсязі при її 

статистичному переміщенні. Ми будемо оперувати поняттями кон-

тинуальної теорії. 

У загальному вигляді виведення цього рівняння досить громі-

здке. Обмежимось записом рівняння: 
C

D C
t


 


, де  –

пористість середовища. 

Це рівняння виражає другий закон Фіка при постійному кое-

фіцієнті дифузії. У курсах математичної фізики показано, що згада-

не вище рівняння дифузії відноситься до диференціальних рівнянь 

в частинних похідних параболічного типу. 

Рівняння другого закону Фіка можна отримати також з умови 

рівності зміни концентрації в деякому обсязі результуючого потоку 

всередину цього об'єму (така рівність має місце за відсутності дже-

рел і стоків). Ця умова виражається рівнянням безперервності, що 

має вигляд: 
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 .
C

grad J
t


 


 (1.3) 

Особливість розв’язання рівнянь в частинних похідних пара-

болічного типу, яким є згадане рівняння, полягає в тому, що збу-

рення поширюється з нескінченною швидкістю. Більш точний ана-

ліз явища дифузії призводить до рівнянь гіперболічного типу, ви-

рішення яких характеризуються кінцевою швидкістю розповсю-

дження збурень. Однак більша частина задач математичної теорії 

дифузії пов'язана з обчисленням розподілу концентрації як функції 

просторових і часової координат. 

Конвективна дифузія пов’язана з рухом середовища, в якому 

за рахунок турбулентних пульсацій здійснюється перемішування 

потоку і тим самим вирівнюється концентрація речовини в об’ємі. 

Швидкість конвективної дифузії залежить від гідродинамічних 

умов, які визначаються швидкістю потоку та масштабом турбулен-

тності. Розподіл концентрацій при конвективній дифузії описується 

диференційним рівнянням конвективного переносу речовини:  

.
C

v grad С D С
t


   


 

У диференційному рівнянні конвективного переносу в рухо-

мому середовищі завдяки концентрації змінною є швидкість пото-

ку. Тому це рівняння треба розглядати поєднано з диференційними 

рівняннями гідродинаміки, наприклад,  рівнянням руху Навьє-

Стокса та рівнянням нерозривності потоку. 

Нехай задано поле швидкостей фільтраційного потоку в плас-

тині ( ( , ), ( , ))x yv v x y v x y . На його фоні здійснюється перерозподіл 

розчинних речовин. Введемо позначення: D  – коефіцієнт дифузії, 

( , ), ( , )x yu x y u x y  – компоненти масової швидкості, ( , , )C x y t
 
– кон-

центрація розчиненої речовини у точці ( , )x y  у момент часу t . 
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Рівняння руху описується згідно закону Фіка: 

 

,

,

x x

y y

C
u v C D

x

C
u v C D

y


  




  
 

 (1.4) 

та рівняння балансу речовини (1.3): 

 0
yx

uu C

x y t

 
  

  
. (1.5) 

Тут ( , )x yu u  – вектор масової швидкості (швидкість зміни маси). 

Після підстановки рівняння (1.4) в рівняння (1.5), та прийня-

вши, що 0divv   (течія ідеальна), D const , отримаємо: 

( ) .xx yy x x y y

C
D C C v C v C

t



   


 

Процеси міграції речовини у водонасичених пористих сере-

довищах при її малих концентраціях у розчині і можна описати на-

ступною системою диференціальних рівнянь [18]: 

, 0;v grad div v     

   j j j jt
C div D grad C v grad C        

   , ,

1 1

, ,
m m

k j k j j k j k

k k

f С C f С C 

 

     

   , , ,j j j j j jf С U f U С   

     , ,

1 1

, ,
m m

j k j k j j k j kt
k k

U f U U f U U  

 

      

   , , ,j j j j j jf С U f U С   

1, , 1, ,j m k m m N   , 

де   і v  – відповідно потенціал і вектор швидкості фільтрації, 



 16 

( , , , )jx y z U   – коефіцієнт фільтрації, jC  і jU  – відповідно ма-

сові концентрації j -ї компоненти речовини у фільтраційному роз-

чині і на скелеті пористого середовища у точці ( , , )x y z  в момент 

часу t , ( , , , )j j jD D x y z C  – коефіцієнт конвективної дифузії j -ї 

компоненти речовини у водному потоці ( 1,j m ), 

( , , , )jx y z U   – пористість середовища,  , ,j k j kf С C  і 

 , ,j k j kf U U  – неперервні обмежені функції, які характеризують 

швидкість протікання масообмінних процесів між j -ю і k -ю ком-

понентами речовини відповідно у фільтраційному розчині і на ске-

леті пористого середовища ( 1,j m , 1,k m ),  ,j j jf С U  і 

 ,j j jf U С  – неперервні обмежені функції, які характеризують 

швидкості протікання відповідно сорбційних і десорбційних проце-

сів j -ї компоненти речовини ( 1,j m ). 

Фільтраційні процеси, як правило, протікають в обмежених 

областях. На границі S  фільтраційної області або на її частині за-

даються крайові умови, найбільш прості і широко поширені із яких 

умови:  

а) S const    – на ділянках границі S , які є входами і 

(або) виходами фільтраційної течії;  

б) 0n S
   – на водонепроникних ділянках границі S  обла-

сті фільтрації, де n  – нормаль до границі. 

На межах розділів сусідніх однорідних шарів з різними вла-

стивостями задаються умови рівності потенціалів і швидкостей: 

S S
 

 

 , 
S S

v v
 

 . 

При постановці задач конвективної дифузії на вході S  фі-
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льтраційної течії, зазвичай, граничною умовою задається: 

а) закон надходження і розподілу величин концентрації роз-

чиненої у воді речовини SC c
  ;  

б) умова Данквертса ( ) 0n n S
D С v C c




      (що враховує 

як конвективний, так і дифузійний механізми підведення речови-

ни). 

На водонепроникних ділянках границі S  області фільтрації 

виконуються умови: 
S

C c  або 0n S
C   (врахування або відсут-

ності додаткових джерел надходження величин концентрації роз-

чиненої у воді речовини), а на ділянці виходу фільтраційного пото-

ку S  можна приймати одну з наступних граничних умов:  

а) задано закон розподілу величин концентрації речовини 

S
C c

 ; 

б) задана умова Данквертса ( ) 0n n
S

D C v C c


      (такі 

умови приймаються, якщо не спостерігається інтенсивного відводу 

вод на виході фільтраційного потоку);  

в) задана умова, що враховує тільки конвективний перенос 

через границю 0n S
C    (у випадку інтенсивного відводу вод на ви-

ході фільтраційного потоку).  

На межі розділу сусідніх однорідних шарів з різними влас-

тивостями задаються умови рівності концентрацій і потоків речо-

вин: 

S S
C C 

 

 , n n n nS S
D C v C D C v C 

 




        , 

де D , D  – коефіцієнти конвективної дифузії у сусідніх шарах, nv  

– нормальна складова швидкості на межі розділу.  

Початкова умова має вигляд   0, ( )C M t c М , де 0 ( )c М  – 
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задана функція розподілу концентрацій речовини в області фільт-

рації в момент часу t  до настання процесу забруднення або проми-

вання пористого середовища, M  – довільна точка області фільтра-

ції. 

Власюком А. П., Мартинюком П. М. та їх учнями [60-61, 

109] процес однокомпонентного тепломасоперенесення при 

фільтрації сольових розчинів у недеформованих ґрунтових 

середовищах в загальноприйнятих позначеннях запропоновано 

описувати наступною системою диференціальних рівнянь: 

( ( ) ( ) )Tdiv D C grad C D C grad T   

( ) ,
C N

V C grad C
t t


 

  
 

 (1.6) 

1( ) ( , ) ( ) , 0V C C T grad v c grad C v grad T divV      , (1.7) 

( ) ( ) n

T
div grad T c V C grad T c

t
 


 


, (1.8) 

* * 1( , , , , , ,..., )n

N
f C N C N T

t
 





. (1.9) 

Тут рівняння (1.6), (1.7) описують масоперенесеня і фільтрацію 

сольових розчинів в неізотермічних умовах, рівняння (1.8) описує 

теплоперенесення в ґрунтових масивах, (1.9) – масообмін між 

рідкою і твердою фазами. 

Проте при математичному моделюванні багатокомпонентних 

процесів виникає потреба врахувати можливість втрати чи набуття 

концентрації забруднюючих речовин у фільтраційній течії 

внаслідок їхньої реакції. Більшість таких реакцій проходять з 

виділенням чи поглинанням енергії, тому необхідно враховувати 

вплив зміни температури середовища на швидкість перебігу 

дифузійних та масообмінних (породжених хімічними реакціями) 

процесів. 
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Згідно кінетичного  закону діючих мас швидкість елементар-

ної реакції при заданій температурі пропорційна добутку концент-

рацій реагуючих речовин в степені, що показує кількість моль ре-

човини, що  вступають у реакцію [194]: 

 1 2

1 2( ) ... inn n

i

dC
k T C C C

dt
     , (1.10) 

де  ( )k T  – швидкість хімічної реакції. Рівняння (1.10) справедливо 

для елементарних реакцій. Для складних реакцій показники степеня 

в рівнянні (1.10) називаються порядками реакції і можуть приймати 

не тільки цілочисельні значення. Константа швидкості хімічної ре-

акції залежить від температури.  

Отже, при дослідженні багатокомпонентного масоперенесен-

ня в пористих середовищах в низці випадків необхідно враховувати 

взаємовплив температури середовища на розподіл концентрації ро-

зчинних речовин з метою інтенсифікації процесів очищення забру-

днених технологічних потоків. 

Перспективним напрямком також є використання мікропори-

стих матеріалів для видалення домішок з газових та водних потоків. 

На сьогодні існує ряд підходів до моделювання процесів масопере-

несення в пористих каталітичних (біпористих) середовищах, які до-

зволяють в достатній мірі враховувати вплив масоперенесення на 

рівні частинок. Дослідженню процесів дифузійно-адсорбційного 

масоперенесення в біпористих середовищах присвячено значну кі-

лькість праць закордонних авторів – Р. Бартера, Н. Чена [189], 

Ж. Каргера, Д. Ритвена [211], Ж. Фресарда, Є. Воробйова, С. Лек-

лерка [204, 206], Золотарьова П. П [75-77], Бекмана І. М. [10] та ін. 

[181, 208, 209], а також вітчизняних – B.C. Дейнеки, К.В. Сергієнка, 

М.Р. Петрика [127-130, 193, 203-206]. В них розглядаються моделі 

молекулярного транспорту в кристалічних тілах, який спричиняєть-

ся двома видами дифузії: дифузією в макропорах, за рахунок поро-
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жнин між кристалічними частинками адсорбенту і дифузією в мік-

ропорах частинок. Модель однокомпонентного адсорбційного ма-

соперенесення в каталітичному середовищі частинок мікропористої 

структури представлено у вигляді системи диференціальних рів-

нянь вигляду: 

2

inter intra2
D -

r R

с c q

t rz




   
  

   
, 

2

intra 2

2
D

q q q

t r rr

   
  

  
, (1.11) 

з початковими та крайовими умовами 

 
0

, 0
t

c t z

 ,  

0
, , 0

t
q t r z


 , (1.12) 

 ,
z l

c t z c
 ,    , , ,

r R
q t r z k c t z


  , 

0

( , )
0

z

c t z

z 





, 

0

( , , )
0

z

q t r z

r 





. (1.13) 

Перше з рівняння (1.11) описує масоперенесення у міжчасти-

нковому просторі, друге описує внутрішньочастинкове масопере-

несення з поточною концентрацією  , ,q t r z , що пов’язана з кон-

центрацію в міжчастинковому просторі  ,c t z  другою з крайових 

умов (1.13) – умовою рівноваги на поверхні частинок. Коефіцієнти 

interD  та intraD  відповідно характеризують швидкість протікання 

процесів масоперенесення в міжчастинковому просторі та в порах 

частинок, а коефіцієнт inter intra
intra

inter

(1 )
3

R

D





  характеризує вплив 

внутрішньочастинкового перенесення на міжчастинкове. Тут l  – 

довжина зразка,  R  – радіус мікропористих частинок, inter  – порис-

тість. Дана методологія поширена на випадок моделювання  та  до-

слідження розв’язків крайових задач переносу з системою двофаз-

ного  дворівневого і n-рівноважного масоперенесення в однорідних 

і багатоінтерфейсних неоднорідних  середовищах  пористої струк-

тури з мікро- і нанопористими просторово розподіленими диферен-
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ціальними та інтеґральними включеннями, а також на випадок мо-

делювання та дослідження розв’язків двофазних інтеґро-

диференціальних крайових задачі типу „фільтрація-консолідація” з 

системою двофазного дворівневого і n-рівноважного масоперене-

сення в однорідних і багатоінтерфейсних неоднорідних  середови-

щах  пористої структури. На цій основі для розглянутих моделей 

переносу з використанням їх аналітичних розв’язків, ґрадієнтних 

методів та даних фізичного експерименту запропоновані ефективні 

алґоритми і програмні процедури наближеного розв’язання зворот-

ніх задач для  визначення розподілів кінетичних коефіцієнтів (кое-

фіцієнтів дифузії, коефіцієнтів консолідації на мікро- і макрорів-

нях). Модельну конструкцію (1.11) за додаткової умови рівноваги із 

(1.13) називатимемо системою диференціальних рівнянь з локаль-

но-іншорідними особливостями. 

Проте актуальним залишається питання врахування конвек-

тивного масоперенесення в однорідних та шаруватих середовищах 

частинок мікропористої структури, що приводить до розв’язання 

сингулярно збурених задач, оскільки сорбція та дифузія є малими в 

порівнянні з конвективною складовою процесу. Проведений аналіз 

результатів досліджень свідчить про те, що практика сьогодні, як 

ніколи, вимагає побудови все більш повних, точних і адекватних 

моделей, що описують сингуляно збурені процеси багатокомпонен-

тного тепломасоперенесення в пористих та мікропористих середо-

вищах, а також розвитку методів їх розв’язання та дослідження, що 

дозволить враховувати взаємовплив характеристик досліджуваного 

процесу.  

Модельна задача сингулярно збуреного процесу конвективно-

дифузійного тепломасоперенесення в біпористих середовищах з 

урахуванням масообміну та зворотнього впливу характеристик 

процесу (температури, що зростає в результаті екзотермічної хіміч-

ної реакції між забруднюючими речовинами) на характеристики се-
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редовища (коефіцієнти дифузії, масообміну) описується системою 

диференціальних рівнянь: 

   1

1

( )
m

j

js s T

s

C
div D T grad C div D grad T

t





    


  

 *

1 *( ,..., , ) ( )j j j j j r
r R

v grad C f C C T D T U


    , (1.14)  

2 * *

2 12
1

1
( ) ( ,..., , ),

m
j s

js j j

s

U U
r D T f U U T

t r rr




   
  

   
  (1.15) 

  **

1( ,..., , )T j j

T
div D grad T v grad T f C C T

t


    


, (1.16)  

, 0v grad div v    , (1.17) 

де   і v  – відповідно потенціал і вектор швидкості фільтрації, 

( , , , , )jx y z C T   – коефіцієнт фільтрації, jC  і jU  – відповідно 

масові концентрації j -ї компоненти речовини у фільтраційному 

розчині і в мікрочастинках (на сферах з центром в точці ( , , )x y z  ра-

діуса r , 0 r R  )  в момент часу t , ( )jsD T  та * ( )jsD T  – коефіцієн-

ти конвективної дифузії j -ї компоненти речовини за умови прису-

тності s -ї компоненти у фільтраційному потоці та в мікропористих 

частинках відповідно ( 1,j m , 1,k m ), TD – коефіцієнт термоди-

фузії, 1  2   – пористість відповідно середовища та мікрочастинок, 

 1,... ,j jf С С T  і  *

1, ..., ,j jf U U T  – неперервні обмежені функції, 

які характеризують швидкість протікання масообмінних процесів 

між j -ю і s -ю компонентами речовини відповідно у фільтрацій-

ному розчині і в мікрочастинках ( 1,j m , 1,s m ),  ** , ,js j sf С C T  – 

неперервні обмежені функції, які характеризують швидкість тепло-

утворення в результаті масообміну, *

* ( )jD T  – неперервні обмежені 
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функції, які характеризують швидкість протікання сорбційних про-

цесів j -ї компоненти речовини (швидкість переходу концентрації з 

міжчастинкового простору у внутрішньочастинковий). 

Система (1.14)–(1.17) доповнюється початковим та гранич-

ними умовами. Зокрема, на поверхні мікропористої частинки зада-

ється умова адсорбційної рівноваги: 

   , , , , ( ) , , ,j j jr R
U x y z r t k T C x y z t


 , що пов’язує концентрації у 

внутрішньочастинковому просторі та міжчастинковому. 

В якості методів математичного моделювання і дослідження 

масоперенесення різної природи використовуються аналітичні [7, 

12, 38, 58, 63, 68,  92-94] та наближені методи теорії крайових задач 

[3, 4, 9, 50, 86, 103, 125, 132, 183]. Для аналітичного розв’язання 

крайових задач, що описуються рівняннями в частинних похідних, 

найчастіше застосовують класичні методи (метод характеристик, 

метод відокремлення змінних (метод Фур’є), метод джерел (функ-

цій Ґріна), метод Рімана, метод потенціалів) та методи інтеґральних 

перетворень. Так в працях [99, 115] в якості методики відшукання 

розв’язків задачі використовувались поряд із класичними методами 

застосовуються методи інтегральних перетворень Фур’є, Лапласа, 

Бесселя, які забезпечують високий ступінь адекватності отриманих 

модельних розв’язків, збіжність розв’язків до початкових та крайо-

вих умов і при цьому надають можливість враховувати впливи ши-

рокого класу фізичних та технологічних чинників.  

Застосування чисельних методів дає практичні алгоритми для 

побудови наближених розв’язків крайових задач для всієї області 

зміни аргументів. Для розв’язання крайових задач для рівнянь в ча-

стинних похідних ефективно застосовуються такі чисельні методи 

як: методи скінченних різниць (сіток), варіаційно-різницеві методи, 

методи скінченних елементів, статистичні методи. Серед цих мето-

дів, найбільш широке застосування для побудови розв’язків моде-
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лей у вигляді крайових задач для рівнянь в частинних похідних для 

моделей переносу отримав метод скінченних різниць [65, 148-150, 

172]. Серед варіаційно-різницевих методів, в яких дискретна мо-

дель переносу одержується з використанням варіаційного форму-

лювання, найбільш використовуваними є метод локальних колока-

цій та метод скінченних елементів.  

Розробці різних методів чисельного та чисельно-аналітичного 

розв’язання одно- та двовимірних задач масоперенесення (волого-, 

солеперенесення, розповсюдження забруднень у навколишньому 

середовищі, та суміжніх) присвячені роботи І.І. Ляшка, 

І.В. Сергієнка, В.В. Скопецького, М.З. Згуровського [74, 168], 

В.С. Дейнеки, В.М. Булавацького, Я.Й.Бурака, А.П.Власюка та ін.  

Асимптотичний метод розв’язування типових крайових мо-

дельних задач для сингулярно збурених параболічних та еліптич-

них рівнянь на даний час ефективно використовується для дослі-

дження процесів конвективної дифузії при фільтрації в одно- та ба-

гатозв’язних, плоских і просторових криволінійних областях, за 

умови превалювання певних складових процесу над іншими і вини-

кає природне запитання стосовно можливості його розвитку для 

розв’язання систем сингулярно збурених рівнянь з локально-

іншорідними особливостями, що забезпечить можливість прогнозу-

вання аналогічних процесів масоперенесення в мікропористих се-

редовищах. 

 

1.2. Асимптотичний метод розв’язання сингулярно збурених 

крайових задач конвективної дифузії в пористому середовищі 

Загальновідомо, що при моделюванні процесів фільтрування 

їх компоненти (конвекція, дифузія, масообмін, різні співвідношення 

між параметрами) входять не рівнозначно одні із них переважають 

над іншими. Диференціальні рівняння, що описують такі процеси 
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як правило містять малі параметри, а відповідні задачі доцільно 

розв’язувати з допомогою методів теорії збурень Теоретичні дослі-

дження в області теорії сингулярних збурень ведуться досить дав-

но.  

Слід зазначити, що асимптотичні методи, які виявилися ефек-

тивним інструментом дослідження сингулярно збурених задач, 

з'явилися задовго до середини минулого століття. Одними з творців 

асимптотичної теорії були французькі вчені П.Лаплас і А. Пуанка-

ре. У працях П. Лапласа, пов'язаних із завданнями небесної механі-

ки, асимптотичні методи розроблялися і застосовувалися як спосіб 

наближеного обчислення значень функції в околі її особливих то-

чок. А. Пуанкаре заклав основи сучасної асимптотичної теорії, ввів 

у вживання її основні терміни і довів фундаментальні теореми. Іс-

тотний внесок у розвиток асимптотичних методів вніс російський 

вчений А.М.Ляпунов. Теорія стійкості по суті є теорією асимптоти-

чного дослідження систем диференціальних рівнянь. 

Що стосується дослідження сингулярно збурених диференці-

альних рівнянь методами теорії збурень, то початок вони беруть з 

робіт А.Н.Тихонова [159], які присвячені системам нелінійних зви-

чайних диференціальних рівнянь, в яких одне з рівнянь має множ-

ником при старшій похідній малий параметр. Розв’язок даної сис-

теми містить "швидку" і "повільну" компоненти (зараз такі системи 

називаються системами Тихонівського типу). А.Н.Тихонов вивів 

умови, за яких розв’язок невиродженої задачі прямує до розв’язку 

виродженої задачі коли малий параметр прямує до нуля. Ці статті 

мали істотний вплив на даний напрям прикладної математики. Слі-

дом за цими статтями з'явився ряд робіт М.І. Вішика і 

Л.А. Люстерніка [57, 102], в яких був сформульований загальний 

підхід до побудови асимптотичних розвинень розв’язків лінійних 

рівнянь в частинних похідних з малими параметрами при деяких з 

старших похідних. Цей підхід – ідея асимптотичного розкладу 
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розв’язку за малим параметром – отримав назву методу Вішика-

Люстерника. 

У роботах В.Ф. Бутузова [46-48, 188] розглядаються різні 

крайові задачі для рівнянь в частинних похідних еліптичного, пара-

болічного та гіперболічного типу областях з негладкою границею; 

розроблені методи для наближення розв’язку в околі кутових то-

чок: метод кутових примежових функцій і ідея згладжування членів 

асимптотики. Роботи А. Б. Васильевої  [53, 54]  присвячені широ-

кому класу задач, як для звичайних диференціальних рівнянь, так і 

для рівнянь в частинних похідних. Так, нею розроблені методи 

асимптотичного розв’язання початкових і крайових задач для лі-

нійних і нелінійних сингулярно збурених рівнянь та їх систем – ме-

тод примежових функцій, досліджені питання, пов'язані з періоди-

чними рішеннями і стійкістю рішень. А.Б. Васильевою, В.Ф. Буту-

зовим та їх учнями створена й інтенсивно розвивається теорія існу-

вання і стійкості контрастних структур для крайових задач. 

У роботах В.Ф. Бутузова та А.Б. Васильєвої широкий розви-

ток і застосування отримав так званий метод пограничних функцій 

та метод згладження “негладкостей”. Суть методу покажемо на 

прикладі задачі [53]: 

2 2( , ) ( , , ), ( , ) (0, )*(0, ) ,u v x y u g x y x y a b       

0u

 . (1.18) 

Тут 0   – малий параметр, ( , )v x y  і ( , , )g x y   – достатньо гладкі 

функції, ( , ) 0v x y   в області  .  

Асимптотичний розклад її розв’язку В.Бутузовим отримано у 

вигляді: 

,u u П P     

де 
0

( , )i

i

i

u u x y




  – регулярна частина асимптотики, П  – приме-
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жові функції, вплив яких суттєвий близько сторін прямокутника, а 

P  – кутові функції, вплив яких суттєвий близько вершин прямоку-

тника. У відповідності до числа сторін прямокутника П  – функції 

складаються із чотирьох доданків: 

* *

0

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )),i

i i i i

i

П П x П y П x П y    




     

де * */ , / , ( ) / , ( ) /y x b y a x              – примежові 

змінні-розтяги.  

Функції ( , )iП x  , що служать для опису примежового шару в 

околі сторони 0y  , визначаються з допомогою оператора 

2 2 ( ,0), 0v x     і граничних умов ( ,0) ( ,0),i iП x u x   

( , ) 0iП x   . Тим самим 
0

( , )i

i

i

П П x 




  функції ліквідовують 

нев’язку, внесену в граничні умови на стороні 0y   регулярною 

частиною асимптотики. Для 0 ( , )П x   одержимо вираз: 

( ,0)

0 0( , ) ( ,0) v xП x u x e    . 

Далі можна послідовно знайти в явному вигляді ( , )iП x   для 

1,2,...i   Всі ці функції мають експоненціальну оцінку: 

 ( , ) .iП x e     

Аналогічно, знаходяться функції ( , )iП y , 

* *( , ) ( , )i iП x i П y  . 

Зазначимо, що примежові функції ( , )iП x  , ліквідовуючи 

нев’язку в граничній умові на стороні 0y  , в свою чергу вносять 

додаткові умови на сторонах 0x   і x a . Ці нев’язки суттєві біля 

кутових точок (0,0) і (а,0), а далі з ростом y  вони експоненціально 

затухають. Аналогічні нев’язки вносять функції ( , )iП y  на сторо-



 28 

ни 0y   і y b , функції  *( , )iП x  – на сторони 0x   і x a , а фу-

нкції *( , )iП y  на сторони 0y   і y b . 

Для ліквідації цих неузгодженостей і вводяться кутові функ-

ції. В відповідності з числом вершин прямокутника Р–функції 

складаються із чотирьох доданків: 

* * * *

0

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))i

i i i i

i

P P P P P        




    . 

Зокрема, функції 
0

( , ) ( , )i

i i

i

P P    




  служать для ліквідації 

неузгодженостей, внесених функціями ( , )iП x   в граничну умову 

на стороні 0x   і функціями ( , )iП y   в граничну умову на стороні 

0y  . Рівняння для функцій ( , )iP    отримуються із вихідного рів-

няння  (1.18) (точніше, із однорідного рівняння, що відповідає 

(1.18)) стандартним способом: переходом до змінних 

/ , / ,y x     розкладом коефіцієнта 2 ( , )v    в ряд по степе-

ням   і прирівнюванням коефіцієнтів при однакових степенях   в 

обох частинах рівняння. Отже матимемо такі задачі: 

2 2
2

2 2
( , ) ( , ) (0,0) ( , ) ( , ), 0, 0,i i i iP P v P p         

 

 
    

 
 

(0, ) (0, ), ( ,0) ( ,0),i i i iP П P П         (1.19) 

( , ) 0 ( )iP при      , 

де ( , )ip    рекурентно виражаються через функції ( , )sP    з номе-

рами s i , зокрема 0 ( , ) 0p    . Розв’язки задач (1.19) можна пос-

лідовно виразити в явному вигляді через функцію Гріна. Зокрема, в 

[53] авторами показано, що вони мають наступну експоненціальну 

оцінку: 
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( )( , ) .iP сe        

Аналогічно знаходяться і решта кутових функцій  і мають та-

ку ж оцінку. 

Паралельно розвивалися й інші методи теорії збурень. Зокре-

ма, метод регуляризації для сингулярно збурених диференціальних 

та інтегро-диференціальних рівнянь, розроблений С.А.Ломовим 

[100], перетворився в самостійний напрям теорії сингулярних збу-

рень і отримав свій розвиток в дослідженнях його учнів, відомий як 

метод «зрощування». 

Роботи В.Г.Сушко [157, 158]  присвячені вивченню лінійних і 

нелінійних рівнянь в частинних похідних параболічного, еліптич-

ного та змішаного типу з внутрішніми перехідними шарами, що 

виникають через негладкість розв’язку виродженої задачі або в ре-

зультаті нелінійності рівняння. 

Серед методів обґрунтування справедливості побудованих 

асимптотичних розв’язків можна назвати метод апріорних оцінок, 

принцип максимуму, метод послідовних наближень, метод інтегра-

льних нерівностей, метод бар'єрних функцій. Останній з названих 

методів, великий внесок у розробку якого внесли С. Н. Бернштейн, 

С. А.Чаплигін, М. Нагумо, є не тільки способом обгрунтування 

асимптотичних розвинень, а й у ряді випадків застосовується для 

доведення існування точного розв'язку крайових задач. 

Також розвитком і використанням асимптотичних методів 

займалися В. Вазов [51], М. Ван-Дайк [52], П. Файф, Р.О' Маллі, 

К. Чанг, Ф. Хауес, Н. Н. Мойсеєв, Н. Левінсон, С. Каменомостська, 

Є. Жидков, Д. Аронсон, О. Ладиженська, Б. Панайоті, В. П. Маслов 

[112], В. О. Митропольский, Н. Н. Боголюбов, С. Ф. Фещенко [163], 

І. М. Федоткін [162], А. М. Айзен, В. Г. Сушко [158, 159], А. Найфе 

[119],  В. С. Берман [11], О. М. Буличова [42-44], Е. Т. Копсон, В. А. 
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Треногин [160, 161], В. В. Городецький, А. Я. Бомба та багато ін-

ших [80, 173, 175, 176, 183, 184, 202, 213-215]. 

Використовуючи ідеї переходу до координат області компле-

ксного потенціалу у рівнянні конвективної дифузії та відповідних 

крайових і початкових умовах,  А. Я. Бомба, А. П. Власюк та їх учні 

розв’язали ряд нелінійних сингулярно-збурених крайових задач ма-

соперенесення при фільтрації в неоднорідних анізотропних порис-

тих середовищах. В роботах [27, 138] цю методику С.С. Каштаном,  

Д.О. Пригорницьким та І.М. Присяжнюком  поширено на випадки 

багатозв’язних областей, а в [18, 32, 155, 156], за допомогою поєд-

нання методу квазіконформних відображень та асимптотичного ме-

тоду, Ю.Є. Климюком знайдено наближення розв’язків сингулярно 

збурених задач конвективної дифузії для просторових криволіній-

них областей. 

Ці ж підходи також використано, модифіковано та розвинуто 

С.В. Барановським [27] при побудові асимптотичних наближень 

розв’язків нелінійних сингулярно збурених задач для рівнянь кон-

вективної дифузії в областях з вільними межами, які виникають при 

математичному моделюванні та дослідженні процесів розмиву дна 

русел.  

В даний час асимптотичну теорію сингулярно збурених ди-

ференціальних рівнянь ще не можна вважати остаточно сформова-

ною. Багато питань, що виникають при вивченні конкретних прик-

ладних задач, все ще залишаються відкритими. Асимптотичні ме-

тоди дослідження сингулярно збурених диференціальних рівнянь 

продовжують розвиватися, незважаючи на інтенсивний розвиток 

чисельних методів. Справа в тому, що сингулярно збурені задачі 

при чисельному моделюванні, як правило, призводять до систем лі-

нійних рівнянь з погано обумовленою матрицею. Тому при 

розв’язанні різницевого аналога сингулярно збуреної задачі відіграє 

помітну роль похибка машинного округлення чисел, яка може зро-



 31 

бити точність наближеного розв’язку  неприйнятною. Крім цього, 

при використанні класичних різницевих схем для розв’язання рів-

нянь з малим параметром при старшій похідній виявляється, що ці 

схеми дають достатню точність, якщо крок сітки значно менше ве-

личини малого параметра, тому для стійкості різницевої схеми пот-

рібно дуже невеликий крок сітки, що призводить до величезних ви-

трат машинних ресурсів. 

Для моделювання жорстких задач, розв’язки яких одночасно 

мають області як швидкої, так і повільної зміни, потрібні спеціальні 

числові алгоритми, які враховують апріорну інформацію про струк-

туру розв’язку. Асимптотичний аналіз розв’язку  може служити ос-

новою для розробки стійких і ефективних чисельних алгоритмів на 

нерівномірних сітках, застосовних до жорстких задач. 

Один з прикладів проблем, пов’язаних із застосуванням кла-

сичних числових методів до розв’язання  сингулярно збурених за-

дач, наведений у статті А. М. Ільїна [81], там же запропонований 

спосіб створення спеціальних обчислювальних методів, заснованих 

на асимптотичному поданні розв’язку задачі. Таким чином, чисель-

ні та асимптотичні методи не виключають, а взаємно доповнюють 

один одного. 

Асимптотичні та чисельно-асимптотичні методи, з урахуван-

ням можливостей сучасних інформаційних технологій, є достатньо 

гнучкими для багатократних рекурентних обчислень та побудов яв-

но визначених просторово-часових розподілів фізичних параметрів 

та їх градієнтів. Вони є ефективними також при розв’язуванні зво-

ротних задач по визначенню чи уточненню внутрішніх кінетичних 

параметрів систем (коефіцієнтів дифузії, констант адсорбції, коефі-

цієнтів консолідації тощо). Такі методи не потребують кардиналь-

ного перероблення та модифікації програмних продуктів при зміні 

конструктивних параметрів робочих областей чи режимних харак-

теристик систем. 
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Асимптотичний метод розв’язування типових модельних 

крайових задач для сингулярно збурених параболічних та еліптич-

них рівнянь на теперішній час ефективно використовується для до-

слідження процесів конвективної дифузії при фільтрації в одно- та 

багатозв’язних, плоских і просторових криволінійних областях, за 

умови превалювання певних складових процесу над іншими. Вико-

ристовуючи ідеї переходу до координат області комплексного по-

тенціалу у рівнянні конвективної дифузії та відповідних крайових і 

початкових умовах, А.Я.Бомба, А.П.Власюк та їх учні розв’язали 

ряд нелінійних сингулярно збурених крайових задач масопереносу 

при фільтрації в неоднорідних анізотропних пористих середови-

щах. 

Розглянемо асимптотичний метод розв’язування сингулярно 

збурених крайових задач типу “фільтрація-конвекція-дифузія” в 

однорідному пористому середовищі на прикладі задачі для криво-

лінійної чотирикутної області =zG ABCD   = +iz x y , обмеженої чо-

тирма гладкими кривими   1= : =0AB z f x,y ,   2= : =0BC z f x,y , 

  3= : =0CD z f x,y ,   4= : =0DA z f x,y , які в точках ,  , , A B C D  

перетинаються під прямими кутами [27]: 

2 2

2 2
( , ) ( , )x y

C C C C C
v x y v x y

x y x y t

     

    
     

, (1.20) 

 ,
AB

C C M t ,  * ,CDC C M t ,    0

0,0C M C M , 

 ,
AD

C C M t ,  ** ,
BC

C C M t , (1.21) 

( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , AB  ,  

CD  , 0
BC DA

d d

dn dn

 
  ,   (1.22) 

де ( , , )C x y t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній те-
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чії у точці ( , )x y  в момент часу t , M – біжуча точка відповідної 

кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої,   ( 0  ) – 

малий параметр (він характеризує переваги одних складових про-

цесу над іншими), , ,x yv v  – відповідно потенціал та компоненти 

його швидкості (швидкості фільтрації в пористому середовищі 
zG ), 

2 2

*( , ) ( , )x yv x y v x y v    ,  ,C M t ,  * ,C M t ,  0

0C M , 

 ,C M t ,  ,C M t  – достатньо гладкі функції, узгоджені між со-

бою на ребрах області G  ( (0, )zG G   ). 

Шляхом введення гармонічної функції  ,x y   (функції 

течії), комплексно спряженої до  ,x y  , i заміною останніх 

двох граничних умов (1.22) на умови: BC Q  , 0AD   ( Q  – не-

відомий параметр, повна витрата), дану задачу замінимо більш за-

гальною задачею на конформне відображення 

     , i ,w w z x y x y     фізичної області zG  на прямокутник 

(область комплексного потенціалу)  : , 0wG w Q   

     , 

1   (  коефіцієнт фільтрації) при відповідності чотирьох куто-

вих точок (див. рис. 1.1). Поставлена задача розв’язана у роботах 

[13], [27]. Аналогічні задачі для просторових областей розв’язані у 

роботі [18].  

Припустивши, що задача (1.22) шляхом конформного відо-

браження z wG G  (або 
zwG G ) є розв’язаною, здійснюємо замі-

ну змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівнянні (1.20) та умовах 

(1.21) і приходимо до відповідної “дифузійної задачі” для області 

wG : 
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 а)  б) 

Рис. 1.1. Фізична область zG  (а) та відповідна їй область 

 комплексного потенціалу 
wG  (б) 

 
2 2( , ) ( , ) tv C C v C C           , (1.23) 

 *( , , ) ,C t C t   ,  * *( , , ) ,C t C t   ,  ( ,0, ) ,C t C t  ,  

 ( , , ) ,C Q t C t  ,  0

0( , ,0) ,C C    , 

де y x

AB

Q v dx v dy    (потік через довільний поперечний переріз 

zG ) знаходиться в процесі розв’язку задачі фільтрації. 

Розв’язок C  даної задачі з точністю 2( )O   знайдено у вигля-

ді такого асимптотичного ряду [18], [27]: 

       
2

0 1 0
, , , , , , , ,i

ii
C t C t C t П t         


     

     
2 2/ 2 / 2

20 0
, , , , , , ,i i

i ii i
P t P t R t        

 
    , (1.24) 

де 2R – залишковий член,  , ,iC t  , ( 0,1i  ) – члени регулярної 

частини асимптотики,  , ,iП t  , ( 0,2i  ) – функції типу погран-

шару в околі    (поправки на виході фільтраційної течії із да-

ного пласта zG ),  , ,iP t  ,  , ,iP t  , ( 0,2i  ) – функції типу пог-
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раншару відповідно в околах 0  , Q   (відповідно поправки на 

лініях течії BC  та AD ), 1( )       , 1/ 2( )Q     , 

1/ 2      – відповідні регулятивні перетворення (змінні розтя-

гів). 

В результаті підстановки (1.24) у (1.23) і виконання стандарт-

ної процедури “прирівнювання” коефіцієнтів при однакових степе-

нях   одержано такі задачі для знаходження головної частини 

0 ( , , )C t   розв’язку і поправки 1( , , )C t  : 

*

2

0 0

0

0 0 0 *0

( , ) 0,

( , ), ( , ),

t

t

v C C

C C C C t



 

 

  
 

  


 

 (1.25) 

2

1 1

2

0 0

1 1 *

( , ) ( , , ),

( , , ) ( , )( ),

 C ( , ,0) ( , , ) 0,

tv C C g t

g t v C C

C t



 

   

   

   

  


 


 

 (1.26) 

Характеристичне рівняння, рівняння характеристик і загаль-

ний розв’язок задачі (1.25) записується у вигляді: 

02
, ( , ) , ( , , ) ( ( , ) ),

( , ) 1

d dt
f t C t Ф f t

v


      

 
      

де 
*

2( , ) ( , ) ,f v d



      ( )Ф   довільна диференційована фун-

кція,  довільна стала. Врахувавши початкову та крайову умови, 

її розв’язок запишеться у вигляді: 

0 1

0

0

*

( ( ( , ) , ), ), ( , ),
( , , )

( , ( , )), ( , ),

C f f t t f
C t

C t f t f

     
 

    

  
 

 

 

де 1f    функція обернена до f  по змінній  . Використовуючи 

метод характеристик та врахувавши, що змінна   у задачі (1.26) 

фігурує лише як параметр, знаходимо розв’язок 1( , , )C t  : 
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*

2

1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ).
t

v g f t f d

C t t f

g f f t t t dt t f




        

   

     





  



 


  






 

Якщо в якості умов узгодженості функцій 0

0 ( , )C    та 

* ( , )C t  виконується лише умова неперервності 0

0 (0, )C  = * (0, )C t , 

то функція 
0 ( , , )C t   (не кажучи вже про 

1 ( , , )C t  ) не буде дос-

татньо гладкою вздовж характеристик *

*( , ) ( ( , ))t f         . 

А тому функція (1.24) не задовольнить рівняння (1.23) в цій області 

 *

*( , , ) : , 0 , 0t Q t          . 

З метою згладження цієї негладкості вздовж характеристики 

( , )t f    поступають таким чином. Спочатку замість цієї неглад-

кої функції 0 ( , , )C t   розглядають її згладження: 

1 0 1

0 0( , , ) 2 (1 ( )) ( ( ( , ) , ), )C t D C f f t            

1

*2 (1 ( )) ( , ( , ))D C t f      , 

де 
2 1

0
( ) , ( ( , ))D e d t f


     


   . 

Як неважко переконатись, функція 0 ( , , )C C t    

1( , , ) ( , , )C t C t       задовольняє рівняння (1.23) з вказаною то-

чністю 2( )O  , але порушує виконання початкової та граничних 

умов, які задовольнялись функцією 0 ( , , )C t  . З метою усунення 

нев’язки у початкових та граничних умовах будують функцію: 

0 1( , , ) ( , , ) ( , , )S t S t S t         таким чином, щоб функція 

0C C S   з точністю до 2( )O   задовольняла рівняння (1.23) та по-

чатковій і граничній умовам: 
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*

2 2

0 0 0

2

0

0 2

0 0
0, 0

2

0 *
, 0

( , ) ( ) ( ) ( , )( )

( ) ( ),

( , ) ( ),

( , ) ( ).

t

t

t

v C S C S v C S

C S O

C S C O

C S C t O

  



 

    



  

 

 

 

        
  

   

   


 

Перейшовши в даних співвідношеннях від змінних ( , , )t   

до змінних ( , , )t   за формулами 
1

( ( , ))t f   


  , 

1( , )f t     та розклавши функцію 2 ( , )v     

2 1( ( , ), )v f t      в ряд Тейлора в околі 0  , отримано для 

знаходження функцій 0 1S i S  такі задачі: 

2

0 0

2

0 00, 0 , 0

( , ) 0,

0, 0,
t t

S C
a t

t

S S
  




   

 
 

 
  


  

2

2 2

2
21 1

2

1 10, 0
0

( , ) ( )(1 ) ,

( ) ( )
, ,

2 2

r r
tt

S S
a t b e

t

b b
S e dr S e dr










  


 
 





 
 




   
    

  



 



 

 (1.27) 

де 
 1 2 0

0 * *

2 1 2 1 1 2

( ) 2 (0, ) ( , ) ( ,0) ,

( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )( ( ( , ), )) .

tb v C C

a t v f t v f t v f t





     

       



  

  


  

 

Очевидно, що 0 ( , , )S t  =0. А замінивши в другій із задач 

(1.27) крайову умову на промені  , 0t     на крайову умову 

на промені  0, 0t    матимемо з точністю 2( )O  , що 

2

21 4
1

2

( , , ) 2 ( ) sS t b e ds e









    


 
 

  
 
 
 . 
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З метою задовольнити другу із крайових умов будується зов-

нішня примежова функція 2

0 1 2П П П П     в околі *   та-

ким чином, щоб функція ( , , )C t   з точністю до 2( )O   задоволь-

няла як дане рівняння, так і всі крайові умови. Для цього вводиться 

заміна (розтяг) 1

*( ),      
*    . 

Врахувавши співвідношення: 
1

( )
  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

  

 


 
 , 

перепишемо оператор 2 2( , ) ( , ) tLП v П v П П          у вигля-

ді (у змінних ( , ,t  )): 2 1 1

*( , ) tLП v П П П П                
. 

Розкладемо 2

*( , )v     в ряд Тейлора в околі *  : 

2 2 2

* * * * *( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )( ) ( ( , )v v v v v                   

2

* *( , ) ( , ))( ) ...v v       

Прирівняємо в рівності L ( 2

0 1 2П П П   )=0 коефіцієнти 

при однакових степенях ε: 

2 2

*( ( , , ) ...)( )v t П П           

1 2

*( ( , , ) ...) tv t П П       , 

де * *2 ( , ) ( , )v v      . Тоді для визначення 0П , 1П  і 2П  одер-

жимо такі рівняння із відповідними умовами: 

0 0

*

0 0 * 0

0,

(0, , ) ( , ) ( , , ), 0,

П П

П t C t C t П

 


   



 



  


 

2

1 1 * 1 1 0

1 * 1 * 1

( , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ), ( , , ) 0,

tП П v f t f t П t

П t C t П t
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2

2 2 * 2

2

2 * 0 1

2

* 0

2 * 2

( , ) ( , , ),

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , ),

( , , ) 0, ( , , ) 0.

t t

П П v f t

f t v П t П t

v П t

П t П t

 





   

        

   

   







  


  


  


 

Тоді *

0 0 *( , , ) ( ( , ) ( , , )П t C t C t e        , 
1( , , )П t     

2

1 * * 0( , , ) ( , ) ( , , ),tC t e v П t          2 1 2( , , ) (( )П t M M       

2

2 / 2)M e   , де 2 *

1 * 1 * 0 *( ( , ) ( , , ) ( ( , ) ( , , )))tM v C t C t C t           , 

4 * 4 *

2 * 0 * * 0 *( , ) ( ( , ) ( , , )) ( , )( ( , ) ( , , ))t t tt ttM v C t C t v C t C t               . 

З метою задовольнити умову **( ,0, ) ( , ),C t C t   будується 

зовнішня примежова функція 0 1/ 2 1P P P P     таким чином, 

щоб функція ( , , )P t   з точністю до О(ε
2
) задовольняла як дане рі-

вняння, так і всі крайові умови. Для цього вводять заміну (розтяг) 

1

  


 ,    . Врахувавши ці співвідношення, а також спів-

відношення: 
1

  

 


 
, 

2 2

2 2

1

  

 


 
, перепишемо оператор 

2 2( , ) ( , ) tLР v Р v P P         у вигляді змінних ( , ,t  ): 

2 1 2( , ) ( , ) tLР v Р Р v Р Р             . 

Розклавши 2 ( , )v    в ряд Тейлора в околі 0   (за степе-

нями  ) і прирівнявши в рівності 0 1/ 2 1( ) 0L P P P     коефі-

цієнти при однакових степенях ε, матимемо такі рівняння для ви-

значення 0P , 1/ 2P , 1P . 

2

0 0 0

0 ** 0

( ,0)( ) ,

( ,0, ) ( , ) ( ,0, ), ( ,0, ) 0,

tv Р Р Р

P t C t W t P t
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2

1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2

( ,0)( ) ( , , ),

( ,0, ) 0, ( ,0, ) 0,

v Р Р K t

P t P t

 



  

 


  


 


 

2

1 1

1 1

( ,0)( ) ( , , ),

( ,0, ) 0, ( ,0, ) 0,

v Р Р B t

P t P t

 



  

 


  


 


 

де 2

0 1 0 1 2( , , )W t C C П П П         , 
1( , , ) tK t P     

1

02 ( ,0, ) ( ,0, ) tv t v t P   , 2 1( , , ) 2 ( ,0) ( ,0)(tB t P v P         

2
2 2

1 0 02

( ,0) ( ,0) ( ,0)
) ( ,0)

( ,0)
t

v v v
P v P P

v
 

  
 



 
   . 

З метою задовольнити крайову умову **( , , ) ( , ),C Q t C t   

побудуємо зовнішню примежову функцію 0 1/ 2 1P P P P     ана-

логічно до того, як це було зроблено для примежової функції P  

(для цього вводимо заміну 
1

( ),Q Q     


    ). 

У випадку недостатньої узгодженості граничних умов вздовж 

ребер та кутових точок паралелепіпеда ( , , ) :t   *    , 

0 Q  , 0 t   А.П. Власюком побудовані відповідні реброві 

та кутові функції. Звичайна погранфункція задачі (1.23) ( , , )П t  , 

яка забезпечує виконання граничної умови на *  , сама вносить 

нев’язки на границі 0t  , 0  , Q  . Погранфункції ( , , )P     

та ( , , )P t  , які слугують для виконання граничних умов на 0  , 

Q  , вносять неузгодженість в граничну умову на *  . Для лі-

квідації неузгодженостей, внесених погранфункцією ( , , )П t   на 

границю 0t   слугує кутова погранфункція 0 ( , , )L    , яка діє в 

околі ребра  *, 0 Q     . Для ліквідації неузгодженостей 

внесених погранфункціями ( , , )П t  , ( , , )P     та ( , , )П t  , 
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( , , )P t   в околі ребер  *, 0, 0t      та 

 *, , 0Q t     , слугують кутові погранфункції 1

0( , , )L t  , 

2

1( , , )L t  , які діють відповідно в околах цих ребер. Неузгодженос-

ті, внесені кутовими погранфункціями 0 ( , , )L     та 1

0( , , )L t  , 

2

1( , , )L t   в околах кутових точок *( ,0,0)C   і *( , ,0)C Q , ліквіду-

ють кутові погранфункції 0

0( , , )Г     і 1

1( , , )Г    , які, відповідно, 

діють в околах цих точок. Звідси асимптотичний розклад задачі 

(1.18) в цьому випадку шукаємо у вигляді: 

0 1( , , , ) ( ( , , ) ( , , )) ( , , )C t C t C t П t              

 0 1 2

0 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )P t P t L L t L t                

0 1

0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , , )Г Г R t           , 

де * 1( )      , 1 1

0       , 1 1

1 ( )Q        , 

1t    – пограншарові змінні. 

Як приклад, наведемо алгоритм знаходження кутової погран-

функції 1 1 1 2 1

0 0 0 1 0 2 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )L t L t L t L t            . 

1) Робимо наступну заміну змінних: 1 *( )     , 

1

0   . 

2) Розкладемо функцію 2 ( , )v    в ряд по степенях  :  

0

2 * 2 * 2 * 2 *

0 0( , ) ( ,0) ( ( ,0) ( ,0))v v v v                

0 0

2 2 2 * 2 2 *

0( ( ,0) ( ,0)) ...v v          

Підставимо в рівняння (1.23) функцію 1

0( , , )L t   та розклад 

2 *

0( , )v     в ряд за степенями  . Прирівнявши коефіцієнти 

при однакових степенях  , отримаємо такі задачі для знаходження 

функції 1

0( , , ), 0,2iL t i   : 
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0 0

1 1 1 1 2 2

0 0

1 * * 1

0 0

, ( , , ) 0, ,

( , , ) ( , , ), ( ,0, ) ( ,0, ),

i i i i i

i i i i

L L L p L t при

L t P t L t П t

       

     

      


   

 

де 0 0p  , 2 * 1

1 0( ,0) tp v L , 2 * 1 2 * 1

2 1 0( ,0)( ( ,0)t tp v L v L    . 

Для знаходження 
2R  маємо задачу: 

2 2 3

2 2 2 2 1( , ) ( , ) ( , , ),tv R R v R R g t                

*

2 * 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, )R t R t R            

2 2( , , , ) ( ,0, , ) 0R Q R t      , 

де 1( , , )g t  – функція, що виражається через відомі члени ряду 

(1.24). 

На підставі принципу максимуму для параболічних рівнянь 

переконуємось у тому, що 2

2 ( )R O  . 
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РРООЗЗДДІІЛЛ  22..  ММООДДЕЕЛЛЬЬННІІ  ССИИННГГУУЛЛЯЯРРННОО  ЗЗББУУРРЕЕННІІ  ЗЗААДДААЧЧІІ  

ККООННВВЕЕККТТИИВВННОО--  ДДИИФФУУЗЗІІЙЙННООГГОО  ТТЕЕППЛЛООММААССОО--

ППЕЕРРЕЕННЕЕССЕЕННННЯЯ  ВВ  ППООРРИИССТТИИХХ  ССЕЕРРЕЕДДООВВИИЩЩААХХ  

При дослідженні процесів розповсюдження багатокомпонен-

тних забруднень у водонасичених пористих середовищах за допо-

могою математичного моделювання та проведення комп’ютерних 

експериментів виникає чимало труднощів, пов'язаних із врахуван-

ням усіх видів взаємодій між компонентами забруднюючої речови-

ни.  

У цьому розділі поширено методику дослідження сингулярно 

збурених процесів однокомпонентної конвективної дифузії в пори-

стих середовищах на випадок врахування тепло- та масообміну, по-

родженого хімічною реакцією між компонентами дифундуючої ре-

човини в одно- і двозв’язних плоских і просторових областях, об-

межених лініями течії та еквіпотенціальними лініями [18, 27]. Уза-

гальнено математичні моделі сингулярно збурених процесів конве-

ктивної дифузії в пористих середовищах на випадок дослідження 

відповідних багатокомпонентних неізотермічних процесів з ураху-

ванням хімічної реакції між розчинними речовинами. Побудовано 

асимптотичне наближення розв’язків відповідних крайових задач, 

обґрунтованість яких забезпечується високим рівнем співпадання 

результатів числових експериментів та аналітичними розв’язками  

відповідних спеціальних типів модельних тестових задач.  На осно-

ві отриманих числових результатів підтверджено прогнозовану ін-

тенсифікацію дифузійних та масообмінних складових процесу зі 

збільшенням температури середовища. Це дає можливість контро-

лювати вибір речовин, що візьмуть участь у реакції, а також опти-

мальної температури середовища з метою зменшення концентрації 

забруднюючої речовини на виході фільтраційної течії даної області.  
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Як приклад ефективності застосування запропонованого під-

ходу розв’язування крайових задач, також досліджено сингулярно 

збурений процес конвективно-дифузійного теплоперенесення у то-

нкій трубці з врахуванням теплообміну із зовнішнім середовищем 

та побудоване асимптотичне розвинення розв’язку відповідної мо-

дельної задачі з умовами третього роду на бічній границі. Такі за-

дачі, зокрема, виникають при моделюванні роботи ґрунтового теп-

лообмінника.  Проведені числові експерименти дозволяють робити 

висновки про вплив параметрів теплообмінника, сезонної зміни те-

мператури ґрунту та його фізичних характеристик на ефективність 

відбору ґрунтового тепла.  За результатами чисельних розрахунків, 

отримано, як і очікувалось, що ґрунти із вмістом води дозволяють 

отримати більший приріст теплової енергії порівняно із сухими пі-

щаними та глинястими. Із збільшенням довжини трубки горизонта-

льного теплообмінника відбувається приріст теплової енергії, але 

при перевищенні деякого критичного значення суттєво приросту не 

спостерігається, однак збільшуватимуться витрати електричної 

енергії на перекачування рідини по трубці. 

 

2.1. Математичне моделювання сингулярно збу-реного процесу 

багатокомпонентного конвективно-дифузійного масоперене-

сення розчинних речовин у пористому середовищі 

Для кількісного опису масоперенесення в пористих середо-

вищах записуємо наступні співвідношення: 

а) рівняння переносу і дифузії рідини уздовж осей координат  

, ,x x x y y y z z z

C C C
u v C D u v C D u v C D

x y z

  
     

  
, 
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де , ,x y zv C v C v C  – конвективні складові процесу, 

, ,x y z

C C C
D D D

x y z

  
  

  
 – складові, що відповідають за дифузій-

не перенесення; 

б) рівняння балансу маси речовини: 

yx z
uu u C

g
x y z t


  

    
   

. 

Тут , ,x y zv v v  – компоненти швидкості фільтрації, (м/добу); 

, ,x y zD D D  – коефіцієнти гідродинамічної дисперсії (конвективної 

дифузії), (м
2
/добу); , ,x y zu u u  – компоненти масової швидкості роз-

чиненої речовини (кг/(м
2
 добу)); C  – масова концентрація речови-

ни в рідкій фазі, (кг/м
3
); g  – інтенсивність внутрішніх джерел ре-

човини (кг/(м
2
добу)) у виділеному об’ємі. Записані рівняння  слід 

розглядати разом з рівнянням фільтрації. 

* ( )
g

x x y y z z t

   
  

          
       

          
, 

де ( , , , )x y z C   – коефіцієнт фільтрації,   – напір, *g  – інтенси-

вність джерел надходження розчинної речовини до області фільт-

рації,   – пористість. 

Підставляючи перше рівняння у друге, отримаємо рівняння 

конвективної дифузії  

x y z

C C C C
D D D vgrad C g

x x y y z z t


          
        

          
. 

Як зазначалось вище, швидкість елементарної реакції при по-

стійній температурі пропорційна добутку концентрацій реагуючих 

речовин в степені, що показує кількість моль речовини, що вступа-

ють у реакцію. Відповідно функція  джерела матиме вигляд:  
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1 2

1 2 ... m

mg k C C C
 

     , 

де k – константа швидкості хімічної реакції, i  – стехіометричні ко-

ефіцієнти. 

Розглядається сингулярно збурений процес конвективно-

дифузійного масоперенесення чотирьох розчинних речовин при фі-

льтрації в області  (0, )zG G   , де zG  ( z x iy  ) – двозв’язна 

криволінійна область (пористий пласт), обмежена двома замкнени-

ми гладкими контурами  * *:  ( , ) 0L z f x y   – внутрішній та 

* *{ : ( , ) 0}L z f x y   – зовнішній (рис. 2.1,а). Три речовини 

( , , )С U H  вступають у хімічну реакцію типу aC bU cH d N    , 

в результаті чого утворюється четверта розчинна речовина N .  

Відповідна модельна задача типу „конвекція-дифузія-

масообмін” [139] матиме вигляд: 

 1 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD C x y t C x y t v x y C x y t v x y C x y t     

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk a C x y t U x y t H x y t C x y t      , (2.1) 

 2 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD U x y t U x y t v x y U x y t v x y U x y t     

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk b C x y t U x y t H x y t U x y t      , (2.2) 

 3 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD H x y t H x y t v x y H x y t v x y H x y t     

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk c C x y t U x y t H x y t H x y t      , (2.3) 

 4 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD N x y t N x y t v x y N x y t v x y N x y t     

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk d C x y t U x y t H x y t N x y t      , (2.4) 

 
*

,LС С M t ,  *

* ,
L

С С M t ,  0

0( ,0)С M С M , 

  
*

,LU U M t ,  *

* ,
L

U U M t ,  0

0( ,0)U M U M ,  
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*

,LH H M t ,  *

* ,
L

H H M t ,  0

0( ,0)H M H M ,  

 
*

,LN N M t ,  *

* ,
L

N N M t ,  0

0( ,0)N M N M ,  (2.5) 

( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  , *L

  , (2.6) 

де ( , , )C x y t , ( , , )U x y t , ( , , )H x y t , ( , , )N x y t  – відповідно концентра-

ції чотирьох сортів розчинних речовин фільтраційної течії в точці 

( , )x y  в момент часу t ,  , ,x yv v  – відповідно потенціал та компо-

ненти його швидкості (швидкості фільтрації в пористому середо-

вищі zG ), M – біжуча точка відповідної кривої, i iD d    ( 1,4i  , 

id  – задані додатні дійсні числа) – коефіцієнти дифузії i -го сорту ро-

зчинної речовини, *k k   , де *k – константа швидкості хімічної ре-

акції,   ( 0  ) – малий параметр (характеризує переваги одних 

складових процесу над іншими). Розглядається випадок, коли шви-

дкість хімічної реакції співрозмірна зі швидкістю дифузійного пе-

ренесення розчинних речовин, яка значно менша за швидкість кон-

вективного перенесення ( 2 2

*( , ) ( , )x yv x y v x y v    ). 

Функції  ,С M t ,  * ,С M t ,  0

0С M ,  ,U M t ,  * ,U M t , 

 0

0U M ,  ,H M t ,  * ,H M t ,  0

0H M ,  ,N M t ,  * ,N M t , 

 0

0N M  – задані достатньо гладкі, сильно узгодженні (настільки, 

щоб можна було будувати нижче вказані асимптотичні розвинення 

розв’язку із заданою точністю) між собою на ребрах області G фу-

нкції. 

Розв’язавши задачу (2.6) шляхом конформного відображення 

*

z wG G  (або *

w zG G ), де  i :wG w     *

* ;     

0 Q  – відповідна zG  область комплексного потенціалу; 
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( , )x y   – функція течії (комплексно спряжена до ( , )x y  ) є 

розв’язаною, зокрема, знайдено поле швидкості  ( , ), ( , )x yv x y v x y .  

 

                           а)                                           б) 

Рис.2.1. Фільтраційний фон (а) та поле швидкостей над відповід-

ною їй областю комплексного потенціалу wG  (б) 

 

Параметр y x

AB

Q v dx v dy    (потік через довільний попереч-

ний переріз wG ) знаходиться в процесі розв’язку даної задачі (див., 

напр., [84]). Здійснивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y    у 

рівняннях (2.1)–(2.4) та умовах (2.5), приходимо до відповідної за-

дачі для області wG  (рис.2.1,б): 

 2 2

1 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v C t C t v C t                

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk a C t U x y t H t C t           , (2.7) 

 2 2

2 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v U t U t v U t                

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk b C t U t H t U t             , (2.8) 

 2 2

3 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v H t H t v H t                

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk c C t U t H t H t             , (2.9) 

 2 2

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v N t N t v N t                
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( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c

tk d C t U t H t N t             , (2.10) 

*
( , )С С t    , *

*( , )С С t
 




 , 0

00
( , )

t
С С  


 , 

*
( , )U U t    , 

*

*( , )U U t
 




 , 0

00
( , )

t
U U  


 ,  

*
( , )H H t    , *

*( , )H H t
 




 , 0

00
( , )

t
H H  


 ,  

*
( , )N N t    , *

*( , )N N t
 




 , 0

00
( , )

t
N N  


 ,  (2.11) 

де  , , ( ( , ), ( , ), )C t C x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )U t U x y t      , 

 , , ( ( , ), ( , ), )H t H x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )N t N x y t       

інші функції ( * 0 * 0 * 0 * 0

* 0 * 0 * 0 * 0, , , , , , , , , , ,C C C U U U H H H N N N ) – інтер-

претуються аналогічно. 

Розв’язок ( , , , )C U H N  задачі (2.7)–(2.11) у випадку тримоле-

кулярної реакції типу C U H N    ( 1)a b c d     з точністю 

2( )O   шукаємо у вигляді таких асимптотичних рядів: 

     1

0 1, , , , , ,C t C t C t           

   
2

2
1

0

, , , , ,i

i

i

П t R t     


   (2.12) 

     1

0 1, , , , , ,U t U t U t           

   
2

2

2

0

, , , , ,i

i

i

P t R t     


  ,  (2.13) 

     1

0 1, , , , , ,H t H t H t          

   
2

3

2

0

, , , , ,i

i

i

T t R t     


  ,  (2.14) 

     1

0 1, , , , , ,N t N t N t          
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2

4

2

0

, , , , ,i

i

i

Г t R t     


  ,  (2.15) 

де  , ,iС t  ,  , ,iU t  ,  , ,iH t  ,  , ,iN t   ( 0,1i  ) – члени 

відповідних регулярних частин асимптотики, зокрема: 0C , 0U , 0H , 

0N  – розв’язок відповідної виродженої задачі (конвективного пе-

реносу); 1C , 1U , 1H , 1N  – відповідні поправки, що враховують 

вплив дифузії всюди в даній області (за виключенням деякої її при-

граничної зони);  , ,iП t  ,  , ,iP t  ,  , ,iT t  ,  , ,iГ t   

( 0,2i  ) – функції типу примежового шару в околі    (відпові-

дні поправки на виході фільтраційного потоку із області zG ); 

1( )        – відповідне регуляризуюче перетворення (змінна 

розтягу); 1

2R , 2

2R , 3

2R , 4

2R  – залишкові члени. 

Аналогічно до 27, 53, 136, після підстановки (2.12)–(2.15) в 

(2.7)–(2.11) та застосування процедури прирівнювання коефіцієнтів 

при однакових степенях  , для знаходження функцій iC , iU , iH , 

iN  ( 0,1i  ) приходимо до таких задач: 

2 1

1 1

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i t i

i i i i

v C t C t g t

C h C t b t

       

      

   


 

 (2.16) 

2 2

2 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i t i

i i i i

v U t U t g t

U h U t b t

       

      

   


 

 (2.17) 

2 3

3 3

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i t i

i i i i

v H t H t g t

H h H t b t

       

      

   


 

 (2.18) 

2 4

4 4

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i t i

i i i i

v N t N t g t

N h N t b t

       

      

   


 

 (2.19) 
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де 0 ( , , ) 0jg t   , 1 ( , ) 0jh    , 1 ( , ) 0jb t  , 1,4j  , 1 0

0 0( , ) ( , )h C    , 

2 0

0 0( , ) ( , )h U    , 3 0

0 0( , ) ( , )h H    , 4 0

0 0( , ) ( , )h N    , 

1

0 ( , ) ( , )b t C t  , 2

0 ( , ) ( , )b t U t  , 3

0 ( , ) ( , )b t H t  , 

4

0 ( , ) ( , )b t N t  ,  1 2 *

1 1 0 0 0 0 0( , , ) ( , )g t d v C C k C U H        , 

 2 2 *

1 2 0 0 0 0 0( , , ) ( , )g t d v U U k C U H       , 

 3 2 *

1 3 0 0 0 0 0( , , ) ( , )g t d v H H k C U H       ,  

4 2 *

1 4 0 0 0 0 0( , , ) ( , )g t d v N N k C U H       . 

У результаті їх розв’язання маємо: 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

C t f t f
C t

C f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

U t f t f
U t

U f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

H t f t f
H t

H f f t t t f

    
 

     

 
 

 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

N t f t f
N t

N f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

2 1

1

1

1 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d

C t t f

g f t f t t dt t f
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*

2 2

1

1

2 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d

U t t f

g f t f t t dt t f





        

   

     






  




 



  






 

*

2 3

1

1

3 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d

H t t f

g f t f t t dt t f





        

   

     






  




 



  






 

*

2 4

1

1

4 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v g f t f d

N t t f

g f t f t t dt t f





        

   

     






  




 



  






 

де    
*

2, ,f v d



       – час проходження виділеної частинки 

вздовж лінії течії    від еквіпотенціальної лінії    до екві-

потенціальної лінії   ; 1f   – функція, обернена до функції f  

стосовно змінної   (зазначимо, що така функція існує, оскільки пі-

дінтегральна функція 2v  – неперервно диференційована, обмеже-

на, додатньо визначена). 

Функції 
2

0

i

i

i

П П 


 , 
2

0

i

i

i

P P 


 , 
2

0

i

i

i

Т Т 


 , 
2

0

i

i

i

Г Г 


  

призначені для усунення неузгодженостей, внесених побудованими 
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регулярними частинами відповідно 
1

0

i

i

i

С С 


 , 
1

0

i

i

i

U U 


 , 

1

0

i

i

i

H H 


 , 
1

0

i

i

i

N N 


  в околі ділянки    (виходу фільтра-

ційної течії). Таким чином повинні виконуватись умови: 

   2C П C O
 







   ,    2U P U O

 







   , 

   2H Т H O
 







   ,    2N Г N O

 







   . Ці функції 

знаходимо в результаті розв’язку наступних задач: 

2 * 2 * 1

1 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v П t v П t t              , 

 2 * 2 * 2

2 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v P t v P t t              , 

 2 * 2 * 3

3 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v T t v T t t              , 

 2 * 2 * 4

4 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i id v Г t v Г t t              , 

0, 0, 0, 0 ,i i i iП P T Г при        

   10, , ,i iП t q t  ,    20, , ,i iP t q t  ,    30, , ,i iТ t q t  ,  

   40, , ,i iГ t q t  , 0,2i  , 

де    1 *

0 0( , ) , , ,q t C t C t     ,    2 *

0 0( , ) , , ,q t U t U t     ,   

3

0 ( , )q t      *

0, , ,H t H t    ,    4 *

0 0( , ) , , ,q t N t N t     ,  

 1 *

1 1( , ) , ,q t C t    ,  2 *

1 1( , ) , ,q t U t    ,  3 *

1 1( , ) , ,q t H t    ,  

 4 *

1 1( , ) , ,q t N t    , 1

2 ( , ) 0q t  , 2

2 ( , ) 0q t  , 3

2 ( , ) 0q t  , 

4

2 ( , ) 0q t  ,  1 2 3 4

0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0t t t t               , 

1

1 0( , , ) ( , , )tt П t     , 2

1 0( , , ) ( , , )tt P t     , 3

1 0( , , ) ( , , )tt T t     , 

4

1 0( , , ) ( , , )tt Г t     , 1 1 *

2 1( , , ) ( , , ) 2 ( , )tt П t v            

* 2 *

0 1 0( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tv П t d v П t t              , 2

2 ( , , )t     
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1 * * 2 *

1 0 1( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , )t tР t v v Р t d v               

0 ( , , ) ( , , )Р t t       , 3 2 *

2 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , )tt Т t t d v              

1 * *

0 0( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , )tТ t v v Т t           , 4

2 1( , , ) ( , , )tt Г t       

1 * * 2 *

0 1 0( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )tt v v Г t d v Г t                 , 

     * * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) , , , , , ,t C t U t T Н t Р П П Т Р             

       * * * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , ,П U t T C t Р T U t Н t П          . 

Розв’язавши їх, отримаємо: 

       1*

0 0, , , , ,
d

П t С t С t e



    



   , 

       2*

0 0, , , , ,
d

P t U t U t e



    



   , 

       3*

0 0, , , , ,
d

T t H t H t e



    



   , 

       4*

0 0, , , , ,
d

Г t N t N t e



    



    

   
 

1 0*

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

td П t
П t C t e

v


  

   
 



    , 

   
 

2 0*

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

td P t
P t U t e

v


  

   
 



    , 

   
 

3 0*

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

td T t
T t H t e

v


  

   
 



    , 

   
 

4 0*

1 1 2 *

, ,
, , , ,

( , )

td Г t
Г t N t e

v


  

   
 



    , 

 
2 * 3

1 21
2 0 0 1 03 * 4 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , )
t tt

d v t d
П t П П d П

v t v t






    

 


     



 55 

11 1
12 * 2 *

( , , )
( , ) ( , )

d

t

d d
C e t

v t v t




   
 



  , 

 
2 * 3
2 22

2 0 0 2 03 * 4 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , )
t tt

d v t d
Р t Р Р d Р

v t v t






    

 


     

22 2
12 * 2 *

( , , )
( , ) ( , )

d

t

d d
U e t

v t v t




   
 



  , 

 
2 * 3
3 23

2 0 0 3 03 * 4 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , )
t tt

d v t d
T t T T d T

v t v t






    

 


     

33 3
12 * 2 *

( , , )
( , ) ( , )

d

t

d d
H e t

v t v t




   
 



  , 

 
2 * 3
4 24

2 0 0 4 03 * 4 *

2 ( , )
, ,

( , ) ( , )
t tt

d v t d
Г t Г Г d Г

v t v t






    

 


     

44 4
12 * 2 *

( , , )
( , ) ( , )

d

t

d d
N e t

v t v t




   
 



  , 

де * * *

0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )t C t U t T t C t              

* * *

0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )H t P t U t H t П t           . 

Для оцінки залишкових членів маємо задачу 

 
2 2 2

2 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )i i i

id v R t R t v R t
  

              

2

3
* 2

2

1

( , , ) ( , , ) ( , , , )
t

m i

i

m

k R t R t b t        


      , 

*

2 * 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0i i iR t R t R            ( 1,3)i  , 

 
2 2 2

2 4 4 2 4

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )d v R t R t v R t
  

              

2

3
* 4 2

2 4

1

( , , ) ( , , ) ( , , , )
t

m

m

k R t R t b t        


      , 
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4 4 * 4

2 * 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0R t R t R           . 

Тут ( , , , )ib t   – відомі функції, які є сумою добутків членів ряду 

(2.12)–(2.15), їх частинних похідних, а також коефіцієнти при   ро-

зкладу функції 2 ( , )v      в ряд Тейлора в околі   . 

Аналогічно до [27, 53], вимагаючи достатньої гладкості кое-

фіцієнтів системи рівнянь (2.1)–(2.4) та початкової і граничних 

умов (існування неперервних частинних похідних до четвертого 

порядку включно), а також узгодженості останніх вздовж ребер 

* 0L  , * 0L   області [0, ]zG G T  , де [0, ]T  – фіксований промі-

жок часу, на основі принципу максимуму приходимо до справедли-

вості такого твердження: 2

2 ( , , , ) ( )iR t O     ( 1,4i  , ( , , )t G   ). 

Для знаходження розподілу концентрацій розчинних речовин 

в області  zG  необхідно здійснити перехід до змінних 

, ,( , ),   ( , )x x y y            , в результаті чого отримаємо зна-

чення концентрацій у вузлах сітки. Після цього необхідно провести 

інтерполяцію отриманих масивів. 

 

2.2. Асимптотичний метод розв’язання модельних сингулярно 

збурених задач типу «конвекція-дифузія-тепломасообмін» у по-

ристих середовищах 

2.2.1. Побудова асимптотичних наближень розв’язків сингу-

лярно збурених крайових задач типу «конвекція-дифузія-

тепломасообмін» в двозв’язних криволінійних областях 

Розглядається процес конвективно-дифузійного масоперене-

сення трьох розчинних речовин при фільтрації в області 

(0, )zG G    (рис. 2.1,а). В процесі масоперенесення дві речовини 

1 2( , )С С  вступають у хімічну реакцію типу 1 2 3

1 2 3a С a С a С    
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[138, 139], в результаті чого утворюється третя розчинна речовина 

3C  та виділяється певна кількість теплової енергії. 

Відповідна модельна задача типу „конвекція-дифузія-

тепломасообмін” матиме вигляд: 

( ( ) ( , , )) ( ( ) ( , , )) ( , ) ( , , ) ( , )i i i

i x x i y x x x yD T C x y t D T C x y t v x y C x y t v x y     

1 21 2( , , ) ( ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a ai i

y i tC x y t k T a C x y t C x y t C x y t     ,  (2.20) 

 4 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD T x y t T x y t v x y T x y t v x y T x y t      

* ** 1 2( ( , , ), ( , , )) ( , , )tk f C x y t C x y t T x y t   , (2.21) 

 
*

,i i

LС С M t ,  *

* ,i

L
С С M t ,  0

0( , ,0) ,i iС x y С x y ,  

 
*

,LT T M t ,  *

* ,
L

T T M t ,  0

0( , ,0) ,T x y T x y , (2.22) 

( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  , *L

  , (2.23) 

де ( , , )iC x y t  ( 1,3i  ) – відповідно концентрації трьох сортів роз-

чинних речовин фільтраційної течії в точці ( , )x y  в момент часу t , 

( , , )T x y t  – температура середовища, ( ) ( )i iD T d T    – коефіцієнти 

дифузії ( ( )id T  – задані дійсні функції), 4 4D d    – коефіцієнт те-

мпературопровідності, j ja a    ( 1,2j  ), 3 3a a    , ( )k T  – фун-

кція швидкості хімічної реакції, *k k   , k – константа швидкості 

теплоутворення внаслідок хімічної реакції,   ,iС M t ,  * ,iС M t , 

 0

0 ,iС x y ,  ,T M t ,  * ,T M t ,  0

0 ,T x y  – задані достатньо гладкі, 

сильно узгодженні (настільки, щоб можна було будувати нижче 

вказані асимптотичні розвинення розв’язку із заданою точністю) 

між собою на ребрах області G  функції.  

Як і в п. 2.1 переходимо до відповідної задачі для області 

комплексного потенціалу wG  : 
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 2 2( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , )( ( )i i

i iD T v C t C t v D T             

2( , , ) ( ) ( , , )) ( , ) ( , , )i i i

iC t D T C t v C t                

1 21 2( ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , ),
a a i

i tk T a C t C t C t          (2.24) 

 2 2

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v T t T t v T t                

1 2* 1 2( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

tk C t C t T t        , (2.25) 

*
( , )i iС С t    , *

*( , )i iС С t
 




 , 0

0
0

( , ),i i

t
С С  


  

*
( , )T T t    , *

*( , )T T t
 




 , 0

00
( , )

t
T T  


 , (2.26) 

де  , , ( ( , ), ( , ), )i iC t C x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )T t T x y t       

та інші функції ( * 0

* 0, ,i i iC C C , * 0

* 0, ,T T T ) інтерпретуються аналогічно. 

Розв’язок 1 2 3( , , , ),C C C T  задачі (2.24)–(2.26) у випадку 

1 ( 1,3)ia i   з точністю 2( )O   шукаємо у вигляді таких асимпто-

тичних рядів: 

       
2

1

0 1 2

0

, , , , , , , , ,i i i j i i

j

j

C t C t C t П t R         


      (2.27) 

       
2

1 4

0 1 2

0

, , , , , , , ,j

j

j

Т t Т t Т t Е t R         


    , (2.28) 

де  2 , , , , 1,4lR t l    , – залишкові члени;  , ,i

jС t  ,  , ,jТ t   

( 0,1j  ) – члени відповідних регулярних частин асимптотики, зок-

рема: 0

iC , 0Т  – розв’язки відповідних вироджених задач (конвекти-

вного переносу); 1

iC , 1Т  – відповідні поправки, що враховують 

вплив дифузії всюди в даній області (за виключенням деякої її при-

граничної зони);  , ,i

jП t  ,  , ,jЕ t   ( 0,2j  ) – функції типу 

примежового шару в околі   ; 1( )        – відповідне ре-
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гуляризуюче перетворення. При цьому вимагатимемо, щоб функції 

( )id T та ( )k T дозволяла розклад в ряд за степенями   у вигляді: 

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , , )i i i i

id T I T I T T J T T E J T T E E       

2 4

2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 2( , , , , ) ( , , , , , , )i iJ T T E E E S T T E E E R   , (2.29) 

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , , )k T G T G T T M T T E M T T E E       

2 4

2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 2( , , , , ) ( , , , , , , )M T T E E E F T T E E E R   , (2.30) 

де 0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) ( 0,2)i i i i

j jI I J S G G M F j          – непере-

рвні функції своїх аргументів. 

Функції i

jC , jТ  ( 1,3i  , 0,1j  ) знаходимо із  таких задач: 

2 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),  

i i i

j j t j

i i i i

j j j j

v C t C t g t

C h C t b t

       

      

  


 

 

2 4

4 4

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

j j t j

j j j j

v Т t T t g t

T h T t b t

       

      

  


 

 

де 0 ( , , ) 0ig t   , 1 ( , ) 0ih    , 1 ( , ) 0ib t  , 1,4i  , 

0

0 0( , ) ( , )i ih C    , 4 0

0 0( , ) ( , )h T    , 0 ( , ) ( , )i ib t C t  , 

4

0 ( , ) ( , )b t T t  ,  2

1 0 0 0 0( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i i ig t I T v C t C t            

1 2 2

0 0 0 0 0 0 0( ) ( , , ) ( , , ) ( , )( ( ) ( , , )i i

iG T C t C t v I T C t             

0 0 0( ) ( , , ))i iI T C t    , 1 2 1   , 3 1   ,  4

1 ( , , )g t    

 2 * ** 1 2

4 0 0 0 0( , ) ( , , ) ( , , ) ( ( , , , ( , , ))d v T t T t k f C t C t             . 

Розв’язками даних задач є функції: 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ), 1,3;

i

i

i

C t f t f
C t

C f f t t t f i

    
 

     

  
 

  

 



 60 

*

0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

T t f t f
T t

T f f t t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

2

1

1

1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

i

i

t

i

v g f t f d

C t t f

g f t f t t dt t f





        

   

     






 




 



  






 

*

2 4

1

1

4 1

1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) ,

( , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ).

t

v g f t f d

T t t f

g f t f t t dt t f





        

   

     






 




 



  






 

Функції 
2

0

i j

j

j

П П 


 ( 1,3i  ), 
2

0

j

j

j

Е Е 


 , на відміну від ро-

зглянутих аналогічних функцій в п. 2.1,  знаходимо в результаті по-

чергового розв’язку наступних задач: 

 

 
   

2 * 2 * 4

4

4

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),

0, , , ,

( , , ) 0 ,

j j j

j j

j

d v Е t v Е t t

Е t q t

Е t при

           

 

  

   






 

 

   

2 * 2 *

0 0 1 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),

0, , , ,

( , , ) 0 , 1,3, 0,2,

i i i i

j j j

i i

j j

i

j

J T T E v П t v П t t

П t q t

П t при i j

           

 

  

   





   

  

де    *

0 0( , ) , , ,i i iq t C t C t     ,    4 *

0 0( , ) , , ,q t Т t Т t     ,  



 61 

 *

1 1( , ) , ,i iq t C t    ,  4 *

1 1( , ) , ,q t Т t    , 2 ( , ) 0mq t  , 

4

0 ( , , ) 0t    , 2 *

0 0 0 1 0 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i it v J T T E П t        , 

2 *

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1( , , ) ( , , ) ( ( , ) ( , , , )) ( , )i i i i

tt П t I T T J T T E E v           

2 *

0 0 0 1 0 1 0( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , ) ( , , )i i i iП t v J T T E П t П t               

* *

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0( , , , )) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i iJ T T E E v v J T T E П t          , 

1 * *

2 1 0 0 0( , , ) ( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( )i i i i

t tt П t v v П t I T                

2 * 2 *

0 1 0 1 1 0 1 0 1( , ) ( , , ) ( ( , ) ( , , , )) ( , )i i iv П t I T T J T T E E v          

2 * 2 *

1 0 2 0 1 0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , , , ) ( , ) ( , )i i iП t П t J T T E E E v v             

1 0 1 0 1 1 2 0 0 1 0( ( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )i i i iJ T T E E П t П t J T T E          

2 0 1 0 1 2 0 0 0 1 0 0( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ))i i i iJ T T E E E П t J T T E П t          

* *

0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 02 ( , ) ( , ) ( ( , , ) ( , , , ) ( , , ))i i i iv v J T T E П J T T E E П t             

* 2 *

0 0 0 1 0 0 0 1 0(( ( , )) ( , )) ( , , ) ( , , ) ( , , )i i

iv v П t J T T E M T T E            

( , , )t   , 4

1 0( , , ) ( , , )tt Е t     , 4

2 1( , , ) ( , , )tt Е t       

1 * * 2 * *

0 4 02 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tv v Е t d v Е t k t                 , 

1 2 2 1 1

0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )t C t П t С t П t П t                 

2

0 ( , , )П t  . 

Залишкові члени оцінюємо з наступних задач: 

 

 

2 2

2

4 2

0 1 0 1 2 2

2 4

0 1 0 1 2 2 2

4 2

0 1 0 1 2 2 2

4 1 2

2 2 2

( , , , , , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

( , )( ( , , , , , , )) ( , , )

( ( , , , , , , )) ( , , )) ( , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) (

i i

i

i

i

i i

i

i

d T T E E E R v R t R t

v d T T E E E R R t

d T T E E E R R t v R t

k R t R t R

 



 

 

       

    

      

       

 

 

  

 
2

2

*

2 * 2 2

, , ) ( , , )

( , , , ) ,

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0 ( 1,3),

t

i

i

i i i

t R t

b t

R t R t R i
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2 2 2

2

2 4 4 2 4

4

** 1 2 4 2

2 2 4

4 4 * 4

2 * 2 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )

( ( , , ), ( , , )) ( , , ) ( , , , ) ,

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0,

t

d v R t R t v R t

k f R t R t R t b t

R t R t R

  
          

          

        

   


     


  


 

де ( , , , )ib t    – відомі функції, які є сумою добутків членів ряду 

(2.27)–(2.28), їх частинних похідних, а також коефіцієнти при   ро-

зкладу функції 2 ( , )v      в ряд Тейлора в околі *  . Вима-

гаючи достатньої гладкості коефіцієнтів системи рівнянь (2.20)–

(2.21), та початкової і граничних умов (існування неперервних час-

тинних похідних до четвертого порядку включно), а також узго-

дженості останніх вздовж ребер * 0L  , * 0L   області [0, ]zG G T  , 

де [0, ]T  – фіксований проміжок часу, на основі принципу макси-

муму для рівнянь в частинних похідних приходимо до справедли-

вості такого твердження: 2

2 ( , , , ) ( )iR t O    ( 1,4i  , ( , , )t G   ). 

 

2.2.2. Моделювання сингулярно збурених процесів типу «кон-

векція-дифузія-тепломасообмін» в пористих багатошарових се-

редовищах 

Розглянемо модельну задачу процесу масопереносу забруд-

нюючих речовин у багатошаровому кусково-однорідному водона-

сиченому пористому середовищі – двозв'язній криволінійній облас-

ті 
zG  рис.2.2 а), обмеженій гладкими замкненими контурами 

 * *: ( , ) 0L z f x y   – внутрішній і  * *: ( , ) 0L z f x y   – зовнішній, 

що розділяється еквіпотенціальними лініями jL  ( 1, 1j m  ) на m  

підобластей jG
z

 [18], яка описується системою рівнянь: 

( ( , , ) ( , , )) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )i i i i

i xx yy x x y yD C x y t C x y t v x y C x y t v x y C x y t     
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1 21 2( ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a i

i i tk T a I C x y t C x y t C x y t     , 1,3i   (2.31) 

 4 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD T x y t T x y t v x y T x y t v x y T x y t      

1 2* 1 2( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

tk C x y t C x y t T x y t   , (2.32) 

( , ) ( , )x yv v grad x y  , 0  , (2.33) 

з початковими та крайовими умовами: 

*L  , *L
  , (2.34) 

 
*

,i i

LС С M t ,  *

* ,i i

L
С С M t ,  0

0( , ,0) ,i iС x y С x y ,  

 
*

,LT T M t ,  *

* ,
L

T T M t ,  0

0( , ,0) ,T x y T x y , (2.35) 

і умовами узгодженості на еквіпотенціальних лініях
jL ( 1, 1j m  ): 

j j
jL L

  
 



  , 
1j jj n L j n L   

 
    , (2.36) 

j j

i i

L L
С С

 

 , 
j jL L

T T
 

 , (2.37) 

, , 1( ) ( )

j j

i i
j i j i

i j n i j n

L L

С С
D T v С D T v С

n n


 

    
     

    
,  

, , 1

j j

j j

i j n i j n

L L

T T
D v T D v T

n n


 

    
     

    
. (2.38) 

Тут ( , , )iC x y t  ( 1,3i  ) – відповідно концентрації трьох сортів роз-

чинних речовин фільтраційної течії в точці ( , )x y  в момент часу t , 

( , , )T x y t  – температура середовища, *( ) ( )k T k T   – функція швид-

кості хімічної реакції, *k k   , *k  – константа швидкості теплоут-

ворення внаслідок хімічної реакції, , 1,3ia i   – деякі фіксовані на-

туральні числа, значення яких залежать від конкретної реакції і ви-

значать кількість молекул відповідних речовин, що візьмуть участь 

в реакції (для спрощення викладу розглянемо випадок 1ia  ),    і 

( , )x yv v v  – відповідно потенціал і вектор швидкості фільтрації 
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( 0   

     , 2 2

*( , ) ( , ) 0x yv v x y v x y v    ), 
,    – довільні 

дійсні додатні числа, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої, 

M  – довільна точка відповідної кривої, j

nv  – нормальні складові 

швидкості на відповідних лініях розділу підобластей ( 1, 1j m  ), 

j 

  – невідомі значення потенціалу на відповідних лініях розділу, 

*

* 1 2 10 ... m      

           , 
1 2 1I I  , 

3 1I    [87].  

 

 

 а) б) 

Рис. 2.2 Фізична область 
zG  (а)  та відповідна їй область комплек-

сного потенціалу 
wG  (б) 

 

Середовище характеризується різними коефіцієнтами фільт-

рації   , , j

j x y G  
z

, активної пористості   , , j

j x y G  
z

, 

дифузії   , , , , , 1,3j

i i j i jD D d x y G i    
z

, температуропровідності 

  4 4, 4, , , j

j jD D d x y G   
z

, де j , j , ,i jd  – деякі дійсні додатні 

числа ( 1,j m , 1,4i  ), 0  – малий параметр. Вважаємо, що всі 

функції, які фігурують в умовах (2.34)-(2.35) є достатньо гладкими 

та узгодженими між собою вздовж ребер та кутових точок даної 

області, а також вздовж ліній розділу підобластей розділу підоблас-

тей. 
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Постановка задачі в області комплексного потенціалу. Задача 

(2.33), (2.34), (2.36) вважається розвязаною шляхом конформного 

відображення 
z wG G  рис.2.2. б) (або 

w zG G ), де \z zG G L ; L  – 

розріз області 
zG  вздовж деякої лінії течії * *

* *A М  [27] зокрема, зна-

ходено поле швидкості  ( , ), ( , )x yv x y v x y  та отримано динамічну сіт-

ку. Здійснивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y     у рівняннях 

(2.31), (2.32) та умовах (2.35), (2.37), (2.38) отримаємо відповідну 

“дифузійну задачу” для області 
w (0, )G   : 

 2 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )i i i

iD v C t C t v C t               

1 2( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ), 1,3i

i tI k T C x y t C x y t C t i      , (2.39) 

 2 2

4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v T t T t v T t                

1 2( , , ) ( , , ) ( , , )tk C x y t C x y t T t    , (2.40) 

*
( , )i iС С t    , *

*( , )i iС С t
 




 , 0

00
( , ), 1,3i i

t
С С i 


  , 

*
( , )N N t    , *

*( , )N N t
 




 , 0

00
( , )

t
N N  


 ,  

*
( , )T T t    , *

*( , )T T t
 




 , 0

00
( , )

t
T T  


 , (2.41) 

   , , , ,i i

j jC t C t    

    ,    , , , ,j jT t T t    

    , 

    , 1 1( ) , , , ,i i

i j j j jD C t C t      

     
    

   , ( ) , , , ,i i

i j j j jD C t C t      

   
  ,   

   4, 1 1, , , ,j j j jD T t T t      

     
     

   4, , , , ,j j j jD T t T t      

   
  ,  ( 2,j m ),  (2.42) 

де  , , ( ( , ), ( , ), )T t T x y t      ,  , , ( ( , ), ( , ), )i iC t C x y t      ,  

1,3i   інші функції ( * 0

* 0, , ,i i iC C C  * 0

* 0, ,T T T ) – інтерпретуються анало-

гічно. 
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Наближені розв’язки 

1 1

2 1 2

( 1)

, ,

, ,
( , , )

...

,

i

i

i

i

m m

C

C
C t

C

  

  
 

  



 

 

 

 

 

  


 
 

  

 і 

1 1

2 1 2

( 1)

, ,

, ,
( , , )

...

,m m

T

T
T t

T

  

  
 

  



 

 

 

 

 

  


 
 

  

 задачі (9)-(13)  з точністю 2( )O  знай-

дено у вигляді асимптотичних рядів: 

     
2

1

,0 ,1 1, , 1

0

, , , , , , ( , , )i i i s i

j j j j j s j

s

C t C t C t I P t         



      

 
2 2

2, , 3, 2

0 0

( , , ) , , ,s i s i

j j s j j s

i i

I P t I P t R     
 

    1,3i   (2.43) 

     
2

1

,0 ,1 1, , 1

0

, , , , , , ( , , )s i

j j j j j s j

s

Т t Т t Т t I F t         



     

 
2 2

4

2, , 3, 2

0 0

( , , ) , , ,s i s

j j s j j s

i i

I F t I F t R     
 

     (2.44) 

де  ,0 , ,i

jС t  ,  ,0 , ,jТ t   – розв’язки відповідних вироджених за-

дач (конвективного переносу)  ,1 , ,i

jC t  ,  ,1 , ,jТ t   – відповідні 

поправки, що враховують вплив дифузії та масообміну всюди в да-

ній області (за виключенням деякої її приграничної зони); 

 , , ,i

j sP t  ,  , , ,j sF t   ( 0,2s  ) – функції типу примежового шару в 

околі   ; 1( )        – відповідне регуляризуюче перетво-

рення, , ( , , )i

j sP t   та , ( , , )i

j sF t   – функції типу примежового шару в 

околах j 

  ( 1, 1j m  ) (поправки в околах ліній розділу підоб-

ластей jG
w

 ( 1, 1j m  )) [42-44],  1( )j j    

  , 1( )j j    
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( 1, 1j m  ) 
1,1 0I  , 

1, 1jI   ( 2,j m ), 
2, 0mI  , 

2, 1jI   ( 1, 1j m  ), 

3, 1mI  , 
3, 0jI   ( 1, 1j m  ),  2 , , , , 1,4iR t i     – залишкові члени. 

Підставляючи (2.43), (2.44) в (2.39)-(2.42), та прирівнявши ко-

ефіцієнти при однакових степенях   [27] отримуємо такі задачі для 

знаходження регулярних частин асимптотики: 

2

1, 1 1, 1,

1, 1, 1, 1,

( , )( ) ( ) ( , , ), 0,3, 0,1

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i i

s s t s

i i i i

s s s s

v C C g t i s

C u C t h t

    

      

     


 

 

2

1, 1, ,

*

1, , 1, * ( 1) ,

( , )( ) ( ) ( , , ), 1, , 0,3, 0,1,

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i i

s j s t j s

i i i i

s j s s j j s

v C C g t j m i s

C u C t h t

    

      

      


 

  

2

1, 1 1, 1,

1, 1, 1, 1,

( , )( ) ( ) ( , , ), 0,3, 0,1

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i

s s t s

i

s s s s

v T T q t i s

T b T t r t

    

      

     


 

 

2

1, 1, ,

*

1, , 1, * ( 1) ,

( , )( ) ( ) ( , , ), 1, , 0,3, 0,1,

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i i

s j s t j s

i i i i

s j s s j j s

v C C g t j m i s

C u C t h t

    

      

      


 

 

,0 ( , , ) 0i

jg t   , 0

1,0 0( , ) ( , )i iu C    , 1,0 *( , , ) ( , )i ih t C t   ,  

 2 * 1 2

,1 , ,0 ,0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( )i i i

j i j j j ig d v C C I k T C C            , ,1( , ) 0i

ju    , 

,1( , ) 0i

jh t   ( 1,3, 1,i j m  ), *

, 1, * 1( , ) ( , , )i i

j s j s jh t C t     ( 2,j m ), 

*

*0 *  , ,0 ( , , ) 0i

jq t   , 0

1,0 0( , ) ( , )ib T    , 1,0 *( , ) ( , )ir t T t  , 

 2 * 1 2

,1 4, ,0 ,0 0 0( , ) ( ) ( )j j j jq d v T T k C C        , ,1( , ) 0jb    , ,1( , ) 0jr t   

( 1,j m ), *

, 1, * 1( , ) ( , , )i

j s j s jr t T t     ( 2,j m ). 

У результаті їх розв’язання методом характеристик отримає-

мо: 

* 1 1

1,0 0 1

0 1 1 1

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

i

i

i

C t f t f
C t

C f f t t t f

    
 

     

  
 

 

 

* 1 1

1,0 0 1

0 1 1 1

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

T t f t f
T t

T f f t t t f
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*

2

1,1 1 1 1

1,1

1

1,1 1 1 1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

i

i

t

i

v g f t f d t f

C t

g f t f t t dt t f





          

 

     






   


 
   






 

*

2

1,1 1 1 1

1,1

1

1,1 1 1 1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),

( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

t

v q f t f d t f

T t

q f t f t t dt t f





          

 

     






   


 
   






 

1,0 ( 1)

,0 0 1

0

( , , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), ), ( , ),

i

j j j ji

j i

j j j

C t f t f
C t

C f f t t f

     
 

     



  



  
 

 

 

1,0 ( 1)

,0 0 1

0

( , , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), ), ( , ),

j j j j

j

j j j

T t f t f
T t

T f f t t f

     
 

     



  



  
 

 

 

( 1)

,1

2

,1 1,1 ( 1)

1

,1

0

( , , ( , , ( , ))

( , , )

( , , ) ( , , ), ( , ),

1
( ( ( , ) , ), , ) , ( , , ),

j

i

j j j

i i

j j j j

t

i

j j j j

j

g f t f
d

v

C t C t t f

g f t f t t dt t f





     


  

     

      



 



  



  





  

   







 

( 1)

,1

2

,1 1,1 ( 1)

1

,1

0

( , , ( , , ( , ))

( , , )

( , , ) ( , , ), ( , ),

( ( ( , ) , ), , ) , ( , , ),

j

j j j

j j j j

t

j j j j

q f t f
d

v

T t T t t f

q f t f t t dt t f





     


  

     

      


 



  



  





  

   







 

де 1 1 1 2
( , )

( , )

d
f

v






   

 


   – час проходження забруднюючими час-

тинками шляху від точки  ( , ), ( , )x y      до точки  ( , ), ( , ))x y     
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вздовж відповідної лінії течії, а 

( 1)

2
( , )

( , )
j

j j j

d
f

v






   

 
 

   – від точ-

ки ( 1) ( 1)( ( , ), ( , ))j jx y    

     до точки ( ( , ), ( , ))x y     ( 2,j m ), 1

jf   

( 1,j m ) – функції, обернені відповідно до 
jf  ( 1,j m ) відносно 

змінної   (зазначимо, що такі функції існують, оскільки 2 ( , )v    – 

неперервно-диференційовна, обмежена, додатньо-визначена функ-

ція, а 
j , 

j  ( 1,j m ) – додатньо-визначені сталі).  

Для знаходження примежових поправок 
iП  ( 0, 1, =1, )i n j m   

в околі ділянки    одержимо такі задачі: 

2 * 2 *

, ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ), 1,3i i i

i m s s sd v P t v P t w t i              , 

 2 * 2 * 4

4, ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )m s s sd v F t v F t w t             , 

0, 0 ,i

s sП F при     

   0, , ,i i

s sP t p t  ,     40, , ,i sF t p t  , 1,3, 0,2i s  ,  

де    *

0 ,0( , ) , , ,i i i

mp t C t C t     ,    4 *

0 ,0( , ) , , ,mp t Т t Т t     , 

 *

1 ,1( , ) , ,i i

mp t C t    ,  4 *

1 ,1( , ) , ,mp t Т t    , 
2 ( , ) 0ip t  , 

0 ( , , ) 0iw t   ,  
1 0( , , ) ( , , )i i

tw t P t    , 4

1 0( , , ) ( , , )tt F t     ,   

1 * *

2 1 0( , , ) ( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , )i i i

t tw t P t v v P t              

2 *

,1 0( , ) ( , , )i

md v P t     *

0( ) ( , , );k T t   4

2 1( , , ) ( , , )tw t F t      

1 * * * 2 *

0 4, 02 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )t mv v F t k t d v F t                 , 

        1 * 2 1 2 *

,0 0 0 ,0( , , ) , , , , , , , ,m mt C t P t P t C t              

   1 2

0 0, , , ,P t P t    . 

Розв’язки цих задач знайдено у вигляді: 

      
2 *

,

( , )

,

0 ,02 *
, , , , ,

( , )

i m

v

di mi i i

m

d
P t C t C t e

v

 


    
 


   , 
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2 *

4,

( , )

4,

0 ,02 *
, , , , ,

( , )

m

v

dm

m

d
F t T t T t e

v

 


    
 


   ,  

   
2 2

, ,

( , ) ( , )2

1 1 ,1

, 0 0

( , )
, , ( , , ) , , ,i m i m

v v

d di i i

m

i m

v
P t e w t e d d C t

d

      
       

 

 


 
  
 
 
    

   
2 2

4, 4,

( , ) ( , )2
4

1 1 ,1

4, 0 0

( , )
, , ( , , ) , , ,m m

v v

d d

m

m

v
T t e w t e d d T t

d

      
       

 

 


 
  
 
 
   

 

2 2

, ,

( , ) ( , )2

2 2

, 0 0

( , )
, , ( , , ) ,i m i m

v v

d di i

i m

v
P t e w t e d d

d

      
     

 

  
 
 
 
   

 

2 2

4, 4,

( , ) ( , )2
4

2 2

4, 0 0

( , )
, , ( , , ) .m m

v v

d d

m

v
T t e w t e d d

d

      
     

 

  
 
 
 
   

Задачі для знаходження поправок на поверхнях розділу шарів 

, , ( , , )i i

j s j s jP P t   ( 1, 1j m  , 1,3i  , 0,2s  ) та , , 1( , , )i i

j s j s jP P t   

( 2,j m , 1,3i  , 0,2s  ) мають вигляд: 

   

2 *

, , * , ,

2 *

, 1 1, * 1, ,

, 1,

, 1,

, ,

( ) ( , )( ) ,

( ) ( , )( ) ,

( , , ) 0, ( , , ) 0,

0, , 0, , , ( 1, 1),

(

j j j

j j j

j j

i i i

i j j s j j s j s

i i i

i j j s j j s j s

i i

j s j j s j

i i

j s j s

i j j s

d P v P

d P v P

P t P t

P t P t j m

d C
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, 1 1, 1,
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* 1, 1,

) 0, , ( ) 0, ,
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( ) 0, , ( ) 0, ,
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j j

j j

i i

j s

i i
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i i
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2 * 4

4, , * , ,

2 * 4

4, 1 1, * 1, ,

, 1,

, 1,

4, ,

( ) ( , )( ) ,

( ) ( , )( ) ,

( , , ) 0, ( , , ) 0,

0, , 0, , , ( 1, 1),

( ) 0,

j j j

j j j

j j

j

j j s j j s j s

j j s j j s j s

j s j j s j

j s j s

j j s

d F v F

d F v F

F t F t

F t F t j m

d T

  

  

 



  

  

   

 



  


 



  

  

 

  

     
   

    
    

,
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( ) 0, , ( ) 0, ,
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j j
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j j s j s

j j s j s

j j s j s

t F t

v T t F t

d T t F t

v T t F t
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F d F

v
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 ( 2, 1j m  , 1,3i  ), ,j sV , 
,j sV ,– коефіцієнти при s -тих 

степенях   у розкладах функцій 2 ( , )j jv    

   , 2 ( , )j jv    

    у 

ряд Тейлора відповідно в околі j 

  ( 1, 1j m  ) [18]. 

Оцінка залишкових членів проводиться аналогічно до [27]. 
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2.2.3. Моделювання просторового сингулярно збуреного проце-

су конвективно-дифузійного тепломасоперенесення в пористо-

му середовищі з урахуванням хімічної реакції 

Розглядається просторова нелінійна сингулярно збурена за-

дача конвективно-дифузійного тепломасоперенесення  трьох роз-

чинних речовин в області (0, )G G    (0, )zG G H   , де zG  

( iz x y  ) – однозв’язна чотирикутна криволінійна область (порис-

тий пласт), обмежена чотирма гладкими ортогональними між собою в 

точках перетину кривими   1= = +i : =0AB z x y f x,y , 

  2= : =0BC z f x,y ,   3= : =0CD z f x,y ,   4= : =0DA z f x,y  (рис 

2.3,а) [140]:  

  1 2( ) ( ) ( )i i i i i tdiv D T grad C v grad C k T C C C       , (2.45) 

  * **

4 1 2( , ) tdiv D grad T v grad T k f C C T      , (2.46) 

 0

0( , , ,0) , ,i i

i iC x y z C x y z ,  0

0( , , ,0) , ,T x y z T x y z , 1,3i  , (2.47) 

 
* * * ,

ABB A
i iC C M t ,  * *

* ,i iCDD C
C C M t ,  

 
* *

,
ADD A

i iC C M t ,  
* *

,
BCC B

i iC C M t ,  

 *

** ,
ABCDi iC C M t ,  

* * * *

**

* ,
A B C D

i iC C M t ,  (2.48) 

 
* *

,
ABB A

T T M t ,  * *

* ,
CDD C

T T M t ,  
* *

,
ADD A

T T M t ,  

 
* *

,
BCC B

T T M t ,  *

** ,
ABCD

T T M t ,  
* * * *

**

* ,
A B C D

T T M t , (2.49) 

v grad h  , 0div H v  ,  

* *ABB A
  , * *CDD C

  , 
* * * * * * * *

0 ,
ADD A A D C B B C CB ADCB

d

dn



  

  (2.50) 
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а)     б) 

Рис. 2.3. Просторова фізична область G
z

 (а) та відповідна їй об-

ласть комплексного потенціалу wG  (б) 

 

де  , , ,i iC C x y z t  – концентрація i -го сорту речовини у точці 

 , ,x y z  в момент часу t, ( , , , )T T x y z t  – температура потоку, Н – 

висота проникного пласту, i i  , 1 2 1   , 3 1   ,  – 

коефіцієнт фільтрації; , ,x yv v  – відповідно потенціал та 

компоненти швидкості фільтрації в пористому середовищі G , 

2 2

*( , ) ( , )x yv x y v x y v    , ( 0zv  ),  ,h h x y  – напір у точці 

iz x y  , M  – біжуча точка відповідної поверхні, n  – зовнішня 

нормаль до відповідної поверхні,  ,iC M t ,  * ,iC M t  та інші, які 

фігурують в умовах (2.48)–(2.49) достатньо гладкі функції, 

узгоджені між собою на ребрах (гранях) області G . 

Тоді, здійснивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y   , 

z z , t t  у рівняннях (2.45)–(2.46) та умовах (2.47)–(2.48), 

аналогічно п. 2.1, приходимо до відповідної «дифузійної задачі» 

для області wG  (рис. 2.3,б) 
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2 2 2

2 2

2 2 2

( )
( ) , ( ) ( , (

i

i i i i
i

С С С СD T
d T q q

z
     

  

    
    

    
 

 2 ,( ) ( )
) )

i i

i i i
qС С СD T D T

z z H

 

  

   
   

    
 

1 2( ) i
i

С
k T C C

t
  


 


, 1,3i  , (2.51) 

 
 22 2 2

2

4 2 2 2

,
, ( )

qT T T T
d q

Hz

 
  

 

    
    

   
  

* **

1 2( , )
T

k f C C
t




 


,  (2.52) 

 0

0( , , ,0) , ,i iC z C z    ,  0

0( , , ,0) , ,T z T z    , (2.53) 

 * *( , , , ) , ,i iC z t C z t   ,   * *( , , , ) , ,i iC z t C z t   ,  

 **( ,0, , ) , ,i iC z t C z t  ,  **( , , , ) , ,i iC Q z t C z t  ,  

 *

**( , ,0, ) , ,i iC t C t    ,   **

*( , , , ) , ,i iC H t C t    ,  

 * *( , , , ) , ,T z t T z t   ,  * *( , , , ) , ,T z t T z t   ,  

 **( ,0, , ) , ,T z t T z t  ,  **( , , , ) , ,T Q z t T z t  ,  

 *

**( , ,0, ) , ,T t T t    ,  **

*( , , , ) , ,T H t T t    ,  (2.54) 

де q H v   – фільтраційна витрата,  , , , ( ( , ), ( , ), , )i iC z t C x y z t      , 

 , , , ( ( , ), ( , ), , )T z t T x y z t      . 

Розв’язок 1 2 3( , , , )C C C T  ( 1,3i  ) поставленої задачі (2.51)–

(2.54) з точністю 2( )O   шукаємо у вигляді таких асимптотичних 

рядів: 

       
2

,0 ,1

0

, , , , , , , , , , , ,p i

i i i p

p

C z t C z t C z t П z t         
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4 4 4

2 2 2

20 0 02 2

, , , , , , , , ,

l l l
ii i

ll l

l l l

П z t П z t П t         
  

       

   
4

2
12

0

, , , , , , ,

l i
il

l

П t R z t      


  ,  (2.55) 

       
2

0 1

0

, , , , , , , , , 2 , , ,p

p

p

T z t T z t T z t P z t         


     

     
4 4 4

2 2 2

2 20 0 02

, , , , , , , , ,

l l l

l ll

l l l

P z t P z t P t         
  

        

   
4

42
1

0 2

, , , , , , ,

l

l

l

P t R z t      


  ,  (2.56) 

де 1

iR – залишкові члени  , , , ,i jC z t   та  , , ,jT z t   ( 0,1j  ) – 

члени регулярної частини асимптотики,  , , ,i

pП z t   і  , , ,pP z t   

( 0,2p  ) – функції типу примежового шару в околі    (поправ-

ки на виході фільтраційного потоку із області G );  
2

, , ,
i

lП z t  , 

 
2

, , ,lP z t  ,  
2

, , ,
i

lП z t  ,  
2

, , ,lP z t  ,  
2

, , ,
i
lП t   , 

 
2

, , ,lP t   ,  
2

, , ,
i
lП t   ,  

2
, , ,lP t    ( 0,4l  ) – функції типу 

примежового шару відповідно в околах 0  , Q  , 0z  , z H , 

що враховують вплив бічних джерел забруднень; 1( )       , 

1/2     , 1/2( )Q      , 1/2z    , 1/2( )H z      – від-

повідні регуляризуючі перетворення (розтяги). При цьому, функції 

( )id T  та ( )k T  розкладемо в ряд за степенями   у вигляді 

4
42

0 0 0 0 2 1

1 2 2

( ) ( ) ( ,..., ) ( ,..., , , )

l

i i i

i l l I

l

d T I I R R      


   , (2.57) 
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4
42

0 0 0 0 2 1

1 2 2

( ) ( ) ( ,..., ) ( ,..., , , )

l

i i i

l l J

l

k T J J R R      


   , (2.58) 

де j j j j j j jT P P P P P        ( 0,1i  ), 
2 2 2 2 2

j j j j jP P P P      

( 1,3j  ), 2 2 2 2 2 2P P P P P      , 0 4 0 4( ),..., ( ), ( ), ..., ( ),i i i iI I J J     

( ), ( )i i

I JR R   – неперервні функції своїх аргументів. 

Аналогічно, після підстановки (2.55)–(2.58) в (2.51)–(2.54) та 

застосування стандартної «процедури прирівнювання», для знахо-

дження регулярних частин асимптотики приходимо до таких задач: 

2

, ,

, ,

( , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

i

i j i j j

i i

i j j i j j

q
C z t C z t g z t

H t

C z h z C z t b z t

 
      



      

  
 

 
  

 

0 ( , , ) 0ig t   , 0

0 0( , , ) ( , , )i

ih z C z    , 0 *( , , ) ( , , )i ib z t c z t  ,  

1 ( , , ) 0ih z   , 1 ( , , ) 0ib z t  ,  

2 2 2

, , ,2

1 0 2 2 2
( , , , ) ( ( , ) )

i j i j i ji i
C C C

g z t I q
z

   
 

   
    

    

  

,0 ,0 ,02 0 0 0
0 1,0 2,0( , )( )

i i i
i i i i

i

C C CI I I
q J C C

z z
  

   

    
   

     
, 1,3i  ; 

2
4

4 4

( , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

j j j

j j j j

q
T z t T z t g z t

H t

T z h z T z t b z t

 
      



      

  
 

 
  

 

4

0 ( , , ) 0g t   , 4 0

0 0( , , ) ( , , )h z T z    , 4

0 *( , , ) ( , , )b z t T z t  , 

4

1 ( , , ) 0h z   , 4

1 ( , , ) 0b z t  ,  

 4 2 * **

1 4 0 0 0 1,0 2,0( , , , ) ( ( , ) ) ( , )i

zzg z t d q T T T k f C C        . 

У результаті їх розв’язання отримано 
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*

,0 0 1

0

( , , ( , )), ( , ),
( , , , )

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , );

i

i

i

C z t f t f
C z t

C f f t z t t f

    
 

     

  
 

 

 

*

2

1

,1

1

1
0

( , ) ( , , , ( , ) ( , )) ,

( , , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , );

i

i

t
i

Hq g z f t f d

C z t t f

g f t f t z t dt t f




         

   

     





   

 



  






 

*

0 0 1

0

( , , ( , )), ( , ),
( , , , )

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , );

T z t f t f
T z t

T f f t z t t f

    
 

     

 
 

 
 

*

2 4

1

1

4 1

1
0

( , ) ( , , , ( , ) ( , )) ,

( , , , ) ( , ),

( ( ( , ) , ), , , ) , ( , ),
t

Hq g z f t f d

T z t t f

g f t f t z t dt t f




         

   

     





   

 



  






 

де    
*

2, ,f H q s ds



      – час проходження виділеної части-

нки вздовж відповідної лінії течії (як перетину деяких двох повер-

хонь  , ,x y z  , 0 Q  ,  , ,z x y z z , 0 z H  ), від еквіпо-

тенціальної поверхні s   до еквіпотенціальної поверхні s  ; 

1f   – функція, обернена до функції f  стосовно змінної   (зазна-

чимо, що така функція існує, оскільки підінтегральна функція 2q  – 

неперервно диференційована, обмежена, додатньо визначена). 

Функції 
2

0

i i p

p

p

П П 


 та 
2

0

p

p

p

P P 


 призначені для усунен-

ня нев’язок, внесених побудованими регулярними частинами 

1

,

0

j

i i j

j

C C 


  та 
1

0

j

j

j

T T 


 в околі ділянки    (виходу фільт-

раційної течії). Тобто повинні виконуватись умови 
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   2i

i iC П C O
 







   ,    2T P T O

 







   . Для знахо-

дження цих функцій, маємо такі задачі: 

2 *
2 * ( , )
( , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i i i

p p p

q
q П z t П z t d z t

H
 

 
         ,  

0, ,i

pП при       0, , , , , , 0,2i i

p pП z t w z t p   , 

2 *
2 * 4( , )
( , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )p p p

q
q P z t P z t d z t

H
 

 
         ,  

0, ,pP при       40, , , , , , 0,2p pP z t w z t p   , 

де 0 ( , , , ) 0id z t   , 1,4i   1 0( , , , ) ( , , , )i i

td z t П z t    , 1,3i  ,   

4

1 0( , , , ) ( , , , )td z t P z t    , 2 1 2( , , , ) ( , , ) ( , , )i i iH Hd z t f z t e f z t e

 

    
 

  ,  

2 2
* * 2 * 0 0

1 2 2
( , , ) ( , , , ) ( , )

i i
i i

t

П П
f z t c z t q

z
    



 
   

 
, 4

1 ( , , )f z t   

2 2
* * 2 * 0 0

2 2
( , , , ) ( , )t

P P
T z t q

z
   



 
   

 
, 

2
1 * * 2 *0 0

2 2
( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

i i
i П П

f z t q q Hq
t t

        
 

 
, 4

2 ( , , )f z t   

2
1 * * 2 *0 0

2
2 ( , ) ( , ) ( , )

P P
q q Hq

t t
       

 
 

,  

   * *

0 ,0( , , ) , , , , ,i

i iw z t C z t C z t     ,   *

1 ,1( , , ) , , , ,i

iw z t C z t      

1,3i  , 2 ( , , ) 0iw z t  , 1,4i  ,  4

0 ( , , ) , ,w z t T z t    

 *

0 , , ,T z t  ,   4 *

1 1( , , ) , , ,w z t T z t    . 

Функції типу примежового шару  
4

/2

/2

0

, , ,i i l

l

l

П z t П  


 , 

 
4

/2

/2

0

, , ,
i i l

l

l

P z t P  


  і   
4

/2

/2

0

, , ,i i l

l

l

П z t П  


 ,  , , ,
i

P z t    
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4
/2

/2

0

i l
l

l

P 


  призначені для усунення нев’язок в околах 0   та 

Q   відповідно, а також функції  
4

/2

/2

0

, , ,i i l

l

l

П t П   


 , 

 
4

/2

/2
0

, , ,
i i l

l
l

P t P   


  і  
4

/2

/2

0

, , ,i i l

l

l

П t П   


 ,  , , ,
i

P t     

4
/2

/2

0

i
l

l

l

P 


  (призначені для усунення нев’язок в околах  0z   та 

z H ) знаходимо в результаті проведення стандартної процедури 

“прирівнювання” аналогічно до [18, 28]. 

 

2.3. Математичне моделювання процесу масоперенесення в то-

нкій трубці з врахуванням масообміну із зовнішнім середови-

щем через бічну поверхню 

Як приклад ефективності застосування запропонованого під-

ходу розв’язування крайових задач, також досліджено сингулярно 

збурений процес конвективно-дифузійного теплоперенесення у то-

нкій трубці з врахуванням теплообміну із зовнішнім середовищем 

та побудоване асимптотичне розвинення розв’язку відповідної мо-

дельної задачі з умовами третього роду на бічній границі. Такі за-

дачі, зокрема, виникають при моделюванні роботи ґрунтового теп-

лообмінника. 

Ґрунтові теплообмінники використовуються як джерело теп-

лової енергії для геотермальних теплових насосів. Для збору тепла 

рідина (як правило, водний розчин етиленгліколю) тече по трубі, 

розташованій в ґрунті або водоймі, і надходить до теплового насо-

су. Відбір тепла з ґрунту у випадку горизонтального ґрунтового те-

плообмінника здійснюється за допомогою прокладеної в ґрунті сис-

теми пластикових труб на глибині 1,5–3 метра, а у випадку верти-
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кального – за допомогою довгої U-подібної трубки або декількох 

таких трубок, що закладені у вертикальну свердловину [85, 91]. 

Оскільки конвективне перенесення тепла в ґрунтовому теплообмін-

нику превалює над дифузійним, що приводить до появи малого па-

раметра при відповідних членах рівняння конвективно-дифузійного 

теплоперенесення, ефективним є застосування асимптотичного ме-

тоду. 

Для побудови моделі та задання початкових та граничних 

умов ґрунтовий  теплообмінник "розігнемо" в пряму. При цьому 

приймемо наступні припущення: структура ґрунту однорідна в ра-

діальному та вертикальному напрямках; термічним опором стінки 

ґрунтового теплообмінника нехтуємо; втрати тиску на згинах труб-

ки не враховуються. 

В трубці довжиною l  та радіусом 0r  ( 0r l ) розглядаємо 

конвективно-дифузійний процес поширення тепла, який описується 

наступною модельною задачею [25]:  

2
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T T T T
r x

r r r x tx

   
 

  

   
    

   
, (2.59) 
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00
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 ,  (0, , ) ,T r t T r t , (2.60) 
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T x r t
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0

*

0 *

, ,
( ( , , ) ( , ))

r r

T x r t
T x r t T x t

r







   , (2.61) 

де ( , , )T x r t  – температура в точці з координатою ( , )x r  відповідної 

області в момент часу t , ( )v x  – швидкість конвективного перене-

сення, a   – коефіцієнт температуропровідності теплоносія 

( / ( )a c  ,   – коефіцієнт теплопровідності,   – густина, с  – 
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теплоємність), ( *0 ( )v v x  ), * 1/2     – коефіцієнт тепло-

віддачі, *

* ( , )T x t  – температура зовнішнього середовища. Вважаємо, 

що всі функції, які фігурують в умовах  (2.60)–(2.61) є достатньо 

гладкими та узгодженими між собою вздовж ребер та кутових то-

чок області  *

0( , , ) :0 , 0 , 0D x r t x l r r t t        .  

Розв’язок одержано у вигляді асимптотичного ряду:  

       0 1 0( , , ) , , , , ... , , , ,n

nT x r t T x r t T x r t T x r t П r t         

   1 /2

1 1 0 /2, , ... , , ( , , ) ... ( , , ) ...n i

n iП r t П r t P x t P x t      

       

1 /2

1 0 /2( , , ) ( , , ) ... ( , , ) ...n i

n iP x t Г x t Г x t    

       

1

1( , , ) ( , , , )n

n nГ x t R x r t  

  , (2.62) 

де  , ,iT x r t  ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних частин асим-

птотики,  , ,iП r t  ( 0, 1i n  ) – функції типу примежового шару в 

околі x l  (поправки на виході фільтраційної течії із даного пласта 

zG ),  /2 , ,iP x t ,  /2 , ,iГ x t  ( 0,2 1i n  ) – функції типу примежо-

вого шару відповідно в околах 0r   та 0r r , 1( )l x     , 

1

2r 


  , 
1

2
0( )r r 



    – відповідні регуляризуючі перетворен-

ня, nR  – залишковий член. 

Підставляючи (2.62) в (2.59)–(2.61) та прирівнявши коефіціє-

нти при однакових степенях   отримуємо задачі для знаходження 

регулярних частин асимптотики: 

1 2

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), (0, , ) ( , ),

i x i t i

i i i i

v x T x r t T x r t g x r t

T x r w x r T r t w r t

  


 

 

де 0 ( , , ) 0g x r t  , 1 0

0 0( , ) ( , )w x r T x r , 2

0 ( , ) ( , )w r t T r t ,  

1 1 1

1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )i i xx i rr i rg x r t T x r t T x r t T x r t

r
     , 1( , ) 0iw x r  , 
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2 ( , ) 0iw r t   ( 1,i n ). 

Розв’язки цих задач, аналогічно до [28], отримуємо у вигляді: 

0 1

0

0

*

( ( ( ) ), ) , ( ),
( , , )

( , ( )) , ( ),

T f f x t r t f x
T x r t

T r t f x t f x

  
 

 
 

1

0

0

( ( ( ) ), , ) , ( ),

( , , )
( , , ( ) ( ))

, ( ).
( )

t

i

i x

i

g f f x t t r t dt t f x

T x r t
g x r f x t f x

dx t f x
v x




  





 
 






 

З метою задовольнити другу із крайових умов будується зов-

нішня примежова функція 
1

0

( , , ) ( , , )
n

i

i

i

П r t П r t  




  в околі x l  

таким чином, щоб функція ( , , )u x r t  з точністю до 1( )nO    задово-

льняла як дане рівняння, так і всі крайові умови. Для цього вво-

диться заміна (розтяг) 1( ),l x     x l   . Врахувавши спів-

відношення: 
1

( )
x  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

x  

 


 
 та розклад функції  

( )v l   в ряд Тейлора в околі x l , перепишемо оператор 

( ) x tLП П v l П П       у вигляді: 

1 11
( )t rr rLП П П П П v l П

r
      

      
 

. 

Прирівнявши в рівності L ( 1

0 1 1... n

nП П П  

   )=0 коефі-

цієнти при однакових степенях ε, одержимо такі рівняння із відпо-

відними умовами для визначення iП : 

 

( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

0, , ( , ), ( , , ) 0,

i i i

i i i

П r t v l П r t d r t

П r t r t П r t
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0 ( , , ) 0d r t  , 
1

( )

( 1) ( )

1

( 1)
( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )

!

ii
i i

i i t k i

k

d r t П r t v l П r t
i

   


 




   

( 1, 1i n  ), ( , ) ( , , )i ir t T l r t    ( 0,i n ), 1( , ) 0n r t   . 

Розв’язавши їх, отримаємо: 

0 ( )

0

( , , )
( , , )

( )

v l
T l r t

П r t e
v l

   , 

00 0 ( )

1 3 2

( , , )( ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( )

( )( ) ( )

t v l
T l r tv l T l y t T l y t

П r t e
v lv l v l

   


     

00 02 ( )

2 2

( , , )( ) ( , , ) ( ) ( , , )
( )

2 ( ) ( ) ( )

t v l
T l r tv l T l r t v l T l r t

e
v l v l v l

     
 

   . 

З метою задовольнити другу і третю з умов (2.61) будуються 

зовнішні примежові функції  
2 1

/2

/2

0

, ,
n

i

i

i

P P x t 




  та 

 
2 1

/2

/2

0

, ,
n

i

i

i

Г Г x t 




  відповідно. Для цього вводять заміни 

1/2r     та 1/2

0( )r r     . Задачі для знаходження цих функ-

цій отримуються аналогічно до того, як це було зроблено для при-

межової функції :П   

1

/2 /2 /2 /2

1

/2 /2 /2 /2
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( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),
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 (2.53) 

де 1

0 ( , , ) 0x t   , 1

1

2

( , , ) 0x t   , 1
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xx

x t P x t  


    

( 1)
2

1
( , , )iP x t
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2
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1
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2
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Г x Г t Г x t x t

Г x t





 

    

  




   



  




  (2.54) 

де 2

0 ( , , ) 0x t   , 2

1 0

02

1
( , , ) ( , , )x t Г x t

r
   , 
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1
( ) ( 1)

1 02 2 2

( 1)
( , , ) ( , , ) ( , , )

k ki

i i k ik
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k

x t Г x t Г x t
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  , 2,2 1i n  , 

2 * *

0 0 0 0 * 0 0( , ) ( ( , , ) ( ,0, ) ( , )) ( , , )x t u x r t Г x t T x t T x r t     , 

*

22

*
2 0 0

2 2 2
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( ( , , ) ( ,0, )) ( , , ), парне;

i

i

i i i

Г x t i

x t
T x r t Г x t T x r t якщо i











 
 



 

2

1 1( , ) ( ,0, )n nx t Г x t   . 

Наведемо схему знаходження поправки 0 ( , , )Г x t . Введемо в 

області  *

0( , , ) :0 , 0 / , 0x t x l r t t         рівномірну сітку 

  , , : ;j m k jx t x j x    ;m km t k t     , де 

*

0/ , / ( ), /x l N r M t t K       , 1,j N , 1,m M , 1,k K . 

Після чого застосуємо до відповідної задачі апроксимацію за різни-

цевою схемою:  

0

,1 ,0 , , 1 , 0,

1

, , , 1 , , 1 , 1,

2

(1 ) ( , ), 0, 0, 0,

2
( ) ,

( )

k k k k k

j j j k j M j M j m m

k k k k k k k

j m j m j m j m j m j m j m

j

Г Г x t Г Г Г Г

Г Г Г Г Г Г Г
v x

t x

  







  

         

    

 
 

 

де  , 0 , ,k

j m j m kГ Г x t , * *

0 0 *( , ) ( ( , , ) ( , ))j k j k j kx t T x r t T x t     

0 0( , , )j kT x r t ,  1, ,j N  1, , 1,m M k K  .  
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2.4. Результати числових експериментів 

 
Наведемо результати розрахунку процесу типу “конвекція-

дифузія” на ідеальному фільтраційному фоні, породженому двома 

особливими точками 1 0z   та 2 4z   (відповідно витік та втік од-

накових інтенсивностей 0 2Q  ), комплексний потенціал якого – 

0 1 2( / 2 ) ln(( ) / ( ))w Q z z z z    ,  при * 2.7   , * 1.5   , 

 : ( , ) 0AD z x y  ,  : ( , ) 2BC z x y   . На рис. 2.1,а зображе-

но рівномірну сітку області комплексного потенціалу wG , а на 

рис. 2.1,а  – відповідну динамічну сітку в zG : 

*

* *( , ) (( ) ) /10
df

ix y i         , *( , ) ( ) / 20
df

jx y Q j    , 0,10i  , 

0,20j  , величину швидкості фільтрації  
1/2

( / )( / )v dz dw dz dw


  у 

вузлах ( , )i j  , та лінії фронту конвективного переносу 

( , ) kf t   , 1,4k   при 1 0.035t  , 2 1.098t  , 3 0.213t  , 4 0.432t  , 

(криві 1-4 відповідно) [27]. 

Розподіли концентрацій ( , , )C t  , ( , , )U t  , ( , , )H t  , 

( , , )N t   розчинних речовин при 310  , * 10k  , 1 1d  , 2 2d  , 

3 1d  , 4 1d  , 0 2 2 1

0 ( , ) 0.4 (1/ 4) sin ( ) (3 ( 2.7) )C           , 

0 2 2 1

0 ( , ) 0.7 (1/ 3) cos ( / 2)(3 ( 2.7) )U            , 0

0 ( , )H     

2 10.5 sin( / 6) (3 ( 2.7) )         , 0

0 ( , ) 0.2 sin( / 6)N         

1 2 110 (3 ( 2.7) )     , 2 1

* ( , ) 0.4 (1/ 4) sin ( ) e 3tC t        ,  

2 1

* ( , ) 0.7 (1/ 3) cos ( / 2) e 3tU t          , * ( , ) 0.5H t    

1sin( / 6) e 3t       , 1

* ( , ) 0.2 sin( / 6) e 30tN t         , 

* 2 2 2 1( , ) 0.4 (1/ 4)sin ( ) (3 ( 1.5 2.7) )tC t e         , *( , )U t   
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2 2 2 10.7 (1/ 3)cos ( / 2) (3 ( 1.5 2.7) )te          , *( , ) 0.5H t    

2 2 1sin( / 6) (3 ( 1.5 2.7) )te        , *( , ) 0.2 sin( / 6)N t       

1 2 2 110 (3 ( 1.5 2.7) )te         зображено на рис. 2.4. Так на рис. 2.4 

зображено регулярні частини 0C , 0 1C C  (а), 0U , 0 1U U , (б) 

 

           а) 

 

б) 
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  в) 

 

г) 

Рис.2.4. Вплив дифузійних поправок на розподіл концентрації забруднюю-

чих речовин 

 

0H , 0 1H H  (в) та 0N , 0 1N N  (г) (криві 1 3  та * *1 3  відпові-

дно в моменти часу 1 0.0305t  , 2 0.0537t  , 3 0.1265t   вздовж лінії 

течії 1.57079  ) розв’язку поставленої задачі.  
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На рис.2.5 проілюстровано залежність  розподілу  концентра-

ції  розчинної  речовини C  (а) та U  (б) від коефіцієнта дифузії 

вздовж лінії течії 0,9424   в момент часу 0.1265t   при 

1 0,01  , 2 0,05  , 3 0,075  , 4 0,1   (криві  1-4 відповідно).   

 

   

 а) 

 

 б)  

Рис.2.5. Залежність розподілу концентрації розчинної речовини від коефі-

цієнта дифузії 
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Рис.2.6. Вплив масообміну на розподіл концентрації C  

 

Вплив  масообміну  на розподіл концентрації C  (вздовж лінії 

течії 2.513   в момент часу 0.37t  ) проілюстровано на рис. 2.6 

при 0.01  , *

1 0,5,10,20k   (криві 1-4 відповідно). 

Наведемо результати розрахунку розглянутого в пункті 2.2.1 

процесу на тому ж ідеальному фільтраційному фоні.  

На рис. 2.7 зображено розподіли концентрацій 1( , , )C t  , 

2 ( , , )C t  , 3( , , )C t   розчинних речовин при:  

0 2 1

1,0 ( , ) 0.1 (1/ 50)exp( / 2)(3 ( 2.7) )C          , 0

2,0 ( , )C      

2 10.15 (1/10)cos( )(3 ( 2.7) )      ,  0

3,0 ( , ) 0.01 (1/ 50)C       

2 2 1sin ( )(3 ( 2.7) )     , 0

0 ( , ) 10T    , 1*( , ) 0.1 (1/ 50)C t     

exp( / 2)exp( ) / 3t   , 2*( , ) 0.15 (1/10)(exp( ) / 3)cos( )C t t    , 

*( , ) 10T    , 2

3*( , ) (1/ 50)sin ( )exp( ) / 3 0.01C t t    , *( , ) 10T    , 

* 2 1

1 ( , ) 0.1 (1/ 50)exp( / 2)exp( 2 )(3 ( 1.5 2.7) )C t t         , 

* 2 1

2 ( , ) 0.15 (1/10) cos( ) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t           , 

* 2 2 1

3 ( , ) 0.01 (1/ 50)sin ( ) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t          . 
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Так на рис. 2.7,а зображено регулярні частини 1,0C  та 

1,0 1,1C C  при 
10

2 10( ) 10 e

T

k T



  (криві 1-2 та 1*-2* в моменти часу 

0.03t   та 0.74t   відповідно) розв’язку поставленої задачі при  

0.01  , 1( ) 10(1/ )(1 exp( 10))d T T T   , * 2k   вздовж лінії 

2.51  . Аналогічно інтерпретуються результати для речовин 

2 3,C C на рис. 2.7,б та рис. 2.7,в. 

 

а) 

 

б) 
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в) 

Рис. 2.7. Вплив дифузії та масообміну на розподіл концентрації 

розчинних речовин  

 

 

Рис. 2.8. Вплив швидкості хімічної реакції ( )k T  на розподіл кон-

центрації розчинної речовини 

 

На рис. 2.8 зображено регулярні частини 1,0C  (крива 1), 

2,0 2,1C C  при ( ) (1/ )(100 exp( 10))k T T T   , ( ) 10(1/ )k T T   
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(1 exp( 10))T   ,  ( ) (1/ )(1 exp( 10))k T T T    (криві 2-4 відпові-

дно) розв’язку поставленої задачі при 0.01  , 0.37t  ,  * 2k  , 

2.51  . 

Збіжність асимптотичного розвинення розв’язку до точного 

проілюстровано на тестових  прикладах.  

Так для крайової задачі: 
2

2

С С
tx

  


,    
0

, ( )
t

С x t w x

 , 

   
0

, , 0
x x l

С x t С x t
 
  , точний розв’язок якої має вигляд [38]:        

 

2 2

2

1

( , ) sin

n
t

l
n

n

n x
С x t a e

l

 
 



 , 
0

2
( )sin

l

n

n x
a w x dx

l l


  , 

асимптотичне наближення розв’язку з точністю ( )nO   знайдено у 

вигляді ряду:  

         

     

1/2

0 1 0 1/2

1/2

0 1/2

( , ) , , ... , , , ...

, , ... , , , / , ( ) / .

n

nС x t С x t С x t С x t P t P t

P t P t r x t x l x

     

       

      

      
 

Регулярні складові розв’язку  0 ,С x t  та  1 ,С x t  знаходяться 

шляхом розв’язання задач: 

0

0

( , )
0,

( ,0) ( ),

C x t

t

С x w x





 

 

2

2

0

( , ) ( , )
,

( ,0) 0, 1,

i iC x t C x t

t x

C x i n

 


 
  

  

у вигляді  0 ( , ) ( )С x t w x , 1 ( , ) ( )С x t w x t , … 

На рис 2.9,а зображено графіки точного розв’язку (суцільна 

крива) та асимптотичного (пунктирна крива) при ( ) 0.2sin( )w x x , 

1l  , 410   при значеннях безрозмірного часу 2t  , 3t  , 4t   

(1–3 відповідно). 
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Для задачі: 
2

2
( , )

C C
g x t

tx

 

 


,  
0

, 0
t

С x t

 , точний 

розв’язок якої  має вигляд 
2( )

4 ( )

0

1
( , ) ( , )

2 ( )

xt

tС x t e g d d
t



     
 

 







  , асимптотичне набли-

ження розв’язку з точністю ( )nO   представлено у вигляді ряду: 

       0 1( , ) , , ... , ,n

nС x t С x t С x t С x t r x t       . 

  

а) 

 

б) 

Рис. 2.9. Порівняння точного та наближеного розв’язків  
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Після підстановки і розв’язання відповідних задач для скла-

дових, отримано: 

0

0

( , ) ( , )

t

u x t g x t dt  , ( 1)

0

( , ) ( , )

t

i i xxu x t u x t dt  , 1,i n . 

На рис 2.9,б зображено графіки точного розв’язку (суцільна 

крива) та асимптотичного (пунктирна) при 410  , 

0 10,
( , ) sin( ),

0 ,1

tt
g x t x при

xt 

 
 

  
   

Наведемо результати розрахунку розглянутого в п. 2.2.2 про-

цесу конвективної дифузії в двошаровому середовищі. Початковий 

розподіл забруднення та температури в середовищі відповідно ста-

новлять  10 2 2 2

0 , 0.1 0.01((7.14) ) 1) ( / 50)С tg       , 

 2 0 2 2

0 , 0.35 0.035((7.14) ) 1)С       ,  3 0

0 , 0С     

 0

0 , 10T    .  

 

Рис.2.10 Розподіл концентрації забруднюючої речовини 
1( , , )C t  .  
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На вході в область маємо 

 1 2, 0.1 0.01 ((10 ) / 50)С t tg t     ,  2 , 0.385С t  , 

 3 , 0С t  ,  * , 10T t  . Комп’ютерний експеримент проводився 

при таких значеннях коефіцієнтів системи (1)-(6): 1 0.8  , 

2 0.7  , 310  , 1,1 8d  , 1,2 7d  , 2,1 4d  , 2,2 5d  , 3,1 9d  , 

3,3 10d   1 0.45  , 2 0.3  . 

На рис. 2.10 проілюстровано вплив дифузії та масообміну на 

розподіл концентрації забруднюючої речовини першого сорту. Так, 

криві 1*-3* відповідають конвективний складовим розв’язку 

1

,0 ( , , ) ( 1,2)jC t j    в моменти часу 1 0.5t  , 2 2.1t  , 3 4.8t  , а кри-

ві 1-3 загальному розв’язку 1( , , ) ( 1,2)jC t j    в ті ж моменти часу.  

 

Рис. 2.11 Розподіл температури середовища ( , , )T t  .  

 

Зростання температури середовища в результаті теплоутво-

рення внаслідок хімічної реакції зображено на рис. 2.11. Так, крива 

1* відображає початковий розподіл температури в середовищі, а 

криві 1-3 відповідають розв’язку ( , , )T t   системи (9)-(13) в моме-
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нти часу 1 0.2t  , 2 2.4t  , 3 4.8t  . 

Результати комп’ютерного моделювання процесу, описаного 

в пункті 2.3, представлені на рис. 2.12 – рис. 2.17. Вважаємо, що 

трубка ґрунтового теплообмінника радіусом 0 0,02r м  заповнена 

водним розчином етиленгліколя, властивості якого наступні: кое-

фіцієнт теплопровідності 0.43 /Вт м с   , густина 

31060 /кг м  , теплоємність 3.31 /с кДж кг . Отже, 

4 21.2 10 /a м с    . Швидкість перенесення теплоносія в трубці 

теплообмінника ( ) 1 /v x м с . Прийнято, що початковий розподіл 

температури в трубці 0 o

0 ( , ) 0T x r C , а на вході поступає теплоносій 

з температурою o

*( , ) 0T r t C .  

 

 
Рис. 2.12. Розподіл температури на поверхні трубки горизонталь-

ного теплообмінника 

 

У випадку моделювання роботи горизонтального теплооб-

мінника, розташованого нижче глибини промерзання ґрунту, роз-
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рахунки проводились за температури ґрунту * o

* 6T C . Зростання 

температури 0( , , )T x r t  горизонтального теплообмінника довжиною 

100l м  за рахунок відбору ґрунтового тепла в моменти часу 10 c , 

20 c , 40 c , 50 c , 70 c  та 100 c  (криві 1–6 відповідно) при 

10  2/Вт м  (сухий піщаний ґрунт) зображено на рис. 2.12.  

 

а) 

 

б) 

Рис. 2.13. Залежність розподілу температури від коефіцієнту теп-

ловіддачі 
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На рис 2.12. проілюстровано розподіл температури вздовж 

радіальної координати трубки теплообмінника на виході в моменти 

часу 2t c (рис. 2.12,а)  та 40t c (рис. 2.12,б)  для різних типів 

ґрунтів, яким відповідають різні коефіцієнти тепловіддачі: 

1 10 15    2/Вт м – сухий піщаний ґрунт, 2 20 25    2/Вт м – 

сухий глинястий ґрунт, 3 30 35    2/Вт м – ґрунт з ґрунтовими 

водами.  

На рис 2.13 проілюстровано розподіл температури вздовж ра-

діальної координати трубки теплообмінника на виході в моменти 

часу 2t c (рис. 2.13,а)  та 40t c (рис. 2.13,б)  для різних типів 

ґрунтів, яким відповідають різні коефіцієнти тепловіддачі: 

1 10 15    2/Вт м – сухий піщаний ґрунт, 2 20 25    2/Вт м – 

сухий глинястий ґрунт, 3 30 35    2/Вт м – ґрунт з ґрунтовими 

водами.  

Розподіл температури на поверхні трубки теплообмінника 

довжиною 100l м  (рис. 2.14,а) та 200l м  (рис. 2.14,б) для 

різних типів ґрунтів зображено на рис 2.14. Як видно з графіків, 

збільшення приросту теплової енергії є суттєвим на ділянці трубки 

до 100 120 м  в залежності від типу ґрунту (чим вища 

теплопровідність ґрунту, тим меншої довжини теплообмінник 

потрібно використовувати). В ґрунті з ґрунтовими водами 

теплоносій в трубці встигає прогрітись при довжині 

теплообмінника 50 60 м . 
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а) 

 

б) 

Рис. 2.14. Розподіл температури в трубках різної довжини 

 

У випадку моделювання роботи вертикального теплообмін-

ника необхідно задати співвідношення для визначення температури 

ґрунту за глибиною в конкретний момент часу, як це зроблено на-

приклад в [85, 91]. Приймемо, що функція залежності температури 

ґрунту від глибини описується законом 

* 3 3 (2 1)

* 0 1 3 2 1( ) ( ) ( ) ... ( ( )) ...i

iT x x l x x l x x l x    

         , де i  
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визначаються шляхом апроксимації експериментальних даних ви-

мірювання температури ґрунту. 

 

 

Рис. 2.15. Функція визначення температури ґрунту за глибиною 

 

Розрахунки проводились при таких значеннях 0 2  , 

3

1 2 10   , 5

3 2 10   ,  5 2 1... ... 0i       (рис. 2.12), в припу-

щенні відсутності теплообміну між частинами трубки, що розташо-

вані поряд. 

На рис. 2.16 показано розподіл температури 0( , , )T x r t  верти-

кального теплообмінника довжиною 100l м  в моменти часу 10 c , 

20 c , 40 c , 50 c , 70 c  та 100 c  (криві 1–6 відповідно) при 

10   2/Вт м . 
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Рис. 2.16. Зростання температури на поверхні трубки вертикального те-

плообмінника  

 

Якщо у випадку горизонтального теплообмінника високе 

значення тепловіддачі ґрунту дає більшу температуру теплоносія на 

виході, то у випадку ґрунтового теплообмінника вертикального ти-

пу кращі показники ефективності відбору ґрунтового тепла  у теп-

лообмінника меншої глибини (рис. 2.17.а), закладеного в ґрунт з 

меншою провідністю, оскільки при підйомі нагрітого на глибині 

теплоносія через холодні верхні шари ґрунту частина тепла відда-

ється теплообмінником назад у зовнішнє середовище. 

 

а)  
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б) 

Рис. 2.17. Розподіл температури в трубках вертикального теплоо-

бмінника різної глибини 

 

Оскільки глибина проникнення сезонних коливань 

температури складає близько 10 15 м , ефективним вирішенням 

цієї проблеми може бути теплоізоляція трубки теплообмінника у 

верхніх шарах ґрунту. 
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РРООЗЗДДІІЛЛ  33..  ООББЕЕРРННЕЕННІІ  ССИИННГГУУЛЛЯЯРРННОО  ЗЗББУУРРЕЕННІІ  ЗЗААДДААЧЧІІ  

ТТИИППУУ  ““ККООННВВЕЕККЦЦІІЯЯ  --  ДДИИФФУУЗЗІІЯЯ””  ДДЛЛЯЯ  ДДВВООЗЗВВ’’ЯЯЗЗННИИХХ  

ООББЛЛААССТТЕЕЙЙ  

Теорія обернених задач для параболічного і гіперболічного 

типів рівнянь почала інтенсивно розвиватись у останні десятиріччя 

минулого століття. Завдяки своїм можливостям визначення фізич-

них властивостей матеріалів і параметрів різноманітних за своєю 

природою процесів, обернені задачі набули широкого практичного 

застосування у багатьох галузях науки і техніки, зокрема, металур-

гії, медицині, біології, космічній розвідці, екології та ін.  

Особливу цінність застосування теорії обернених задач має у 

тих випадках, коли проведення безпосередніх вимірювань відпові-

дних параметрів є неможливим, наприклад, через недоступність 

матеріалу чи середовища або швидкоплинність процесу. Результа-

тивними доробками в теорії обернених задач є праці Прилепка І.Я., 

Костіна А.Б., Лучка І.Я., Іванчова М.І. [78, 79].  

Важливим прикладом обернених задач є задачі конвективної 

дифузії, які в своїх рівняннях мають невідомі коефіцієнти при ста-

рших похідних. В таких задачах невідомі коефіцієнти дифузії вигі-

дніше шукати у вигляді функцій від часу або координат фізичної 

області, оскільки, в такому випадку, задання відповідних інтеграль-

них, початкових або фінальних умов перевизначення буде більш 

доцільніше з точки зору економічних та технологічних затрат. 

Умови перевизначення являють собою умови, що характеризують 

певні фізичні властивості невідомих параметрів в потрібний мо-

мент часу або на деякій ділянці досліджуваної області. 

 Якщо вибрано конкретні умови перевизначення для постав-

леної моделі, тоді вихідна сингулярно-збурена задача буде 
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розв’язуватись почерговим знаходженням регулярних членів асим-

птотики із основного рівняння та умов перевизначення. 

 

 

3.1. Асимптотичне розвинення розв’язків сингулярно збурених 

крайових задач типу “конвекція-дифузія” з невідомим залеж-

ним від фізичних координат двозв’язної області коефіцієнтом 

дифузії 

 

Для області (0, )zG G   , де = +iz x y , zG –  двозв’язна кри-

волінійна область, обмежена двома замкненими гладкими контура-

ми  * *:  ( , ) 0L z f x y   – внутрішній,  * *:  ( , ) 0L z f x y   – зов-

нішній (див.рис.2.1 а), розглядатимемо таку обернену модельну за-

дачу процесу конвективної дифузії при фільтрації у відповідному 

однорідному пористому середовищі: 

 ( , ) ( , ) ,x

c c c
b x y b x y v x y

x x y y x

       

     
        

 

 ,y

c c
v x y

y t

 
 

 
, (3.1) 

     *
*

* 0

0, , , , ( , ,0) , ,0 ,L L
c c M t c c M t c x y c x y      (3.2) 

*

*

( , ,0)
( , ) ( , )

c x y
b x y c x y

t





, ( , ) zx y G , (3.3) 

( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  ,  

*L
  , 

*

y x

L

Q v dx v dy   , (3.4) 

де  , ,c x y t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній те-

чії у точці ( , )x y  в момент часу t , M – біжуча точка відповідної 

кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої, ( , )b x y - доста-
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тньо гладка обмежена функція,   ( 0  ) – малий параметр, 

, ,x yv v – відповідно потенціал та компоненти його швидкості в по-

ристому середовищі zG . 

Припустимо, що задача (3.4), шляхом конформного відобра-

ження \z wG Г G , де * *

* *A A M M   – розріз двозв’язної області 

zG  уздовж однієї з ліній течії,  а 

 * *

* *: ,wG w i Q Q             – відповідна zG  область 

комплексного потенціалу (див.рис.2.1 б), ( , )x y   – функція те-

чії (комплексно спряжена до ( , )x y  ), є розв’язаною, зокрема, 

знайдено поле швидкості  ( , ), ( , )x yv x y v x y . 

Тоді, здійснивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y    у 

рівнянні (3.1) та умовах (3.2), (3.3), приходимо до відповідної 

“дифузійної задачі” для області wG : 

   2 , ( , ) ( , ) ( , )v a u u a u              


 2( , ) ( , ) , ,ta u v u u           (3.5) 

   0

0, ,0 ,u u    ,  * *( , , ) ,u t u t   ,  * *( , , ) ,u t u t   , (3.6) 

*

*( , ) ( , ,0) ( , )ta u u      , (3.7) 

де  ( , , ) ( ( , ), ( , ), )u t c x y t      , ( , ) ( ( , ), ( , ))a b x y       і т.д. 

Розв’язок кожної із періодичних щодо змінної   задач (3.5)-

(3.7) для знаходження невідомих ( , , )u t   та ( , )a    з точністю 

1( )NO    шукаємо у вигляді асимптотичних рядів: 

     0

1

, , , , , ,
n

i

i

i

u t u t u t      


 
   
 

  

 
1

0

, , ( , , , )
n

i

i

i

t r t      




 , (3.8) 
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     0

1

, , , ( , , )
N

i

i a

i

a a a r         


   , (3.9) 

де  , ,iu t  , ( , )ia    ( 0,i n ) – члени регулярної частини асимп-

тотики, зокрема,  0 , ,u t   – розв’язок відповідної виродженої за-

дачі (конвективного переносу),  , ,iu t   ( 1,i n ) – поправки, які 

враховують вплив дифузії всюди в даній області (за виключенням 

деякої її приграничної ділянки),  , ,i t    – функції типу приме-

жового шару в околі    (поправки навколо виходу фільтрацій-

ної течії), 1( )       – відповідне регуляризуюче перетворення 

(розтягнена змінна),    , , , , , ,ar t r       – залишкові члени. 

В результаті підстановки (3.8) та (3.9) в (3.5)-(3.7) та вико-

нання стандартної процедури прирівнювання коефіцієнтів при од-

накових степенях   одержано такі задачі для знаходження регу-

лярних членів асимптотики: 

     

       

2

0 0

0

0 * * 0 0

, , , , , 0,

, , , , , ,0 , ,

tv u t u t

u t u t u u

     

      

   


 

 

*

0 0 0 *( , )( ( , ,0) ( , ,0)) ( , )
t t

a u u          , 

   

   

2

*

, , , ,

, ,0 0, , , 0,

k k t k

k k

v u u g t

u u t

   

   

   


 

 

0 0( , )( ( , ,0) ( , ,0))
t tka u         

1

0

( , )( ( , ,0) ( , ,0)),
t t

k

i k i k i

i

a u      


 



     

1
2

0

( , , ) ( , ) ( , )( ( , , )
k

k i k i

i

g t v a u t
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( , , )) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )k i i k i i k iu t a u t a u t
    

           
  


, 

1,k n . 

У результаті їх розв’язання маємо: 

 
    

     
0 0 1
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де  
 

*

2
,

,

d
f

v






 

 
  , 1f    функція обернена до f  відносно 

змінної  , 
 




 
 . 

З метою задовольнити другу із крайових умов будується зов-

нішня примежова функція 
1

0

n
i

i

i

  




  в околі *   таким чином, 

щоб функція  , ,u t   задовольняла як дане рівняння, так і всі 

крайові умови. Для цього вводиться заміна (розтяг): 
* 





 . 
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Врахувавши співвідношення: 
1

( )
  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

  

 


 
 

перепишемо оператор  

     2 ( , ) , , ,L v a a a                       

2 ( , ) tv       у вигляді змінних ( , ,t  ):  

2 * *( , ) ( , )L v a





       



 
     

 
 

* * 2 *1
( , ) ( , ) ( , ) ta a v



   


            

 


      


 

Розкладемо 2

*( , )v     і *( , )a     в ряди Тейлора в 

околі *  :  

2 * 2 * * * 2 *( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( ( , )v v v v v                  

* * 2 2( , ) ( , )) ...v v       , 

* * * *

0 1 0( , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , )a a a a


               

* * * 2 2

1 0 1

1
( , )) ( ( , ) ( , )) ...

2
a a a

  
               

Похідні *( , )a     і *( , )a     в околі *   запи-

шуться так: 

* * 2 * 2 *

0 1 0( , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , )a a a a
                     

3 * 3 * 4 * 2

1 0 1

1
( , )) ( ( , ) ( , )) ...

2
a a a

  
               

 

* * * *

0 1 0( , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , )a a a a
                  

* * * 2 2

1 0 1

1
( , )) ( ( , ) ( , )) ...

2
a a a

  
              

Прирівнявши коефіцієнти при однакових степенях ε одержи-
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мо, для визначення i , такі рівняння із відповідними умовами: 

*

0 0 0

* *

0 0

0

( , ) ( , , ) ( , , ) 0,

(0, , ) ( , ) ( , , ),

0.

a t t

t u t u t

 



       

    




  


 




 

Тоді    

*

* *
*

( ,0)

( , )* *

0 0, , ( , ( , , ))

tu

ut u t u t e




      


  . 

0* *

0 1 1 02 *

* *

0 1 0 0

*

1 1

1

( , , )
( , ) ( , , ) ( , , ) ( , )

( , )

( , , ) ( ( , ) ( , ) ) ( , , ),

(0, , ) ( , , ),

0.

t
t

a t t a
v

t a a t

t u t



  

 



  
         

 

          

   





   


  




 





 

В результаті розв'язання даної системи отримаємо:  

* * * *
* 0* *

1 0 * 2 *

( , ) ( , ) ( , , )
( , , ) ( ( , ) ( , , ))

( ,0) ( , )

tt

t

u u t u t
t u t u t

u v


    

      
  

 
   

 

 


*

* * * * *

1 0 **2 *

*

( ,0)
( , , ) ( ( , , ) ( , )) ( , )

( , )

tu
u t u t u t u

u


      

 
   

*

* *
*

( ,0)
* * *2

( , )* * *
** 2 * *

( ,0) ( , )
( , ) .

2( ,0) ( , ) ( ,0)

tu

utt

t t

u u
u e

u v u




 


  
  

   

   
     

    

 

Легко бачити, що  

*

* *
*

( ,0)
1

( , )

0

( , , ) ( , , ) ,

tu
k

uj

k kj

j

t t e




       
 



   

1, 1,k n    де всі kj  визначаються через ( )ij i k   та граничні 

умови. 

Для оцінки r   та ar  маємо наступні співвідношення: 
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   2

1

, ( , ) ( , , )
n

i

i a

i

v a r r r         


 
   

 
  

1 1

( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( , , )
n n

i i

i a i a

i i

a r r a r
                

 

   
       
   
   

 2 1( , ) , ( , , )n

t nr v r r g t           , 

*

*( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0;r t r t r             

1( , , ) ( , , ),n

a nr p        

де ( , , )ng t  та ( , , )np     виражаються через відомі члени рядів 

(3.8) та (3.9).  

 

 
3.2. Математичне моделювання сингулярно збурених процесів 

конвективної дифузії у випадку невідомого залежного від часу 

коефіцієнта дифузії 

 
Для області G  (див. п. 3.1) розглядатимемо таку обернену 

модельну задачу процесу конвективної дифузії при фільтрації у ві-

дповідному однорідному пористому середовищі: 

     
2 2

2 2
, ,x y

c c c c c
a t v x y v x y

x y tx y


     
    

    
, (3.10) 

 
*

,Lc c M t ,  *

* ,
L

c c M t ,  0

0( ,0)c M c M , (3.11) 

*

*

*

( , )
( ) ( )

L

c M t
a t dl c t l

n




 , (3.12) 

( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  ,  

*L
  , 

*

y x

L

Q v dx v dy    , (3.13) 
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де  , ,c x y t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній 

течії у точці ( , )x y  в момент часу t , M – біжуча точка відповідної 

кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої, ( )a t - коефіці-

єнт дифузії,  ( )a t - достатньо гладка обмежена функція,  ( 0  ) – 

малий параметр, , ,x yv v – відповідно потенціал та компоненти його 

швидкості в пористому середовищі zG . 

Припустимо, що задача (3.13), шляхом конформного відо-

браження \z wG Г G , де * *

* *A A B B   – розріз двозв’язної області 

zG  уздовж однієї з ліній розділу течії, а 

 * *

* *: ,wG w i Q Q             – відповідна zG  область 

комплексного потенціалу (див.рис.2.1 б), ( , )x y   – функція те-

чії (комплексно спряжена до ( , )x y  ), є розв’язаною, зокрема, 

знайдено поле швидкостей  ( , ), ( , )x yv x y v x y . Тоді, здійснивши за-

міну змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівнянні (3.10) та умовах 

(3.11), приходимо до відповідної “дифузійної задачі” для області 

wG : 

      2 2, , ta t v u u v u u         , (3.14) 

   0

0, ,0 ,u u    ,  * *( , , ) ,u t u t   ,  * *( , , ) ,u t u t   , (3.15) 

*

*

*

* *( ) ( , , ) ( )
Q

Q
a t u t d u t Q     , (3.16) 

де ( , , ) ( ( , ), ( , ), )u t c x y t      , і т.д. 

Розв’язок кожної із періодичних щодо змінної   задач 

(3.14)-(3.16) на знаходження невідомих ( , , )u t   та ( )a t  з точністю 

1( )NO    шукаємо у вигляді асимптотичних рядів: 



 112 

     0

1

, , , , , ,
n

i

i

i

u t u t u t      


 
   
 

  

 
1

0

, , ( , , , )
n

i

i

i

t r t      




   (3.17) 

     0

1

( , ),
N

i

i a

i

a t a t a t r t 


    (3.18) 

де  , ,iu t  , ( )ia t  ( 0,i n ) – члени регулярної частини асимпто-

тики, зокрема:  0 , ,u t   – розв’язок відповідної виродженої задачі 

(конвективного переносу);  , ,iu t   ( 1,i n ) – поправки, які вра-

ховують “вплив” дифузії всюди в даній області (за виключенням 

деякої її приграничної ділянки);  , ,i t    – функції типу приме-

жового шару в околі    (поправки на виході фільтраційного по-

току), 
 




 
  – відповідне регуляризуюче перетворення, 

   , , , , ,ar t r t     – залишкові члени. 

В результаті підстановки (3.17) та (3.18) в (3.14)-(3.16) та ви-

конання стандартної процедури “прирівнювання” коефіцієнтів при 

однакових степенях   одержано такі задачі для знаходження 

розв’язку: 

     

       

2

0 0

0

0 * * 0 0

, , , , , 0,

, , , , , ,0 , ,

tv u t u t

u t u t u u

     

      

   


 

 

*

*

*

0 0 * *( ) ( , , ) ( )
Q

Q
a t u t d u t Q     , 

   

   

1
2 2

0

*

, ( ) , ( ),

, ,0 0, , , 0,

k

k k t i k i k i

i

k k

v u u a t v u u

u u t
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* *

* *

1 Q

0 * *
Q

0

( ) ( , , ) (t) ( , , ) .    
kQ

k i k i
Q

i

a t u t d a u t d
      







    

Розв’язки даних задач запишуться у вигляді: 

 
    

     
0 0 1

0

, , , , ,
, ,

, , , , ,

u t f t f
u t

u f f t t f

    
 

    





  

  


 

*

*

*

*
0

0 *

( )
( )

( , , )
Q

Q

u t Q
a t

u t d   




, 

 

*

2

1

0

, , ( , ) ( , )
, ( , ),

( , )
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),

k

k
t

k

g t f f
d t f

v
u t

g f f t t t dt t f





     
  

 
 

     

  



 
   







 

*

*

*

*

1

*

0

0 *

( ) ( , , )

( ) , 1,

( , , )

k Q

i k i
Q

i
k Q

Q

a t u t d

a t k n

u t d





  

  





  
 


. 

де  
 

*

2
,

,

d
f

v






 

 
  , 1f    функція обернена до f  по змінній 

 ,  
1

2

0

( , , ) ( ) , ( )
k

k i k i k i

i

g t a t v u u    


 



   . 

З метою задовольнити другу із крайових умов будується зов-

нішня примежова функція 
1

0

n
i

i

i

  




   в околі *   таким чином, 

щоб функція  , ,u t   задовольняла як дане рівняння, так і всі 

крайові умови. Для цього вводиться заміна (розтяг):
* 





 . 
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Врахувавши співвідношення: 
1

( )
  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

  

 


 
, 

перепишемо оператор 2 2( ) ( , ) ( , ) tL a t v v              у ви-

гляді (у змінних ( , ,t  )):  

2 * 2 *( ) ( , ) ( , ) .tL a t v v
 



 
        

 

 
      

 
 

Розкладемо 2

*( , )v     в ряд Тейлора в околі *  :  

2 * 2 * * * 2 *( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( ( , )v v v v v                  

* * 2 2( , ) ( , )) ...v v        

Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях ε і для ви-

значення   i одержимо такі рівняння із відповідними умовами: 

0 0 0

* *

0 0

0

( ) ( , , ) ( , , ) 0,

(0, , ) ( , ) ( , , ),

0.

a t t t

t u t u t

 



     

    




 


 
 


 

Тоді     0 ( )* *

0 0, , ( , ( , , ))
a t

t u t u t e



     


  . 

0
0 1 1 1 02 *

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )

( , )

t t
a t t t a t t

v
  

  
        

 
   , 

*

1 1(0, , ) ( , , )t u t     , 1 0





 . 

В результаті розв'язання даної системи маємо:  

* * 01
1 0 2 2 *

0 0

( )( )
( , , ) ( ( , ) ( , , ))

( ) ( ) ( , )

a ta t
t u t u t

a t a t v


     

 

  
    
 

 

0

2
( )* * *0

1 02 2 * 2 *

0

( )
( , , ) ( ( , ) ( , , )) .

2 ( ) ( , ) ( , )t

a t

t

a t
u t u t u t e

a t v v
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Легко бачити, що 0

1
( )

0

( , , ) ( , ) , 1, 1,
k

a tj

k kj

j

t t e k n



     
 



    де всі 

kj  визначаються через ( )ij i k   та через граничні умови. 

Залишкові члени nr  та ar  шукаємо із співвідношень: 

2 2 1

0

( ( ) ) ( , ) ( , ) ( , , ),
n

i n

i a t n

i

a t r v r r v r r g t          



        

* *

* *( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) ( , , , ) ( , , , ) 0r t r t r r Q t r Q t                 , 

1( , , ) ( , , ),n

a nr p        

де ( , , )ng t  та ( , , )np     виражаються через відомі члени рядів 

(3.17) та (3.18).  

 

 

3.3. Моделювання сингулярно збурених процесів конвективної 

дифузії за наявності функції додадкових джерел забруднення та 

неповних даних 

 

3.3.1. Моделювання процесів масоперенесення за наявності не-

відомих функції масообміну та залежного від часу коефіцієнта 

дифузії 

 

Для області (0, )zG G    (див. п.2.1), розглядатимемо таку 

обернену модельну задачу процесу конвективної дифузії при філь-

трації у відповідному однорідному пористому середовищі: 

     
2 2

2 2
, , ( , )x y

c c c c c
a t v x y v x y s x y

x y tx y
 

     
     

    
, (3.19) 

 
*

,Lc c M t ,  *

* ,
L

c c M t ,  0

0( ,0)c M c M , (3.20) 

*

*

*

( , )
( ) ( )

L

c M t
a t dl c t l

n




 , ( , , ) ( , , ) ( , )c x y T c x y T h x y    (3.21) 
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( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  ,  

*L
  , 

*

y x

L

Q v dx v dy    , (3.22) 

де  , ,c x y t  – концентрація розчинної речовини у фільтраційній 

течії у точці ( , )x y  в момент часу t ,  , ,c x y t – концентрація роз-

чинної речовини у фільтраційній течії у точці ( , )x y  в момент часу 

t  при відсутності функції забруднення( ( , ) 0s x y  ), M – біжуча то-

чка відповідної кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної кри-

вої, ( )a t - коефіцієнт дифузії,  ( )a t – достатньо гладка обмежена 

функція, ( , )h x y – зміна концентрації в кінці модельного часу, 

( , )h x y – функція координат фізичної області(відома),   ( 0  ) – 

малий параметр, , ,x yv v – відповідно потенціал та компоненти його 

швидкості в пористому середовищі zG . 

Припустимо, що задача (3.22), шляхом конформного відо-

браження \z wG Г G , розв’язана (див.п.3.1). Тоді, здійснивши за-

міну змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівнянні (3.19) та умовах 

(3.20), приходимо до відповідної “дифузійної задачі” для області 

wG : 

      2 2, , ( , ) ta t v u u v u q u             , (3.23) 

   0

0, ,0 ,u u    ,  * *( , , ) ,u t u t   ,  * *( , , ) ,u t u t   , (3.24) 

*

*

*

* *( ) ( , , ) ( )
Q

Q
a t u t d u t Q     , ( , , ) ( , , ) ( , ),u T u T h         (3.25) 

де ( , , ) ( ( , ), ( , ), )u t c x y t      , ( , ) ( ( , ), ( , ))q s x y      , і т.д. 

Розв’язок кожної із періодичних щодо змінної   задач 

(3.23)-(3.25) на знаходження невідомих ( , , )u t   та ( )a t  з точністю 

2( )O   шукаємо у вигляді асимптотичних рядів: 
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      0 1, , , , , ,u t u t u t          

 
2

0

, , ( , , , )i

i

i

t r t      


   (3.26) 

     0 1 ( , ),aa t a t a t r t     (3.27) 

де  , ,iu t  , ( )ia t  ( 0,1i  ) – члени регулярної частини асимпто-

тики, зокрема:  0 , ,u t   – розв’язок відповідної виродженої задачі 

(конвективного переносу);  1 , ,u t   – поправка, яка враховує 

“вплив” дифузії всюди в даній області (за виключенням деякої її 

приграничної ділянки);  , ,i t    ( 0,2i  ) – функції типу приме-

жового шару в околі    (поправки на виході фільтраційного по-

току), 
 




 
  – відповідне регуляризуюче перетворення, 

   , , , , ,ar t r t     – залишкові члени. 

В результаті підстановки (3.26) та (3.28) в (3.23)-(3.25) та ви-

конання стандартної процедури “прирівнювання” коефіцієнтів при 

однакових степенях   одержано такі задачі для знаходження 

розв’язку: 

     

       

2

0 0

0

0 * * 0 0

, , , , , 0,

, , , , , ,0 , ,

tv u t u t

u t u t u u

     

      

   


 

 

*

*

*

0 0 * *( ) ( , , ) ( )
Q

Q
a t u t d u t Q     , 

   

   

2 2

1 1 0 0 0

*

, ( ) , ( ) ( , ),

, ,0 0, , , 0,

t

k k

v u u a t v u u q

u u t

       

   

      


 

 

* *

* *

Q

1 0 * 0 1 *
Q

( ) ( , , ) (t) ( , , ) .    
Q

Q
a t u t d a u t d          

Розв’язки даних задач запишуться у вигляді: 
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0 0 1

0

, , , , ,
, ,

, , , , ,

u t f t f
u t

u f f t t f

    
 

    





  

  


 

*

*

*

*
0

0 *

( )
( )

( , , )
Q

Q

u t Q
a t

u t d   




, 

 

*

1

2

1

1

1

0

1

, , ( , ) ( , ) ( , )
,

( , )

( , )
( , , )

( ( ( ( , ) ), , )

( ( ( , ) ), )) , ( , ),

t

g t f f q
d

v

t f
u t

g f f t t t

q f f t t dt t f





       


 

 
 

  

    





   








  


   





 

[0, ]t T . 

*

*

*

*

0 1 *

1

0 *

( ) ( , , )
( )

( , , )

Q

Q

Q

Q

a t u t d
a t

u t d





  

  

 



, 

де  
 

*

2
,

,

d
f

v






 

 
  , 1f    функція обернена до f  по змінній 

 , 2

1 0 0 0( , , ) ( ) ( , )( )g t a t v u u      . 

 Для знаходження ( , )q   ,використавши другу частину 

(3.25), матимемо: 

*

2

1

0

( , )
( , ), ( , ),

( , )

( ( ( , ) ), )) ( , ), ( , ).

T

q
d h T f

v

q f f T t dt h T f





 
    

 

      


 



    







 

Вибравши *max( ( , ))T f


  (час проведення експерименту 
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досить великий–подібний природному процесу), або ввівши заміну 

для другого рівняння останньої системи 1( ( , ) )f f T t       

отримаємо 
2 ( , )

d
dt

v



 
  звідки прийдемо до рівняння: 

*

2

1
( , ) ( , ).

( , )
q d h

v





    
 

  (3.28) 

Отримане  рівняння є лінійним неоднорідним інтегральним 

рівнянням Вольтера I роду. Перепишемо дане рівняння у вигляді: 

*

( , ) ( , ) ( , ),K q d h





       де 
2

1
( , )

( , )
K

v
 

 
 . 

В області комплексного потенціалу: 

* *

* *
* *

( )
, , ,( 0, ; 0, ),i крок i крок

Q Q
ih Q j h i n j m

m n

 
  

 
        

,m n -цілі, фіксуючи верхню межу для кожного , 0,j j m    ма-

тимемо: 

*

( , ) ( , ) ( , ), 0, .
i

j j i jK q d h i n



         (3.29) 

Отриману систему зведемо до СЛАР трикутного вигляду: 

1

( , ) ( , ) ( , ), 1,
i

l l j l j i j

l

A K q h i n     


  , (3.30) 

де iA  коефіцієнти однієї із квадратурних формул яка використо-

вується при заміні інтегралів в  (3.28).У випадку формули прямоку-

тників коефіцієнти iA  мають значення: 

, 0, 1

0,

кроклів

i

h i n
A

i n

  
 



  ; 
0, 0

, 1,

прав

i

крок

i
A

h i n


 



 . 

Розв'язавши (3.30) отримаємо формули для обчислення  зна-

чень функції ( , )q    в точках ( , )i j  : 
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1( , ) ( , )
( , ) , 1, 1, 0, .

( , )

i j i j

i j

крок i j

h h
q i n j m

h K

   
 

 


     (3.31) 

На еквіпотенціальних лініях *   та *   покладемо 

*

*( , ) ( , ) 0q q     ,оскільки згідно (3.24) на *

*A A  і *

*B B  вже за-

дані режими концентрації забруднюючої речовини, що визначають-

ся функціями  * ,u t  і  * ,u t відповідно. 

Врахувавши, що 
1( , ) ( , )

( , )
i j i j

i j

крок

h h
h

h


   
 


   різницева 

форма запису похідної для функції ( , )h    по змінній  , то з (3.31) 

слідує 

2( , ) ( , ) ( , )q h v       (3.32) 

Похідну  ( , )h    можемо замінити більш точною централь-

ною похідною: 

1 1( , ) ( , )
( , )

2

i j i j

i j

крок

h h
h

h


   
 

 
 , 1, 1, 0,i n j m   . 

До формули (3.32) можна також прийти через використання 

формули: 

( )

( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

x

x

d
f t dt f x x f x x

dx





       при взятті час-

тинних похідних по змінній   від обох частин інтегрального рів-

няння (3.28). 

З метою задовольнити другу із крайових умов будується зов-

нішня примежова функція 
2

0

i

i

i

  


   в околі *   таким чином, 

щоб функція  , ,u t   задовольняла як дане рівняння, так і всі 

крайові умови. Для цього вводиться заміна (розтяг):
* 





 . 
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Врахувавши співвідношення: 
1

( )
  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

  

 


 
, 

перепишемо оператор 2 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) tL a t v v q                 

у вигляді (у змінних ( , ,t  )):  

2 * 2 *( ) ( , ) ( , )L a t v v
 



 
       

 

 
      

 
 

*( , ) tq       . 

Розкладемо 2

*( , )v     та *( , )q      в ряди Тейлора в 

околі *  :  

2 * 2 * * * 2 *( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( ( , )v v v v v                  

* * 2 2( , ) ( , )) ...v v       , 

* * * * 2 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ...

2
q q q q                  

Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях ε і  для ви-

значення   i одержимо такі рівняння із відповідними умовами: 

0 0 0

* *

0 0

0

( ) ( , , ) ( , , ) 0,

(0, , ) ( , ) ( , , ),

0.

a t t t

t u t u t

 



     

    




 


 
 


 

Тоді     0 ( )* *

0 0, , ( , ( , , ))
a t

t u t u t e



     


  . 

0
0 1 1 1 02 *

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )

( , )

t t
a t t t a t t

v
  

  
        

 
   ,  

*

1 1(0, , ) ( , , )t u t     , 1 0





 . 

В результаті розв'язання даної системи маємо: 

* * 01
1 0 2 2 *

0 0

( )( )
( , , ) ( ( , ) ( , , ))

( ) ( ) ( , )

a ta t
t u t u t

a t a t v
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2
* *0

12 2 *

0

( )
( , , ) ( ( , )

2 ( ) ( , )
t

a t
u t u t

a t v


  

 


   


 

0 ( )*

0 2 *
( , , ))

( , )t

a t
u t e

v




 
 


 


. 

Для знаходження 2 ( , , )t    розв'язуємо таку задачу Коші: 

* 0
0 2 2 3 *

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , )

( , )

t t
a t t t v

v
  

  
        

 
    

*1
0 0 1 12 *

( , , )
( , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( , )

t t
q a t t a t t

v
  

  
        

 
    . 

2 (0, , ) 0t   , 2 0





 . 

Розв'язком якої буде наступний вираз: 

 * * 0
2 0 0 2 2 *

0

( )
( , , ) ( )( ( , ) ( , , ))

( ) ( , )

a t
t a t u t u t

a t v     
 


   


 

* * * *1
1 1 0 12

0

( )
( ( , , ) ( )( ( , ) ( , , ))) ( , , )

( )t

a t
u t a t u t u t u t

a t
             

 * *

0 02 2 *

0

1
( ) ( ( , ) ( , , ))

( ) ( , ) tta t u t u t
a t v

  
 


  


 

* * 01
1 0 2 2 *

0 0

( )( )
( )( ( , ) ( , , ))

2 ( ) 2 ( ) ( , )

a ta t
a t u t u t

a t a t v
  

 

 
    

 
 

*
* *0 1

02 *

0

( ) ( , , )
( ( , ) ( , , ))

22 ( ) ( , )

a t u t
u t u t

a t v

 
  

 

 
   


 

* *2
01 0 0 1 0 0 0

3 2 2 * 2 *

0 0

( , ) ( , , )( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) ( , ) 2 ( , )

ttttu t u ta t a t a t a t a t a t a

a t a t v v
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* * *

0 21
02 * * 2

0

( , , ) ( , ) ( , ) ( )
2 ( )

( , ) ( , ) 2 ( )

t tu t u t v a t
a t

v v a t


    

 
   

 
    



 

** *

0 0 1

2 2 2 *

0 0

2 ( , )( ( , , ) ( , )) ( ) ( )

( ) ( , ) 6 ( ) 3 ( , )

vu t u t a t a t

a t v a t v

    

   

 
   
 

 

* *

0 0 01

2 2 * 2 2 *

0 0 0

( ) ( ( , ) ( , , )) ( )( )

3 ( ) 3 ( ) ( , ) 3 ( ) ( , )

t ta t u t u t a ta t

a t a t v a t v

  

   

  
    

 

 

 
2

0 0 0 0
02 5 4 *

0 0

( ( ) ( ) 2 ( )) ( )1
1 ( )

2 ( ) 6 ( ) ( , )

a t a t a t a t
a t

a t a t v  

  
   


 

 
2

3 2 2 *0
0 0 4 4 *

0

( )
3 ( ) 6 ( ) ( ( , )

8 ( ) ( , )

a t
a t a t u t

a t v
   

 


    

 

* 4 3 2 2

0 0 0( , , )) 4 ( ) 12 ( )u t a t a t         

 0

2
( )3 *

0 024 ( ) ( ( , ) ) ( )
2

a t
a t q a t e






   


  


. 

Для знаходження 1r  і ar  маємо задачу: 

  2 2 2

0 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , , )a ta t a t r v r r v r r g t                  , 

 
* *

* *

*

*

2

0 1 * 1 1 *

0 * 1 * *

( ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )
( , ) ,

( ( , , ) ( , , ) ( , , ))

Q Q

Q Q

a Q

Q

a t a t r t d a t u t d
r t

u t u t r t d



 





       


       

 
 

 

 


 

* *

* *( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) ( , , , ) ( , , , ) 0r t r t r r Q t r Q t                 , 

де 1( , , )g t  – функція, що виражається через відомі члени рядів 

(3.26) і (3.27): 

  2

1 0 1 1( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , , )ag t a t a t r v u t


            

1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ),u t t t q
  

               
 




 
 . 
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На підставі принципу максимуму для параболічних рівнянь 

маємо, що r M . 

 

 

3.3.2. Моделювання процесів масоперенесення за наявності не-

відомих функції масообміну та залежного від географічних ко-

ординат коефіцієнта дифузії 

 

Для області (0, )zG G    (див. п.2.1, рис.2.1) розглянемо та-

ку обернену модельну задачу процесу конвективної дифузії при фі-

льтрації у відповідному однорідному пористому середовищі [138]: 

 ( , ) ( , ) ,x

c c c
b x y b x y v x y

x x y y x

       

     
        

 

 , ( , )y

c c
v x y s x y

y t

 
  

 
, (3.33) 

 
*

, ,Lc c M t  *

* , ,
L

c c M t  0

0( , ,0) , ,c x y c x y  (3.34) 

*

*

( , ,0)
( , ) ( , )

c x y
b x y c x y

t





,  ( , , ) , ,c x y T P x y  ( , ) zx y G , (3.35) 

( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  , 

 *L
  , 

*

y x

L

Q v dx v dy   , (3.36) 

тут  , ,c x y t  – невідома концентрація розчинної речовини у фільт-

раційній течії у точці ( , )x y  в момент часу t  ( 0 t T  ), ( , )s x y  – 

функція додаткових джерел забруднення, M  – біжуча точка відпо-

відної кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої, ( , )b x y  

− коефіцієнт дифузії, 
2 2

,
x y

 
  

 
   ( 0  ) – малий параметр, 

, ,x yv v  – потенціал та компоненти його швидкості в zG . 
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Дана модель є узагальненою в тому розумінні, що вона до-

зволяє знайти функцію точкових джерел забруднення ( , )s x y  за 

гранично допустимим розподілом концентрації шкідливої речовини 

 ,P x y . Це зручно тим, що в більшості випадків, ми знаємо таку 

норму концентрації, яка є допустимою, коли дозволена екологами  

зміна концентрації ( , )h x y  для кожного моменту часу даного до-

слідження – невідома. 

Припустимо, що задача (3.36), шляхом конформного відо-

браження \z wG Г G , де * *

* *A A B B   – розріз області zG  уздовж 

однієї з ліній течії, а  * *

* *: ,wG w i Q Q             – ві-

дповідна zG  область комплексного потенціалу (рис. 2.1.б), 

( , )x y   – функція течії (комплексно спряжена до ( , )x y  ), є 

розв’язаною. 

Зробивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівнянні 

(3.33) та умовах (3.34) і (3.35), приходимо до відповідної 

“дифузійної задачі” для області wG : 

   2 , ( , )v a u u a u a u             
 

 

 2 , ( , ) ,tv u q u       (3.37) 

 * *( , , ) ,u t u t   ,  * *( , , ) ,u t u t   ,  

   0

0, ,0 ,u u    , (3.38) 

*

*( , ) ( , ,0) ( , )ta u u      ,    , , ,u T F    , (3.39) 

де ( , , ) ( ( , ), ( , ), )u t c x y t      , ( , ) ( ( , ), ( , ))a b x y      , 

( , ) ( ( , ), ( , ))q s x y      , ( , ) ( ( , ), ( , ))F P x y      . 
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Розв’язок задачі (3.37) та (3.39) із умовами (3.38) з точністю 

2( )O   шукаємо у вигляді асимптотичних рядів 

      0 1, , , , , ,u t u t u t          

 
2

0

, , ( , , , )i

i

i

t r t      


  , (3.40) 

     0 1, , , ( , , )aa a a r            , (3.41) 

де  , ,iu t  , ( , )ia    ( 0,1i  ) – члени регулярної частини асим-

птотики,  , ,i t    – поправки на виході фільтраційної течії, 

1( )       – розтяг,    , , , , , ,ar t r       – залишкові члени. 

В результаті підстановки (3.40) та (3.41) в (3.37)-(3.39) і вико-

нання стандартної процедури прирівнювання коефіцієнтів при од-

накових степенях   отримаємо такі задачі для знаходження регу-

лярних членів асимптотики: 

     

       

2

0 0

0

0 * * 0 0

, , , , , ( , ),

, , , , , ,0 , ,

tv u t u t q

u t u t u u

       

      

   


 

 

*

0 0 0 *( , )( ( , ,0) ( , ,0)) ( , )
t t

a u u          , 

   

   

2

1 1 1

1 1 *

, , , ,

, ,0 0, , , 0,

tv u u g t

u u t

   

   

   


 

 

1 0 0 0 1 1( , )( ( , ,0) ( , ,0)) ( , )( ( , ,0) ( , ,0)),
t t t t

a u a u                 

де 2

1 0 0 0( , , ) ( , ) ( , )( ( , , ) ( , , ))g t v a u t u t
 

           


 

0 0 0 0( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )a u t a u t
   
         


. 
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У результаті їх розв’язання одержимо: 

 

    

     

*

2

1

0

0

0 1

0

( , )
, , , , ;

( , )

, , ( ( ( , ) , ), )

, , , , , ;

t

q
d u t f t f

v

u t q f f t t dt

u f f t t f





 
     

 

     

     








  





   


  





  

*

*
0

0 0

( , )
( , ) ;

( , ,0) ( , ,0)
t t

u
a

u

 
 

    



 

 

    
 

 

    

1

2

1

1

1

0

, , , ,
, , ;

,
, ,

( , , ), , , , ;

t

g t f f
d t f

v
u t

g f f t t t dt t f





     
  

 
 

     





  



 
   







 

0 1 1

1

0 0

( , )( ( , ,0) ( , ,0))
( , ) ;

( , ,0) ( , ,0)

t t

t t

a u
a

u

      
 

    


 


 

тут  
 

*

2
,

,

d
f

v






 

 
  , 1f    функція обернена до f  відносно 

змінної  .  

З метою задовольнити другу із крайових умов (3.38) будуєть-

ся зовнішня примежова функція 
2

0

i

i

i

  


  в околі *   таким 

чином, щоб функція  , ,u t   задовольняла рівняння (3.37) та всі 

крайові умови (3.38). Для цього вводиться заміна (розтяг) 

* 





 . 
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Врахувавши співвідношення 
1

( )
  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

  

 


 
 

перепишемо оператор 

     2 ( , ) , , ,L v a a a                        

2 ( , ) ( , ) tv q         у вигляді змінних ( , ,t  ): 

2 * * *1
( , ) ( , ) ( , )L v a a



  


           

 

 
       

 
 

* 2 * *( , ) ( , ) ( , ) ta v q


 


           


       . 

Розклавши функції 2 *( , )v    , *( , )a    , *( , )q    , 

*( , )a    , *( , )a     в ряди Тейлора в околі *   та при-

рівнявши у рівнянні 0L   коефіцієнти при однакових степенях ε 

одержимо, для визначення ( 0,2)i i  , рівняння із відповідними 

умовами: 

*

0 0 0

* *

0 0

0

( , ) ( , , ) ( , , ) 0,

(0, , ) ( , ) ( , , ),

0;

a t t

t u t u t

 



       

    




  


 




 

*

0 1 1 1

*

1 1

1

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

(0, , ) ( , , ),

0;

a t t t

t u t

 



          

   




  


 




 

 

*

0 2 2 2

2

2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

(0, , ) 0,

0;

a t t t

t

 



          

 




  



 


 

тут  
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*

0 *

1 02 *

( , , ) ( , )
( , , ) ( ( , )

( , )

t
t q

t a
v 

    
     

 


    

* *

1 0 0 0( , )) ( , , ) ( , ) ( , , )a t a t
  

           , 

*

* *

2 0 0 02 *

2 ( , )
( , , ) ( ( , , ) ( , )) ( , ) ( , , )

( , ) t

v
t t q a t

v 

   
            

 
     

* * * *

0 0 0 1 1 0( , ) ( , , ) ( ( , ) ( , )) ( , , ) ( , )a t a a t a
                       

* * *

1 1 0 0 1

1
( , , ) ( ( , ) ( , )) ( , , ) ( ( , )

2
t a a t a

    
                  

*

0 0( , ) ) ( , , )a t
 
      . 

Розв’язками отриманих рівнянь будуть вирази  

   
*

0 ( , )* *

0 0, , ( , ( , , ))
a

t u t u t e



      


  , 

* * * *

1 1 1 0( , , ) ( ( , , ) ( , )) ( , , ) ( , )t u t c l t a               

*
0

* *
( , )* 2 2 * *0

2 0 2 *

( , ) ( , )
( , , )( ( , ) ) ( , )

2 ( , )

aa q
l t a e c

v



    
        

 


   


, 

* **
* * *

2 02 * 3 *

2 ( , ) ( , )( , )
( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

q vq
t c a

v v

    
       

   


   




 

* 2
* * * * *

0 3 42 *

( , )
( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

2( , )

q
a c l t l t

v

   
         

 

 
       

 

 

2
* * 3 * 2 2 *

0 5 0 0( ( , ) ) ( , , )( 3 ( , ) 6 ( , ) )
2

a l t a a


                  

* 4 * 3 2 * 2 3 *

6 0 0 0( , , )( 4 ( , ) 12 ( , ) 24 ( , ) )l t a a a                 

*
0 ( , )*

2 ( , , )
a

u t e



  


  , 

 де 
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*

*

2

( , )
( , )

( , )

q
c

v

  
 

 


  , 

* *
* * *

0 02

( , )
( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

( , )( , )

v
c q a a

vv 

     
       

    

    
       

    

 

*

*
0

1
( , ) ( , )

2
q a

 
   



 
    

 
,  

* *
0 0 1

1 02

0 00

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )
( , , ) ( , )

( , ) ( , )( , ) ( , )

ttu t u t u t u t a
l t a

a aa v 
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Для знаходження ( , )q    використаємо фінальну умову пе-

ревизначення (3.39). Вибравши *max( ( , ))T f
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Всі значення функції ( , )q    в області комплексного потен-

ціалу 
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   0, , 0, ;i n p m   (3.43) 
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тут j  − коефіцієнти відповідної квадратурної формули, якою за-

мінено інтеграли в (3.42), , 2
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У випадку формули трапецій коефіцієнти j  мають значення 
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Тоді (3.42) з врахуванням (3.43) запишемо у вигляді 
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Розв'язавши отримані СЛАР відносно невідомих значень , ,i pq  

( 0, ,i n  0,p m ), зможемо остаточно знайти компоненти рядів 

(3.40) і (3.41). 
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У формулі (3.42) врахована лише дія конвекції. Це допустимо 

в тих випадках, коли забруднююча речовина не є сильно токсичною 

(карбонати) і її деяка мінімальна надлишковість не призведе  до 

дисбалансу в даному середовищі. 

Для того щоб знайти загальний вплив масообміну на зміну 

концентрації для більш токсичних речовин (нітрати), використаємо 
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Використовуюючи формули (3.44) та різницеві схеми [задачу 

(3.45) можна переписати так: 
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Система (3.46) є нелінійною відносно змінних 

, ( 0, , 0, ),j pq i n p m   оскільки функції 0 1 0 1, , ,a a u u  та коефіціенти 

із позначень до формули (3.45) залежать від функції забруднення .q  

Наближення розв’язку задачі (3.45) дискретною задачею 

(3.46) побудуємо шляхом поетапної параметризації членів 

регулярної асимптотики з використанням ідей методу блочної 

ітерації. 

Задаємо початкове наближення 
(0)

, ( 0, , 0, ),i pq i n p m   

наприклад розв’язок (3.42). Знаходимо значення 
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(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

0 1 0 0 0, , , , , , , , .a a u u A B C D F   

Тоді ітераційний процес згідно (3.14) буде реалізовуватись 

таким чином: 

, ,

,( ) ( 1) ( ) ( 1)

0, , , , , , , 0, , 0

0 0 0 1

2
j p j p

i n i
j ps s s s

i j i j p j p i p j j p j p i j i

j j j

v
K q A K q a v

h
     

  

 
    

 
  

0, 0, ,

0,( ) ( 1) ( ) ( 1)

, 0, 0, 0 0, 0, , 0 ,3 3
0 01, 0,

1 1
2

p p j p

ji
ps s s s

j p i i p i j i k j

j kj p p

v
q a v q a

hv v
     

 

 
     

 
   

,

, ,

2
, ,2 ( )

, , 0,2 4

2 2 ,

4 2 1
6( ) 2

k p

k p k p

k p k p s

k p k p i

k p

v v v
v v v q

h h v



  


       


 


, ,

( 1) ( ) ( 1)

, 0 , , 0, , 0

0 0

( ) ( )
j p j p

i i
s s s

j i j p j p i j i

j j

a K q a    

 

      


, , ,

, ,( ) ( 1) ( 1)

, , , 03
0 02 1,

1
2 2

k p j p j p

j n
k p j ps s s

k j k p i p j

k jk p

v v
v q B a v

h hv
    

 

   
        

   
 


0, 0, ,

0,( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

, , 0 0 0, , 03 3
01, 0,

1 1
2

p p j p

n
ps s s s s

j p i p p i p j

jj p p

v
q B a v q B a

hv v
     



 
     

 


,

, ,

2
, ,2 ( ) ( 1)

, , , ,2 4
0 2 2 ,

4 2 1
6( ) 2

k p

k p k p

j
k p k p s s

k j k p k p i p

k k p

v v v
v v v q B

h h v



   




       


  


, , ,

,( 1) ( ) ( 1) ( 1)

0 , , , 0 ,

0 0 0 2

( ) ( ) 2
j p j p k p

jn n
k ps s s s

j j p j p i p j k j

j j k

v
a K q B a v

h
       

  

 
      

 
    

,

,( ) 2 ( 1) ( ) 2 ( 1)

, , , ,3 3
0 02, ,

1 1
2

j p

n n
j ps s s s

k p i p j j p i p j

j jk p j p

v
q C v q D

hv v
    

 

  
      

  
   

,

, , ,

2
, ,2 ( ) ( 1)

, , 02 4

2 2 ,

4 2 1
6( ) 2

j p

j p j p i p

j p j p s s

j p j p

j p

v v v
v v v q F

h h v



 



      



 


, 0, ,

( 1) ( 1)

1, 1,( 1) ( 1) ( 1)

0, , 0 0, 0, 0 0, , 0 ,2 2
1 1 01 , 1 0,

j p p j p

s s ji i
j p ps s s

i j i i i i j i k j

j j kj p p

q q
a a a

h v h v
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, ,

3 1 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 2 , 2 , 2 , 1 , 1 0, , 0

0

( ( 2 ) 4 ) ( )
k p j p

i
s s s s

k p k p k p k p k p i j i

j

v h v h q q v q a        

  



       

, 0,

( 1) ( 1) ( 1)

, 1 1, 1,( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , 0 , 0 02 2 2
0 12 , 1 , 1 0,

j p p

s s sj n
k p j p ps s s s

k j i p j i p

k jk p j p p

q q q
B a B a

h v h v h v
    

  

    

 

      

 
, ,

( 1) ( 1) 3 1 1 ( 1) ( 1) ( 1)

, 0 , , 2 , 2 , 2 , 1 , 1

1 0

( ( 2 ) 4 )
j p k p

jn
s s s s s

i p j k j k p k p k p k p k p

j k

B a v h v h q q v q         

  

 

     


,

( 1)

, 1( 1) ( 1) 2 ( 1)

, 0 , ,2
0 0 12 ,

( )
j p

sjn n
k ps s s

i p j k j i p j

j k jk p

q
B a C

h v
    



  

  

    

 2 1 ( 1) 2 ( 1) 3 1 1 ( 1) ( 1)

, 2 , 1 , , 2 , 2 , 2 , 1

1

( ) ( ( 2 )
n

s s s s

j p j p i p j j p j p j p j p

j

v h q D v h v h q q        

  



   


,

( 1)

, 14 ) , ( 0, , 0);
j p

s

j pv q i n p



  

, ,

,( ) ( 1) ( ) ( 1)

0, , , , , , , 0, , 0

0 0 0 1

2
j p j p

i n i
j ps s s s

i j i j p j p i p j j p j p i j i

j j j

v
K q A K q a v

h
     

  

 
    

 
  

0, 0, ,

0,( ) ( 1) ( ) ( 1)

, 0, 0, 0 0, 0, , 03 3
01, 0,

1 1
2

p p j p

i
ps s s s

j p i i p i j i

jj p p

v
q a v q a

hv v
    



 
     

 
  

, , ,

2

,2 ( ) ( 1) ( )

, , , 0, , 0 , ,2 4
0 02 ,

2 1
6( ) 2 ( )

k p k p j p

j i
k p s s s

k j k p k p i j i j p j p

k jk p

v
v v v q a K q

h v
     

 

       
    

 
, , , ,

,( 1) ( ) ( 1) ( 1)

0, , 0 , , , 03
0 0 0 1,

1
( ) 2 2

j p k p j p j p

ji n
j ps s s s

i j i k j k p i p j

j k jk p

v
a v q B a v

hv
        

  

 
      

 
    


0, , ,

2

0, ,( ) ( 1) ( 1) 2

0, , 0 ,3 2
0 01 0, 2

21
2 6( )

p j p k p

jn
p k ps s s

p i p j k j

j kp

v v
v q B a v

h v h
    

 

 
       

 
 


, ,

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

, , , 0 , , ,4
0,

1
2 ( )

k p j p

n
s s s s s

k p k p i p j j p j p i p

jk p

v v q B a K q B
v

     



    
   

 
, , ,

( 1) ( ) 2 ( 1) ( )

0 , , , ,3 3
0 0 0, ,

1 1
( ) 2 2

j p k p j p

jn n
s s s s

j k j k p i p j j p

j k jk p j p

a v q C v q
v v
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, , ,

2

,2 ( 1) 2 ( ) ( 1)

, , , 02 4
0 2 ,

2 1
6( ) 2

j p j p i p

n
j ps s s

i p j j p j p

j j p

v
D v v v q F

h v
   



     
   


, 0, ,

( 1) ( 1)

1, 1,( 1) ( 1) ( 1)

0, , 0 0, 0, 0 0, , 0 ,2 2
1 1 01 , 1 0,

j p p j p

s s ji i
j p ps s s

i j i i i i j i k j

j j kj p p

q q
a a a

h v h v
      

 

  

  

       


, ,

1 1 ( 1) ( 1) ( 1)

2 , 2 , 1 , 1 0, , 03
0,

1
( 2 )( ) ( )

k p j p

i
s s s

k p k p k p i j i

jk p

h v h v q q a
v

      

 



       

, 0,

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 , 1 1, 1,( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , 0 , 0 02 2 2
0 12 , 1 , 1 0,2 j p p

s s s sj n
k p k p j p ps s s s

k j i p j i p

k jk p j p p

q q q q
B a B a

h v h v h v
    

   

     

 


      

 
, ,

( 1) ( 1)

, 1 , 1( 1) ( 1) 1

, 0 , 2 ,3
1 0 2 ,

1
( 2 )

j p k p

s sjn
k p k ps s

i p j k j k p
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q q
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,

( 1) ( 1)

, 1 , 1( 1) ( 1) 2 ( 1)

, 0 , ,2
0 0 12 ,
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2j p

s sjn n
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i p j k j i p j

j k jk p

q q
B a C

h v
    

 

   

  


    

 
( 1) ( 1)

, 1 , 12 1 ( 1) ( 1) 2 ( 1) 1

, 2 , 1 , 1 , 2

1 2

(2 ) ( )

s sn
j p j ps s s
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j

q q
v h q q D h
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,

1 ( 1) ( 1)

, 2 , 1 , 13

,

1
( 2 ) ( ) , ( 0, , 1, 1);

k p

s s

k p j p j p

j p

v h v q q i n p m
v


  

 
     

,

( ) ( 1) ( ) ( 1)

0, , , , , , , 0, , 0

0 0 0
j p

i n i
s s s s

i j i j p j p i p j j p j p i j i

j j j
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, 0, 0,
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, 0, 0, 0 0,3 3

1 1, 0,
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2 2

j p p p
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j p p
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v q a v q

h hv v
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2
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0 0 2 2 ,
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0, 0, ,

0,( 1) ( ) ( 1) ( 1)
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j kp

v
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n
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( ( 2 )
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j k
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( 1) ( 1)

1, 1,( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 0 , 0 02 2
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j j p p

q q
B a B a

h v h v
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, 0 , , 2 , 2 , 2 , 1 , 1

1 0

( ( 2 ) 2 )
j p k p

jn
s s s s s

i p j k j k p k p k p k p k p

j k

B a v h v h q q v q         

  

 

      


,

( 1)

, 1( 1) ( 1) 2 ( 1)

, 0 , ,2
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( )
j p

sjn n
k ps s s

i p j k j i p j

j k jk p

q
B a C

h v
    



  

  

      

 2 1 ( 1) 2 ( 1) 3 1 1 ( 1) ( 1)

, 2 , 1 , , 2 , 2 , 2 , 1

1

( ) ( ( 2 )
n

s s s s

j p j p i p j j p j p j p j p

j

v h q D v h v h q q        

  



     


,

( 1)

, 12 ) , ( 0, , );
j p

s

j pv q i n p m



    1,2, ...s   (3.47) 

На кожній s -ій ітерації процесу (3.47) розв’язуеться СЛАР 

відносно змінних 
( )

, ( 0, , 0, ).s

i pq i n p m   Процес продовжуємо до 
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виконання умови  ( ) ( 1)
max , ,,

q
s s

qi j i ji j



  (  – задана 

точність). Якщо ж потрібно збільшити ступінь точності наближено-

го розв’язку, то зменшуємо   та збільшуємо параметри розбиття m 

і n. Після цього розв’язуємо різницеву задачу (3.46)  заново. 

Для відшукання r  та ar  маємо співвідношення 

    2

0 1 0 1a av a a r r r a a r r
             


 

  2 2

0 1 ( , , )a ta a r r v r r g t
          


 

* 2

*( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0, ( , , ) ( , , ),ar t r t r r p                  

тут ( , , )g t  та ( , , )p     виражаються через знайдені члени рядів 

(3.40) та (3.41). 

Вимагаючи достатню гладкість початкової та граничних умов 

та їх узгодженість в початковий момент часу, на основі принципу 

максимуму для диференціальних рівнянь в частинних похідних 

приходимо до оцінок 2 2( , , , ) ( ), ( , , ) ( ).ar t O r O          

 

 

3.4 Обернені сингулярно-збурені крайові задачі для системи рі-

внянь двокомпонентної конвективної дифузії 

 
В однорідному пористому середовищі розглянемо обернену 

модельну задачу, що описує процес поширення забруднюючих ре-

човин: 

 1 1 1 1( ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )xx yy x x yb t C x y t C x y t v x y C x y t v x y      

1 2

1 1 1 2 1( , , ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

y tC x y t a k C x y t C x y t C x y t     , (3.48) 

 2 2 2 2( ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )xx yy x x yb t C x y t C x y t v x y C x y t v x y      

1 2

2 2 1 2 2( , , ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

y tC x y t a k C x y t C x y t C x y t     , (3.49) 
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 3 3 3 3( ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )xx yy x x yb t C x y t C x y t v x y C x y t v x y      

1 2

3 3 1 2 3( , , ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

y tC x y t a k C x y t C x y t C x y t     , (3.50) 

 
*

,j L jC C M t ,  *

* ,j jL
C C M t ,  0

0( , ,0) ,j jC x y C x y , 

*

*

*

( , )
( ) ( )

j

j j

L

C M t
b t dl C t

n




 , 1,2,3;j   (3.51) 

*
( , ) ( , ), 0, ,x y Lv v grad x y        

*

*

, y xL

L

Q v dx v dy     , (3.52) 

тут ( , , )jC x y t  – концентрації трьох різних речовин фільтраційної 

течії в точці ( , ) zx y G  (див. рис. 2.1.а) в момент часу t , M  – біжу-

ча точка відповідної кривої, n  – зовнішня нормаль до відповідної 

кривої, ( )jb t  – коефіцієнти дифузії відповідних хімічних речовин, 

ja  – стехіометричні коефіцієнти в елементарних рівняннях масоо-

бміну, k  – константа швидкості протікання реакцій масообміну,   

( 0  ) – малий параметр (характеризує переваги одних складових 

процесу над іншими), , ,x yv v  – потенціал та компоненти його 

швидкості (швидкості фільтрації в пористому середовищі zG ), 

2 2

*( , ) ( , )x yv x y v x y v    ,  ,jC M t ,  * ,jC M t ,  0

0 ,jC x y  – дос-

татньо гладкі функції, узгоджені між собою на ребрах області 

(0, )zG G   ,  *

*jC t  – відомі функції перевизначення. 

Дана модель описує процес поширення частинок забруд-

нюючої речовин 1( , , )C x y t  (кислота) та нейтралізуючої речовини 

2 ( , , )C x y t  (луг) у фільтраційному середовищі. Причому кожна з ре-
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човин втрачає свої частинки при взаємодії, внаслідок чого утворю-

ється речовина 3( , , )C x y t  (сіль). 

Вважаємо, що задача (3.52) є розв’язаною – знайдено функ-

цію течії ( , )x y   (комплексно спряжена до ( , )x y  ), поле 

швидкостей  ( , ), ( , )x yv x y v x y , витрату Q . Тоді здійснивши заміну 

змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівняннях (3.48)-(3.50) та умовах 

(3.51), прийдемо до відповідної задачі для області 

 * *

* *: ,wG w i Q Q            : 

  2( ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )j j j jb t u t u t v u t              

1 2

1 2( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )
a a

j j jta k u t u t u t          , (3.53) 

 *( , , ) ,j ju t u t   ,  * *( , , ) ,j ju t u t   ,  

 0

0( , ,0) ,j ju u    , (3.54) 

*

*

*

* *( ) ( , , ) ( )
Q

j j j
Q

b t u t d u t     , 1,2,3;j   (3.55) 

де 
1, 1,2;

1, 3;
j

j

j


 
 


 ( , , ) ( ( , ), ( , ), )j ju t C x y t       і т.д. 

Розв’язки задач (3.53) та (3.54) на знаходження невідомих 

( , , )ju t   і ( )jb t  з точністю 2( )O   шукаємо у вигляді асимптотич-

них рядів 

      ,0 ,1, , , , , ,j j ju t u t u t          

 
2

,

0

, , ( , , , )i

j i j

i

t r t      


 , (3.56) 

     ,0 ,1 ( , ),
jj j j bb t b t b t r t     (3.57) 

де  , , ,j iu t  , , ( , )j ib    – члени регулярної частини асимптотики, 
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 , , ,j k t    – функції типу примежового шару в околі    (поп-

равки навколо виходу фільтраційної течії), 1( )       – відпо-

відне регуляризуюче перетворення (розтягнена змінна), 

   , , , , , ,
jj br t r       – залишкові члени ( 1,3; 0,1; 0,2j i k   ). 

В результаті підстановки (3.56) і (3.57) в (3.53) одержимо:  

 1 3 1 4 2 3 2 4( ) 0,j j jL u k a I I I I I I I I           (3.58) 

де 2 2( ) ( ) ( , )( ) ( , ) , 1,3;j j j j jtL u a t v u u v u u j             

1

2 4 5 31 1 2

1 1
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5 64
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a

m m
m m a

m m m m
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   1 2 1

1 2 1
1 6

1 2 1 2 6

! ! !
, , ( ,..., )

! ! ! ! ! !... !

i i

a a a
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C C C m m

i a i i a i m m m
  

 
,  

2

2
1 6

1 2 6

!
( ,..., )

! !... !
a

a
C m m

m m m
 .  

Прирівнявши в (3.54), (3.55), (3.58)  коефіцієнти при однако-

вих степенях   отримаємо такі задачі для знаходження ,j iu , ,j ib  

( 1,3; 0,1j i  ): 

     

       

2

,0 ,0

0

,0 * * ,0 0

, , , , , 0,

, , , , , ,0 , ,
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j j j j
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1 22 2
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Розв’язки даних задач запишуться у вигляді 
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 (3.59) 

де   1 22

,1 ,0 ,0 ,0 1,0 2,0( , , ) ( ) , ( ) ,
a a

j j j j j jg t b t v u u k a u u          

 
 

*

2
, ,

,

d
f

v






 

 
   1f    функція обернена до f  по змінній  .  

Щоб задовольнити другу крайову умову (3.54) будується 

зовнішня примежова функція 
2

,

0

i

j j i

i

  


  в околі *   таким 

чином, щоб функція  , , ( 1,2,3)ju t j    задовольняла рівняння 

(3.53) і крайові умови (3.54). Для цього вводиться розтяг 
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* 





 . 

Перепишемо (3.43) у вигляді  

2 * 2 *( ) ( , ) ( , )
j j

j jb t v v
 



 
      

 

 
     

 
 

0jt jI   , (3.60) 

де  1 3 1 4 2 3 2 4 , 1,3.j j jI k a I I I I I I I I j           

Із (3.60) маємо диференціальні рівняння для знаходження 

поправок , ( 1,3; 0,2)j k j k   : 
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2 1

1 2 1

2 1

* * *
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Розв'язки одержаних рівнянь запишуться так: 
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 5, 6, 7, 8, 9, , ( 1,2,3);j j j j jI I I I I j      (3.61) 
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. 

Для знаходження залишкових членів маємо таку задачу: 

   1 22 2 2

,0 ,1 1 2 ( , , ),
j

a a

j j b j j j j j jt jv b b r r r v r a kr r r g t              


 

* 2

*( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0, ( , ) ( , ), 1,3;
jj j j b jr t r t r r t p t j                 

тут ( , , )jg t   та ( , , )jp     виражаються через знайдені члени ря-

дів (3.56) та (3.57). 

На основі принципу максимуму для диференціальних рів-

нянь в частинних похідних приходимо до оцінок 

2( , , , ) ( ),jr t O     2( , ) ( ), 1,3.
jbr t O j    
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3.5. Автоматизоване керування процесом конвективного масо-

переносу в многозв’язних областях 

 
Розглянемо процес конвективного масопереносу в три-

зв’язній області (пористому пласті) Gz, обмеженій трьома замкну-

тими гладкими контурами L
*
, L0, L*  комплексної площини ( )z  (рис. 

3.1, )a ). Ділянка PR  контуру *L , яка розчиняє та перерозподіляє 

речовину, яка поступає до нього (тобто рівномірно розподіляє її), в 

окремі проміжки часу слугує водозабором.  

 

а) 

 

б) 

Рис. 3.1.   Фізична область Gz  (а) та відповідна область комплекс-

ного потенціалу G  (б). 
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У зв’язку із деякими особливостями (наприклад, особливістю 

геологічної породи дна) фільтраційну зону 0L  можна розташувати 

лише у такому положенні, що до водозабору частково потрапляти-

ме і неочищена вода, що поступатиме з контуру *L  обминаючи ба-

сейн 0L . 

Необхідно розрахувати коефіцієнт   ( 1  ) (потужність фі-

льтрів на 0L , що характеризує ступінь поглинання басейном забру-

днень) такий, що концентрація розчиненої речовини у воді, що пот-

раплятиме до водозабору PR  в кожен момент часу не перевищува-

ла допустимого значення grc .  

Відповідну задачу в представимо у вигляді [136]: 

x x y y tv u v u u   ,  (3.62) 

 0

00
, ,

t
u u x y


 *

*
( , )Lu u P t ,  

*
0

0
0

1 0

0| ( , ) , ,
L

L

u u P t dl P L    (3.63) 

0  , 
* *L  , 

0 0L  , *

*

L
  , (3.64) 

де ( , , )u u x y t – концентрація розчинної речовини у фільтраційній 

течії речовини в точці ( , )x y  у момент часу t, 

,0zz x iy G t     , ( , )x yv v grad  – вектор швидкості фільт-

раційного потоку, а   – потенціал фільтрації, *

* 0    , Р – бі-

жуча точка відповідної ділянки границі даної області, 

* 0

0 * 0,  ,  u u u *

0 *( )u u – задані достатньо гладкі та узгоджені функції, 

*

0 0

( , )
{ : 0}

x y
L z x iy L

n


    


,  0

0 0

( , )
: 0}

x y
L z x iy L

n


    


, 

0 *

0 0 0 ,L L L

0

y x

L

Q v dx v dy   , n  – вектор внутрішньої нормалі до 
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zG , – довжина ділянки *

0L .  Гранична умова на контурі *

0L  пев-

ним чином залежить від зміни концентрації у відповідному басейні 

внаслідок взаємовпливу характеристик процесів у внутрішності 0L  

і пористого середовища (басейн, обмежений контуром 0L , миттєво 

розчиняє та перерозподіляє речовину, яка поступає до нього через 

ділянку 0

0L , а, отже, має місце її рівномірний розподіл вздовж *

0L ).  

У [27] наведено алгоритми розв’язання модельних задач на 

конформні відображення для тризв’язних областей, обмежених ек-

віпотенціальними лініями. Тому вважатимемо фільтраційну задачу 

(3.64) розв’язаною, зокрема, розраховане поле швидкостей 

( ( , ), ( , ))x yv v x y v x y . 

Перейшовши від змінних ( , )x y  фізичної області zG  до змін-

них ( , )   області комплексного потенціалу G , задачу (3.62)-

(3.63) зведемо до відповідної періодичної задачі: 

2 ( , ) , ( , , ) (0, ) ;
df

tv c c t G          
         

1 1 2 1 1 2

, , ;
AO A O BO BO CO C O

c c c c c c    

2 2 2( , ) ;x yv v v v v 


    ( , , ) ( ( , ), ( , ), );c t u x y t        (3.65)  

*

0 0 0 0( , , ) ( ( , ), ( , ), ), ( , ) ;c t u x y t x y L        

* * *( , ) ( ( , ), ( , ), );c t u x y t     0

0 ( , ) ( ( , ), ( , ),0)c u x y      . 

Пошук розв’язку модельної задачі (3.65) зводиться до 

розв’язання задачі конвективного масопереносу в області  

0 1 2 ,G G G     де  1 *

* 0( , ) : ,0 ,G Q            

 2 * *

0( , ) : ,0 ( ) ,G Q Q             згідно з методом харак-
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теристик, а в області  * *

0 *( , ) : ,0G Q            маємо  за-

дачу із запізненням.  

Відповідно до умов постановки задачі одержимо оцінку зна-

чення концентрації на ділянці TR , а саме 

*

0( ) ( , , )dgr gr

TR

c t c c t     , де 0 ( , , )c t   - концентрація розчине-

ної речовини в області *G , яка знаходиться в процесі розв’язання 

задачі (3.65).  Параметр керування   пов’язаний зі значеннями 

концентрацій на контурах, що обмежують тризв’язну область, спів-

відношенням: 

*
0

*

01

( ( , ))d

( , )d
( )

gr

TR

TR L

c t f

t
c t

  

  






 .  (3.66) 

Тут *
0

0
0

1

01 1 *( ) ( , , )d ,
L

L

c t l c t    1 *( , , )c t   - розв’язок задачі конвек-

тивного масопереносу (3.65) в області 2G . Рівняння (3.66) є інтег-

ральним рівнянням першого роду, яке в загальному випадку або не 

має розв’язків взагалі, або розв’язок є не єдиним. За узгодженості 

функцій, що фігурують в (3.66), ( , )t   можна шукати накладаючи 

додаткові обмеження та умови. Так, вимагаючи, щоб в кожен мо-

мент часу розподіл концентрації розчиненої речовини вздовж діля-

нки RT  контуру *L  був рівномірний, отримаємо  залежність для ві-

дшукання значень параметра керування ψ: 

*

01

( ( , ))
( , )

( )

grc t f
t

c t

 
 


 .  (3.67) 

Час, за який до водозабору підступить очищена вода, розра-

хуємо з умови *( , ), [ ( ), ( )]t f T R       .  За умови збоїв в ро-

боті очисних споруд на контурі 0L , час, впродовж якого варто при-
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пинити водозабір на ділянці RT  контуру *L , знайдемо з умови: 

*

0min{ ( , ) ( , ) | [ ( ), ( )]}t f f R P         . 

 

 

3.6. Результати числових експериментів 

 

Наведемо результати розрахунку процесу описаного в п. 3.1 

типу “конвекція-дифузія” на ідеальному плоско паралельному фі-

льтраційному фоні, породженому двома особливими точками 1 0z   

та 2 4z   (відповідно витік та втік однакових інтенсивностей 

0 2Q  ), комплексний потенціал якого – 

0 1 2( / 2 ) ln(( ) / ( ))w Q z z z z    ,  при * 3.7   , * 1.7   ,  

 

 а) 
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 б) 

Рис. 3.2. Фізична область zG (а) та поверхня швидкості над відповід-

ною областю комплексного потенціалу wG . 

 

 * : ( , ) 0L z x y  ,  * : ( , ) 2L z x y   . На рис.3.2.а та рис.3.2.б 

зображено рівномірну сітку області комплексного потенціалу wG  

та відповідну динамічну сітку в zG : 

*

* *( , ) (( ) ) /15
df

ix y i         , *( , ) ( ) / 30
df

jx y Q j    , 0,15i  , 

0,30j  , величину швидкості фільтрації  
1/2

( / )( / )v dz dw dz dw


  у 

вузлах ( , )i j  . 

Зміну коефіцієнта ( , )a     при 
  

0

0 2

1
( , ) 0.3

3 3.7
u  


 

 
, 

* ( , ) 0.3
3

te
u t   , 

  
*

* 2
( , ) 0.3

3 3.7

e
u



 




 
 

, *( , ) 0.3
7

te
u      

проілюстровано на рис.3.3.  
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Рис.3.3 Розподіл значень функції-коефіцієнта  ( , )a    

 

Розподіл концентрації розчинної речовини ( , , )u t    вздовж 

еквіпотенціальної лінії  2    в  момент часу   10t t   при  

1 0.0001  , 2 0.001  , 3 0.003  , 4 0.005  зображено на рис. 3.4 

(криві 1-4 відповідно). 

 
Рис.3.4 Розподіл концентрації розчинної речовини  

вздовж лінії 2  . 
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 а) б) 

Рис.3.5 Розподіл концентрації розчинної речовини у фіксовані мо-

менти часу. 

 

Рис.3.6 Розподіл концентрації розчинної речовини у часі. 

 

На рис.3.5.а зображено розподіл концентрації розчинної ре-

човини вздовж еквіпотенціальної лінії 8   в моменти часу 
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1 9 13, ,t t t t t t      (криві 1-3 відповідно), а на рис.3.5 б - вздовж лінії 

течії 8   в моменти часу 1 9 13, ,t t t t t t      (криві 1-3 відповід-

но). На рис. 3.6 проілюстровано розподіл в часі концентрації роз-

чинної речовини в точках ( 1 20,  ), ( 6 20,  ), ( 9 20,  ), ( 10 1,  ), 

( 10 5,  ) та ( 10 20,  ) (криві 1-6 відповідно). 

Результати розрахунку процесу, описаного в п.3.2 отримано 

за умов   
1

2 * *

* * *( , ) (1 4 )23 ( )( )tu t te Q Q    


      , 

 
1

* * *

* *( , ) (2 )23 ( )( )tu t e Q Q    


      ,

0

* 0 *( ,0) ( , )u u   , * 0 *

0( ,0) ( , )u u   , 

 
1

0 * *

0 * *( , ) ( )( ) 23 ( )u Q Q       


       , 

*

*

1
( )

2 t
u t

e



.  

 

Рис 3.7. Режими коцентрації забруднюючої речовини в різні 

моменти часу вздовж фіксованої лінії течії. 
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Розподіл концентрації забруднюючої речовини зображено на 

рис.3.7 в моменти часу 1 0.0359t  , 2 0.1265t  , 3 0.5236t   вздовж 

лінії течії 1,256   при 0.01  (криві 1-3 відповідно). На рис. 3.8 

представлено розподіл значень коефіцієнта ( )a t . 

 

 

Рис.3.8. Графік коефіцієнта-функції ( )a t  

Результати комп’ютерного моделювання процесу конвектив-

ної дифузії пункту 3.3.1 на ідеальному фільтраційному фоні, поро-

дженому двома особливими точками 1 0z   та 2 4z   (відповідно 

витік та втік однакових інтенсивностей 0 2Q  ), комплексний по-

тенціал якого – 0 1 2( / 2 ) ln(( ) / ( ))w Q z z z z    , при * 2.31   , 

* 1.25   , * 0Q  , * 2Q  .  

На рис.3.9.а та рис.3.9.б   зображено  величину швидкості фі-

льтрації  
1/2

( / )( / )v dz dw dz dw


  та час проходження між еквіпо-

тенціальними лініями  
 

*

2 ,

d
t

v







 
    у вузлах ( , )i j   для області 
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комплексного потенціалу wG : *

* *(( ) ) / 28i i       , 

*

* *(( ) ) / 28j Q Q Q j     , 0,28i  , 0,28j  . 

 
 а) 

 

 б) 

Рис.3.9. Поле швидкостей над відповідною їй областю 

комплексного потенціалу wG (а), та поверхня часу(б). 
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Зміна у часі концентрації ( , , )u t   розчинної речовини над 

областю комплексного потенціалу wG  при 0.015  , 

 
1

* 2

* * *( , ) (1 2 )25 ( )( )tu t te Q Q   


      , *( , ) ((1 5 )tu t te     

* *2 1

*25 ( )( ) )Q Q        ,  
1

0 * 2

0 *( , ) ( )( ) 25u Q Q    


     , 

5 2
*

* 5 2 2

( )
( )

( 3)( 7)t

t e
u t

e t








 
, 

2 2

1
( , )

5
h  

 


 
, проілюстрована на 

рис.3.10. 

 

 0.128t   

 а) б) 

  

 0.183t   

 в) г)  
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 0.235t   

 д) е) 

 

Рис.3.10. Зміна концентрації забруднюючої речовини в різні момен-

ти часу з врахуванням конвективних, дифузійних поправок(а,в,д) та до-

даткових джерел забруднення(б,г,е). 

 

Основний вплив на зміну початкового розподілу концентрації 

забруднюючої речовини, очевидно, здійснює конвективний перенос 

(конвекція). Із меншим впливом на перерозподіл забруднення діють 

дифузійні поправки (дифузія). Загалом вплив конвекції і дифузії, як 

механічної і міжмолекулярної дії на розповсюдження забруднення 

із контура *L  (фактично джерела забруднення із режимом *( , )c M t ) 

в область zG ,стає помітнішим із часом (див.рис.3.10(а,в,д)), і 

залежить від режиму *( , )c M t  на контурі *L ,що по суті є втоком 

(точніше буфером,шлюзом), в околі якого концентрація нашої 

хімічної речовини може швидко відводитись чи пакопичуватись в 

залежності від конкретно вибраної функції *( , )c M t . 

В області комплексного потенціалу wG  вплив конвекції 

здійснюеться переносом забруднюючої речовини із швидкістю 

( , )i jv    по лініях течії j  відносно еквіпотенціальних ліній i . 
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Дифузія ж намагається вирівняти концентрацію в околі деякої 

точки, а відтак і по всій області wG . Дія дифузії залежить від 

коефіціента ( )a t .Так, наприклад, на рис.3.11.а та рис.3.11.б 

відповідно в моменти часу 1 0.1t  , 2 0.156t   зображено вплив 

дифузії і конвекції (криві * *1 3 ) на початковий розподіл 

концентрації забруднюючої речовини (криві 1 3 ) вздовж 

фіксованих еквіпотенціальних ліній 1 2.083   , 

2 1.894   , 3 1.666    при 0.01  . 

  

 а) б) 

Рис.3.11.Вплив конвекції та дифузії на початковий розподіл 

концентрації у фіксовані моменти часу. 

Суттєво на зміну концентрації забруднюючої речовини впли-

вають точкові джерела забруднення, що визначаються функцією 

( , )q   . Знаючи конкретний вид забруднення (токсичні речовини, 

тверді солі, важкі ізотопи радіоактивних металів, та ін.), можна по-

яснити природу функції ( , )q   . Наприклад, для виробництва пев-

них барвників, медикаментів, вибухових речовин, засобів захисту 
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рослин та синтетичних волокон використовують бензол ( 6 6C H ) ─ 

безбарвна, токсична, нерозчинна у воді рідина, т.кип. 80.1oC . 

Внаслідок застарілих технологій можливе попадання бензолу в 

стічні води. Однак, при використанні нафтопродуктів чи  безпосе-

редньо при каталітичному крекінгу нафти можливе попадання у во-

дойми гексану. Попадання гексану ( 6 14C H ) у водні ресурси можли-

ве і при неякісному спалені високооктанових вуглеводів, опари 

яких разом із дощем конденсуються і потрапляють на господарські 

угіддя. Потрапляння гексану у водойми, пористі середовища (грун-

ти) в яких досліджуються процеси поширення 6 6C H , може призве-

сти до утворення додаткової кількості бензолу, яка сумарно стано-

витиме 
,

( , )i j

i j

h   моль. Дійсно при  нагріванні сонцем грунту чи 

водойми в яких містится гексан відбувається реакція : 

6 14 6 6 24

ot C

С H С H H   . Саме результат процесу проходження 

останньої реакції в досліджуваній двозв'язній області буде описува-

тися функцією ( , )q   , що визначає з хімічної точки зору кількість 

вхідної речовини (в нашому випадку гексану)  
,

( , )i j

i j

q   моль, 

яка в результаті реакції утворює більш небезпечний вид забруднен-

ня (в нашому випадку бензол).  

Вважаємо тепер, що в досліджуваній області ─ наприклад, 

території біля водойм Прип'яті і Дніпра (після вибуху ЧАЕС), чи 

зони видубутку природнього урану (ізотопи 235

92U  та 238

92U ) ─ м. 

Грін-Бей (США, озеро Мічіган) та м. Су-Сент-Марі (Канада, озеро 

Верхнє) , розглядаються процеси забруднення плутонієм. Наявність 

на даних територіях урану 238

92U  масою 
,

238 ( , )i j

i j

q   г призво-

дитиме до утворення нової кількості плутонію 239

94 Pu , яка станови-
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тиме 
,

( , )i j

i j

h   моль ( це 
,

239 ( , )i j

i j

h   г ). Справді, без 

поділу, після захоплення повільних “мандруючих” нейтронів ядра-

ми ізотопу урану 238

92U , утворюється радіоактивний ізотоп 239

92U  

[174] : 238 1 239

92 0 92U n U  , з періодом піврозпаду 23хв. Подальший 

розпад відбувається з випромінюванням електрона й виникненням 

трансуранового елемента ─ нептунію: 239 239 0

92 93 1U Np e  . Нептуній, 

у свою чергу,  -радіоактивний з періодом піврозпаду близько двох 

днів: 239 239 0

93 94 1Np Pu e  . Утворений плутоній відносно стабільний, 

оскільки його період піврозпаду порядку 24 000 років. 

Очевидно, знаходження функції ( , )q    за (3.31) і визначен-

ня її дії на зміну концентрації забруднення із знайдених компонент 

(3.26)  дозволяє обійти роз'язання складних багатоетапних задач 

фізики та хімії. 

Функція ( , )h    являє собою ту граничну зміну 

концентрації забруднюючої речовини при якій не можливе 

існування флори і фауни,та при якій виникає загроза життю людей  

певного соціуму.     

Знаючи функцію ( , )q    для конкретно заданої ( , )h   , ми 

можемо апріорно оцінити ситуацію для розглядуваної екосистеми і 

вжити необхідні заходи для поліпшення екологічного благополуччя 

населення. 

На рис.3.12.а та рис.3.12.6.б відповідно в моменти часу 

1 0.121t  , 2 0.28t   зображено розподіли концентрації забруднюю-

чої речовини з врахуванням поправок на виході, конвекції і дифузії 

(криві 1 3 ) та додаткових джерел забруднення (криві * *1 3 )   

вздовж фіксованих еквіпотенціальних ліній 1 1.856   , 

2 1.742   , 3 1.629    при 0.01  . 
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 а) б) 

Рис.3.12.Вплив додаткових джерел забруднення на розподіл 

концентрації розчинної речовини  у різні моменти часу 

  

 а) б) 

Рис.3.13.Зміна концентрації розчинної речовини з плином часу . 

 

Зміна концентрації шкідливої речовини з врахуванням конве-

кції, дифузії, поправок на виході та  додаткових джерел забруднен-
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ня в  моменти часу 1 0.156t  , 2 0.169t  , 3 0.183t   вздовж фіксова-

них еквіпотенціальних ліній 1 1.856    (криві 1 3  відповідно), 

2 1.477    (криві * *1 3 ) при 0.01   продемонстрована на 

рис.3.13.а. А зміна концентрації вздовж фіксованих ліній течії  

1 1.122   (криві 1 3 ), 2 3.366   (криві * *1 3 ) в  моменти часу 

1 0.245t  , 2 0.262t  , 3 0.28t   при 0.01   зображена на рис. 3.13 б. 

На розподіл концентрації також впливає вибір параметра  , 

оскільки тим самим змінюється коефіцієнт дифузії ( )a t , а відтак 

посилюється або послаблюється вплив самої дифузії. Так, на 

рис.3.14.а показано розподіл концентрації вздовж фіксованої 

еквіпотенціальної лінії 2.121    в момент часу  0.245t   при 

1 0.015   (крива 1), 2 0.02   (крива 2). На рис.3.14.б показано 

розподіл концентрації вздовж фіксованої  лінії течії 2.02   в мо-

мент часу  0.245t   при 1 0.015   (крива 1), 2 0.02   (крива 2). 

 
 а) б) 

Рис.3.14.Зміна концентрації забруднюючої речовини при виборі 

малого параметра  . 
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 а) б) 

Рис.3.15.Залежність коефіцієнта дифузії від додаткових дже-

рел забруднення при заданих значеннях параметра  . 

 

Рис.3.16.Зміна коефіцієнта дифузії при 1 0.007  , 2 0.01  , 

3 0.02  . 

Із знайдених компонент асимптотичних рядів (3.26) та (3.27) 

видно, що коефіцієнт дифузії (зокрема функція 1( )a t ) також зале-

жить від функції ( , )q   . На рис.3.15.а та рис.3.15.б відповідно при 

1 0.005  , 1 0.015   показано коефіцієнт дифузії без врахування 

(крива 2) та з врахуванням (крива 1) додаткових джерел забруднен-
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ня. На рис.3.16 зображено зміну коефіцієнта дифузії при виборі 

різних значень параметра   з врахуванням функції додаткових 

джерел забруднення ( , )q   .   

Для комп’ютерних розрахунків задачі пункту 3.3.2 викорис-

таємо область wG  таку як і в пункті 3.3.1 поклавши:  

* * 2

* *

1
( , ) ,

(1 )25 ( )( )t
u t

te Q Q


  


    
 

*

2 * *2

*

1
( , ) ,

(1 4 )25 ( )( )t
u t

te Q Q


  


    
 

0 *

0 ** 2 5 2 2 2 2

*

1 1
( , ) , ( , ) ,
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u u

Q Q
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2 * 2 *
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1

(1 4 )25 ( )( )TTe Q Q
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а) 0.058t   
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б) 0.308t   

 

в) 1.058t   

Рис. 3.17. Вплив конвекції та дифузії на початковий розподіл 

концентрації у фіксовані моменти часу вздовж еквіпотенціальних 

ліній 1 2.234   , 2 1.856   , 3 1.477   . 

На рис. 3.17.а, 3.17.б, 3.17.в відповідно в моменти часу 

1 0.058t  , 2 0.308t  , 3 1.058t   зображено вплив дифузії і конвекції 

(криві * *1 3 ) на початковий розподіл концентрації забруднюючої 

речовини (криві 1 3 ) вздовж фіксованих еквіпотенціальних ліній 
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1 2.234   , 2 1.856   , 3 1.477    при 0.01  . 

Суттєво на зміну концентрації забруднюючої речовини впли-

вають точкові джерела забруднення, що визначаються функцією 

( , )q   . Знаючи конкретний вид забруднення (токсичні речовини, 

тверді солі, важкі ізотопи радіоактивних металів, та ін.), можна по-

яснити природу функції ( , )q   . Наприклад, для виробництва пев-

них барвників, медикаментів, вибухових речовин, засобів захисту 

рослин та синтетичних волокон використовують бензол ( 6 6C H ) – 

безбарвна, токсична, нерозчинна у воді рідина. Внаслідок застарі-

лих технологій можливе попадання бензолу в стічні води. Однак, 

при використанні нафтопродуктів чи безпосередньо при каталітич-

ному крекінгу нафти можливе попадання у водойми гексану. Попа-

дання гексану ( 6 14C H ) у водні ресурси можливе і при неякісному 

спалені високооктанових вуглеводів, опари яких разом із дощем 

конденсуються і потрапляють на господарські угіддя. Потрапляння 

гексану у водойми, пористі середовища (грунти) в яких досліджу-

ються процеси поширення 6 6C H , може призвести до утворення до-

даткової кількості бензолу, яка сумарно становитиме 
,

( , )i j

i j

T q    

моль. Дійсно при нагріванні сонцем ґрунту чи водойми в яких міс-

титься гексан відбувається реакція 6 14 6 6 24

ot C

С H С H H   . Саме ре-

зультат процесу проходження останньої реакції в досліджуваній 

двозв'язній області буде описуватися функцією ( , )q   , що визна-

чає з хімічної точки зору 
,

43
( , )

39
i j

i j

T q    моль вхідної речовини, 

яка в результаті реакції утворює більш небезпечний вид забруднен-

ня – бензол. 
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Очевидно, знаходження функції ( , )q    із (3.42) і визначення 

її дії на зміну концентрації забруднення через знайдені компоненти 

ряду (3.40) дозволяє обійти розв'язання складних багатоетапних за-

дач фізики та хімії. 

Знаючи функцію ( , )q    для конкретно заданої ( , )F   , ми 

можемо апріорно оцінити ситуацію для розглядуваної екосистеми і 

вжити необхідні заходи для поліпшення екологічного благополуччя 

населення. 

На рис. 3.18.а, 3.18.б, 3.18.в відповідно в моменти часу 1 0.09t  , 

2 0.398t  , 3 1.353t   зображено розподіли концентрації 

забруднюючої речовини з врахуванням конвекції і дифузії (криві 

1 3 ) та додаткових джерел забруднення (криві * *1 3 ) вздовж 

фіксованих еквіпотенціальних ліній 1 2.045   , 

2 1.666   , 3 1.288    при 0.015  . 

 

 

а) 0.09t   
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б) 0.398t   

 

в) 1.353t   

Рис. 3.18. Вплив додаткових джерел забруднення на розподіл концентрації 

у різні моменти часу вздовж еквіпотенціальних ліній 1 2.045   , 

2 1.666   , 3 1.288   . 

Крім негативної дії на екологічну ситуацію у досліджуваних 

областях, забруднюючі речовини можуть впливати на напружено-

деформований стан ґрунту, що важливо знати під час проектування 

гідротехнічних споруд. Тому потрібно досліджувати дію фізико-
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хімічних процесів на стан ґрунтового середовища та на розміщення 

на ньому споруд. Актуально знати динаміку поширення забруднень 

в часі, оскільки зможемо прогнозувати напружено-деформований 

стан ґрунту. 

 Поширення забруднення суттєво залежить від масообміну, 

котрий характеризується функцією ( , )q   , що може описувати 

розклад гідрокарбонатів на сіль та воду.    

 

 
Рис. 3.19. Зміна концентрації забруднення в різні моменти часу  вздовж 

еквіпотенціальних ліній 

Зміна концентрації шкідливої речовини з врахуванням конве-

кції, дифузії та додаткових джерел забруднення в моменти часу 

1 0.073t  , 2 0.35t  , 3 1.533t   вздовж фіксованих еквіпотенціаль-

них ліній 1 1.818    (криві 1 3  відповідно), 2 1.439    (криві 

* *1 3 ) при 0.015   продемонстрована на рис. 3.19. Динаміка 

зміни концентрації забруднюючої речовини в точках 

1 ( 2.272,2.244),M    2 ( 2.196,2.468),M    3 ( 2.159,2.693)M    при 
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0.005   без врахування (криві 1 3 ) та з врахуванням (криві 

* *1 3 ) функції ( , )q    проілюстрована на рис. 3.20. 

 
Рис. 3.20. Динамічний вплив реакцій масообміну першого порядку на 

концентрацію забруднення  

 

Рис. 3.21. Залежність розподілу концентрації забруднюючої речовини від 

малого параметра 
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На розподіл концентрації також впливає вибір параметра  , 

оскільки тим самим змінюється вплив дифузії. Так, на рис. 3.21 по-

казано розподіл концентрації вздовж фіксованих еквіпотенціальних 

ліній 1 1.969,    2 1.629,    3 1.401    в момент часу 0.51t   

при 1 0.015   (криві 1 – 3), 2 0.02   (криві * *1 3 ). 

Дифузія, за своєю дією на розподіл забруднення, фактично є 

середньою між конвекцією та хімічними реакціями. Вона відіграє 

помітну роль при малих швидкостях фільтрації і залежить від тем-

ператури: 

    
/

0 ,D aE RT
b b e 
  

де 0b  – передекспоненціальний множник, DE  – енергія активації 

дифузії, R  – універсальна газова стала, aT  – абсолютна температу-

ра. 

Однак енергія активації хімічної реакції значно більша за 

енергію активації дифузії. Тому із зростанням температури 

швидкість реакції зростає швидше, ніж швидкість дифузії, і, почи-

наючи із деякої температури, дифузія стає лімітуючою стадією. 

При не великих температурах реакція проходить у “кінетичній 

області”.     

Із знайдених компонент асимптотичних рядів (3.40) та (3.41) 

видно, що коефіцієнт дифузії також залежить від функції ( , )q   . 

На рис. 3.22 при 1 0.015   показано значення коефіцієнта дифузії 

вздовж фіксованих еквіпотенціальних ліній 1 1.931,    

2 1.591   , 3 1.321    без врахування (криві 1-3) та з врахуван-

ням (криві * *1 3 ) додаткових джерел забруднення.  
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Рис. 3.22. Залежність коефіцієнта дифузії від додаткових джерел 

забруднення вздовж еквіпотенціальних ліній  

На рис. 3.23 зображено зміну коефіцієнта дифузії вздовж фік-

сованої еквіпотенціальної лінії 1.515    при виборі різних зна-

чень параметра   з врахуванням функції додаткових джерел забру-

днення ( , )q   . 

 

Рис. 3.23. Залежність коефіцієнта дифузії від малого параметра 

та джерела забруднення 
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Компютерне моделювання процесу описаного в пункті 3.4 

здійснено за умов: 
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Істотно на зміну концентрацій забруднюючих речовин 

впливає масообмін. Внаслідок хімічних реакцій можливе виділення 

енергії. Не беручи до уваги енергетичного виходу (вважаючи що 

скелет ґрунту поглинає цю енергію), проведемо розрахунки для 
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реакцій у яких 1 2 3 1.a a a    Не обмежуючи загальності, покла-

демо 1.k   

На рис. 3.24.а – 3.24.в, 3.25.а – 3.25.в, 3.26.а – 3.26.в 

відповідно в моменти часу 1 0.109,t   2 0.27,t   3 0.937t   зображе-

но розподіли концентрації забруднюючих речовин з врахуванням 

конвекції і дифузії (криві 1 3 ) та реакцій масообміну (криві 

* *1 3 ) вздовж фіксованих еквіпотенціальних ліній 1 2.121,    

2 1.742,    3 1.364    при 0.01  . 

 
а) концентрація кислоти 

 

б) концентрація лугу 
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в) концентрація солі 

Рис. 3.24. Вплив масообміну на розподіл концентрації хімічних речовин при 

0.109t   

 

а) концентрація кислоти 

 

б) концентрація лугу 
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в) концентрація солі 

Рис. 3.25. Вплив масообміну на розподіл концентрації 

 хімічних речовин при 0.27t    

 

а) концентрація кислоти 

 

б) концентрація лугу 
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в) концентрація солі 

Рис. 3.26. Вплив масообміну на розподіл концентрації 

хімічних речовин при 0.937t    

 

а) коефіцієнт дифузії кислоти 

 

б) коефіцієнт дифузії лугу 



 186 

 

в) коефіцієнт дифузії солі 

Рис. 2.15. Залежність коефіцієнтів дифузії від масообміну. 

 

Значення коефіцієнтів дифузії при 0.015    без врахуван-

ня (крива 1) та з врахуванням (крива 2) масообміну проілюстрована 

на рис. 3.27.  

Результати числових розрахунків описаного в пункті 3.5 про-

цесу отримано на ідеальному фільтраційному фоні, породженому 

двома особливими точками 1 1z    та 2 1z  . На рис. 3.28 зображе-

но розподіл концентрації розчинної речовини на ділянці TR  при 

вимкнутому фільтрі (крива 1) і у випадку врахування роботи фільт-

ра (крива 2) для *
0

1| 1.1 (0,2sin(3 )sin(2 ) 0.793)
L

c t    , 0,4grc  , 

*
| 0.2Lc    1sin(3 )sin(2 ) 0.793t   .  

Зокрема, на рис. 3.28, а) показано розподіл концентрації роз-

чиненої речовини вздовж усієї ділянки TR  у фіксований момент 

часу 0.4t  , на рис. 3.28, б) представлено залежність концентрації 

розчиненої речовини від часу вздовж лінії течії 0.235  .  
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a) 

 

б) 

Рис. 3.28 Розподіл концентрації розчинної речовини 

 

 

Рис. 3.29 Розподіл значень параметра фільтра вздовж контуру 

1 0B R  у фіксовані моменти часу  
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Рис. 3.30 Зміна значень параметра фільтра з часом у фіксованих 

точках контуру 1 0B R  

 

На рис. 3.29  проілюстровано розподіл значень параметра фі-

льтра вздовж контуру 1 0B R  у моменти часу t=0.137 (крива 1), 

t=0.392 (крива 2). Зміну значень параметра фільтра з часом у фіксо-

ваних точках контуру 1 0B R (кривій 1 відповідає  =0.733, 2 - 

 =0.6, 3 -  =0.467, 4 -  =0.333) представлено на рис. 3.30. 

 



 189 

РРООЗЗДДІІЛЛ  44..  ММООДДЕЕЛЛЮЮВВААННННЯЯ  ССИИННГГУУЛЛЯЯРРННОО  ЗЗББУУРРЕЕННИИХХ  

ППРРООЦЦЕЕССІІВВ  ККООННВВЕЕККТТИИВВННОО--ДДИИФФУУЗЗІІЙЙННОО--

ААДДССООРРББЦЦІІЙЙННООГГОО  ММААССООППЕЕРРЕЕННЕЕССЕЕННННЯЯ  ВВ  

ММІІККРРООППООРРИИССТТИИХХ  ССЕЕРРЕЕДДООВВИИЩЩААХХ  

Моделювання процесів масоперенесення в мікропористих се-

редовищах є  перспективним напрямком досліджень стосовно ви-

користання фільтрів з мікропористим завантаженням для очищення 

забруднених технологічних потоків. Такі матеріали забезпечують 

швидку фільтрацію через явно виражені порожнини. Підвищена 

пропускна здатність біпористих матеріалів дає можливість скоро-

тити витрату енергії і зменшити розміри пристроїв для очищення 

води, а їх використання дозволить створювати відносно недорогі, 

швидкі і ефективні методики очистки зон забруднення. Здатність 

контролю і спрямованого дизайну  мікропористих матеріалів дає 

можливість збільшення ефективності їх використання. Одним з 

прикладів таких матеріалів є мікропористі вуглеводні матеріали, які 

ефективно поглинають органічні речовини з водних розчинів, а та-

кож піддаються регенерації, при чому сорбент не втрачає своїх вла-

стивостей, а продуктами регенерації є низькомолекулярні нетокси-

чні сполуки ( 2CO , 2H O , 2N ). 

Ще одним типовими середовищами частинок мікропористої 

структури є цеоліти. Вони являють собою алюмосилікати, у складі 

яких містяться лужноземельні метали, і відрізняються строго регу-

лярною структурою пор, що за звичайних температурних умовах 

заповнені молекулами води. Якщо з цеоліту видалити воду, то його 

пори можуть бути знову заповнені водою або іншою речовиною, 

що й зумовлює їх широке використання в процесах осушування, 

очищення і розділення речовин. Поглинання речовини цеолітом ві-

дбувається в адсорбційних порожнинах. Проте, не всі речовини 
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можуть проникати в ці порожнини, відповідно і поглинатися в них. 

Цеоліти є молекулярними ситами і часто використовуються для ро-

зділення речовин на основі не лише вибірковості адсорбції, а й різ-

ниці в розмірах і формі молекул [115]. 

 

 

4.1. Асимптотичний метод розв’язання модельних сингулярно 

збурених задач процесу однокомпонентного масоперенесення в 

біпористих середовищах 

Розглянемо  прикладну задачу прогнозування поширення за-

бруднюючої речовини в біпористому середовищі, тобто середови-

щі, частинки скелету якого самі володіють розвиненою пористою 

структурою і за рахунок цього адсорбують забруднення з потоку. 

Процес однокомпонентного конвективно-адсорбційно-дифузійного 

масоперенесення в однорідному середовищі частинок мікропорис-

тої структури (рис. 4.1) описується системою диференціальних рів-

нянь вигляду (не зменшуючи загальності, розглянуто одновимірний 

випадок): 
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де  ,C x t  – концентрація в міжчастинковому просторі,  , ,U x r t  – 

концентрація в мікропористих частинках, l  – довжина  мікропо-
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ристого середовища (фільтра), R  – радіус частинки,  0k   – конс-

танта адсорбційної рівноваги. 

 
Рис. 4.1. Мікропористе середовище 

 

Коефіцієнти *D  та *D  відповідно характеризують швидкість 

протікання процесів дифузійного масоперенесення в міжчастинко-

вому просторі та в порах частинок, а коефіцієнт *

*D  характеризує 

вплив внутрішньочастинкового дифузійного переносу на міжчасти-

нковий. Вважаємо, що всі функції, які фігурують в умовах  (4.3)–

(4.5) є достатньо гладкими та узгодженими між собою вздовж ребер 

та кутових точок даної області.  

Введемо безрозмірні величини наступним чином /x x l , 

/r r R , 1/хрt t v l    , отримаємо: 

*2

* *

2

1

( )

xp xp xp r

D D lC C v x C U

t v l v x v R rx


    
    

      
, 

* 2

2 2

2

2

xp

U l D U U

t r rv R r

    
  

    
, 
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2 2

*

2

/ /

( / ) /хр

D м год м год

v l м год м м год

   
    

    
,  

*

* ( / )

( / )хр

D l м год м

v R м год м

  
  

  
, 

* 2 3

2 2 3

2

( / ) /

( / ) /хр

l D м м год м год

v R м год м м год

    
    

     
. 

Розглядається випадок превалювання конвективної складової 

масоперенесеня над дифузійною та масообмінною, тобто коли 

* 1

хр

D

v l Pe
  


 є малим параметром ( Pe  – число Пекле)  

( *( ) 0хрv v x v     ). Два інших параметри 
*

*

хр

D l

v R




 та 

*

2

хр

l D

v R




, 

взагалі кажучи, можуть бути довільними. Оскільки 

*
* 1
*

1

3(1 ) D
D

R






  [115], то, позначивши 

*

2

хр

l D

v R






, отримаємо  

*

* 1

1

3(1 )

хр

D l

v R






 



, де 1  – пористість середовища (наприклад, для 

цеолітів становить близько 50-65%), 2  –  пористість мікропорис-

тих частинок. Таким чином, у випадку, коли   * 2

хрl D v R  , отри-

муємо систему з двома малими параметрами   та  . Далі оцінює-

мо відношення /  . Взагалі кажучи, можливі різні випадки спів-

відношення цих параметрів:     , де    – довільне дійсне чи-

сло,   – додатне скінченне (не співмірне з даними параметрами) 

число. Зауважимо, що питання ідентифікації параметрів задач ди-

фузії в біпористому середовищі, досліджено зокрема в [69, 152, 

193].  Зокрема встановлено значення коефіцієнтів дифузії *D  та *D  

наприклад, для бензену та гексану для деяких типів цеолітів, що є 
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величинами порядку 510  та 1510  2 /м год  відповідно.  За таких 

значень параметри   та   є величинами одного порядку. 

Отже, перейшовши до безрозмірних величин, отримаємо 

2
*

* *2

1

( )

r

C C C U
d v x d

t x rx
 



    
    

    
,  (4.6) 

2
*

2

2U U U
d

t r rr


   
  

  
. (4.7) 

Асимптотичне наближення розв’язку задачі шукаємо у ви-

гляді асимптотичних рядів [14] (повернемось до позначень змінних 

, ,x r t , маючи на увазі, що це є обезрозмірені змінні): 

         0 1 0 1( , ) , , ... , , ,n

nC x t C x t C x t C x t П t П t           

 1 1

1... , ( , , ),n

n nП t R x t  

    (4.8) 

1/2

0 0 1/2( , , ) ( , , ) ... ( , , ) ( , , ) ( , , )n

nU x r t U x r t U x r t F x t F x t          

/2 1 2

/2 1... ( , , ) ... ( , , ) ( , , , ),i n

i n nF x t F x t R x r t    

      (4.9) 

де  ,iC x t ,  , ,iU x r t  ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних час-

тин асимптотики,  ,iП t  ( 0, 1i n  ),  /2 , ,iF x t  ( 0,2 1i n  )  – 

функції типу примежового шару в околах 1x   та 1r  , 

1( )l x      і 1/2(1 )r      – відповідні регуляризуючі перет-

ворення, 1

nR , 2

nR  – залишкові члени. 

Підставляючи (4.8), (4.9) в (4.6)–(4.7) та прирівнявши коефі-

цієнти при однакових степенях   отримуємо для кожного 0,i n   

такі задачі: 

2 ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ),

i i

i i

U x t g x t
t

U x h x

  

 





 

 (4.10) 
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де 
2

*

1 12
( , , ) ( ( , , ) (2 / ) ( , , ))i i ig x t d U x t r U x t

rr
   

 
 


, 0 ( , , ) 0g x t  , 

0 ( , ) 0h x   , , ( , ) 0ih x   ( 1,i n );  

1

1 2

( ) ( , ) ( , ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i i i

i i i i

v x C x t C x t u x t
x t

C x w x C t w t


 

 
 

  

 (4.11) 

0 ( , ) 0u x t  , 1( ) 0iw x  , 2 ( ) 0iw t  , 1 0

0 0( ) ( )w x c x , 2

0 ( ) ( )w t c t , 

2
*

* 1 * 1 12
( , ) ( , ) ( ( ,1, ) ( ,1, )i i i iu x t d C x t d U x t F x t

r rx
  

  
   

 
 

1

2
1

2

( ,1, ))
i

F x t
r








.  

Поправки 
1

0

( , )
i

i

i

i

П П t 




  та 
2 2

2

0 2

( , , )

in

i

i

F F x t 




   будуються 

з метою задовольнити відповідно другу з крайових умов (4.4) та 

умови (4.5). Врахувавши співвідношення 
1

( )
x  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

x  

 


 
, 

1
( )

r  

 
 

 
, 

2 2

2 2

1

r  

 


 
, а також розклад функ-

цій (1 )v  та 
2

1  
 в ряди Тейлора в околах 1x   та 1r   від-

повідно, отримаємо задачі для знаходження примежових функцій, 

аналогічно до [27]: 

 

2

* 2
( , ) (1) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

i i i

i i i

d П t v П t t

П t t П t
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2

1 1 1 2

1
( , ) ( , ) (1) ( , ) (1) ( , )

2
i i i it П t v П t v П t

t
       

 
  

  
    

  
  

( )

0... ( 1) (1) ( , )i i iv П t 



  


, 0 ( , ) 0t    при 1, 1i n  , 

( ) (1, )i it C t    при 0,i n ,  1( ) 0n t   ; 

2
*

2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

i i i

i i i

F x t d F x t x t
t

F x F x t x t F x t


    


  




  
 

 


   
 

 

0 ( , , ) 0x t   , 
2

* 1

1 2

( , , ) 2 ( , , )
i

m

i m
i

m

x t d F x t   








 


  при 1, 1i n  , 

( , ) ( ( , ) ( , ))i i ix t k C x t П x t    при 0,i n , 1 1( , ) ( ( , ))n nx t k П x t   ; 

 

2 2 1
* 1

2 1 12
12 2 2

1 1 1

2 2 2

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) 0, ( , , ) 0.

i
m

m
i i i

m

i i i

F x t d F x t F x t
t

F x F x t F x t



    


 





  


  


   
 

 


   
 



 

Розв’язки поставлених вище задач з точністю 2( )O   отрима-

но у вигляді: 

( , , ) 0iU x r t  ,  0,1i  ;  
* 1 1

10

1

( ( ( )), ( ),
( , )

0 , ( ),

t
C f x t f x

C x t

t f x

 





 


 

 

1 1

1
1

01

1

1 1

1 1 10

( ( ( ) ( )), )

, ( ),
( )( , )

1
( , ( ( ))) , ( );

z

t

t
u f x f x x

dx t f x
v xC x t

t t
u t f f x dt t f x
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 0

x
dx

f x
v x

  ,  1f x  – функція, обернена до функції  f x ; 

*

(1)

1

0 * 0( , ) (1, ) (1)

v

dП t d C t v e











, 

*

(1) 2
1 0 *

1 2

*

(1, )
( , ) (1) ( (1) ( )

2 (1) (1)

v

d C t d
П t v e v

d v v

  





 

   


 

2
1 0 *

1

(1, )
(1) ( ))

(1)

C t d
v

t v
 



 
 

 
, 

* * * *

(1) (1) (1) (1)

4 3 2

2 1 2 3 4 5( , )

v v v v

d d d dП t e s e s e s e s s
   

    
   

     , 

де 
2

0
1 3

*

( (1))

(1)

Cv
s

v d 

 



, 01

2

** *

(1) (1)
( 1)

(1)2 (1) 3 (1)

Cv v
s

v dv d v d





  
   


 

2

01

2 2

*

(1)

6 (1)

Cv

tv d





 


 
, 

2

0 01
3 2 3

* *

2 (1)3 (1) (1)
( 1)

(1) 2 (1) (1)

C Cvv v
s

tv d v v d



 

   
   

  
 

32

01

3 2

*2 (1)

C

v d t








 
, 

2 32

0 01 1
4 4 3 2

5 (1) 1
( 1)

(1)(1) (1)

C Cv
s

t vv v t

 

 

  
   

   
, 

* *

(1) (1)

0 0* 1 *
5 * 4 5

(1) 5 (1)3
( )

(1) (1) (1)

v v

d dC Cv d v d
s d e e

v tv v

 

 

   
    

  
 

*

(1)32

01 *

4 2

1
( 1)

(1) (1)

v

dCd
e

v v t






 

 
. 

Поправки  /2 , ,iF x t  знайдено числовими методами, викори-

стовуючи неявні різницеві схеми [148, 149]. 

Для оцінки залишкових членів маємо задачу: 
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2
1 1 1 1

1 * 12

2 2
2 * 2 2

2 2

1

2

1
1 1

2
2

0

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ),

2
( , , , ) ( ( , , , ) ( , , , ))

( , , , ),

( ,0, ) 0, (0, , ) 0, 0,

0, ( ,

n

n n n

n n n

n

n
n n

x l

n
n

r

R x t d R x t v x R x t b x t
t xx

R x r t d R x r t R x r t
t r rr

b x r t

R
R x R t

x

R
R x

r

      

    

 

 









  
  

 

  
  

 




  








1 21, , ) ( , , ), ( , ,0, ) 0,n nt kR x t R x r  















 


 

де 1( , , )b x t   та 2 ( , , , )b x r t   – відомі функції, які є сумою добутків 

уже відомих членів рядів (4.8), (4.9), а також коефіцієнтів при   

розкладу функції (1 )v   в ряд Тейлора в околі 1x  . Вимагаючи 

достатньої гладкості та узгодженості початкових і граничних умов, 

на основі принципу типу максимуму для рівнянь в частинних похі-

дних приходимо до справедливості такого твердження: 

1 1( , , ) ( )n

nR x t O   , 2 1( , , , ) ( )n

nR x r t O   . 

Перевірку моделі на адекватність у випадку відсутності кон-

вективного перенесення проведено, зокрема, в [115, 202-205]. 

 

 
4.2. Ідентифікація параметрів нелінійних сингулярно збурених 

процесів конвективної дифузії в мікропористих середовищах 

Для описаного в п. 4.1 процесу, розглянемо обернену задачу 

ідентифікації дифузійних параметрів процесу, що описується рів-

няннями (4.1)–(4.2) з невідомими * ( )d a t  та * *( , )d a x t  за почат-
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кових та крайових умов (4.3)–(4.5), а також умов перевизначення 

[75, 76]: 

*

*

0

( , )
( ) ( )

x

C x t
a t C t

x



 

 , * *

*

( , , )
( , ) ( , )

r R

U x r t
a x t U x t

r



 

 . (4.10) 

Функції ( )a t  та * ( , )a x t , які є достатньо гладкими та обмеже-

ними функціями, відповідно характеризують швидкість протікання 

процесів дифузійного масоперенесення в міжчастинковому просто-

рі та в порах частинок і знаходяться з умов (4.2). Асимптотичне на-

ближення розв’язку задачі (4.1) –(4.5), (4.10) шукаємо у вигляді 

асимптотичних рядів (4.8), (4.9) і 

      3

0 1( ) ... ( , ),n

n na t a t a t a t R t       (4.11) 

     * * * * 4

0 1( , ) , , ... , ( , , ),n

n na x t a x t a x t a x t R x t        (4.12) 

де  ia t ,  * ,ia x t  ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних частин 

асимптотики, ( )s

nR , 2,4s   – залишкові члени [15, 16, 29-31]. 

Підставляючи (4.8), (4.9), (4.10), (4.11) в (4.1)–(4.5), та прирі-

внявши коефіцієнти при однакових степенях   отримуємо такі за-

дачі для знаходження регулярних частин асимптотики для кожного 

0,i n : 

2 ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ),

i i

i i

U x r t g x r t
t

U x r h x r







 

 

1

1 2

( ) ( , ) ( , ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i i i

i i i i

v x C x t C x t u x t
x t

C x w x C t w t


 

 
 

  

 (4.13) 

21
*

( 1 ) ( 1 )2
0

2
( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , ))

i

i m i m i m

m

g x r t a x t U x r t U x r t
r rr



   



 
 


 , 

( , ) 0ih x r   при 0i  , 0 ( , , ) 0g x r t  , 0

0 0( , ) ( , )h x r U x r , 
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21
*

( 1 ) * 1 12
0

( , ) ( ) ( , ) ( ( , , ) ( , , )
i

i m i m i i

m

u x t a t C x t d U x R t F x R t
r rx



   



  
   

 
  

1

2
1

2

( , , ))
i

F x R t
r








, 1( ) 0iw x  , 2 ( ) 0iw t   при 0i  , 0 ( , ) 0u x t  , 

1 0

0 0( ) ( )w x c x , 2

0 ( ) ( )w t c t . 

Для знаходження коефіцієнтів дифузії мікро- та макросередо-

вищ маємо рівності: 

 * 1

0 0, ( ( , , ) ( , , )) ( , )i ia x t U x R t F x R t x t
r r


 

 
 

,  

  2

0 0( (0, ) (0, )) ( )i ia t C t П t t
x x


 

 
 

, 

1 *

0 *( , ) ( , )x t q x t  , 2 *

0 *( ) ( )t c t  ,  
1

1 *

0

( , ) , ( ( , , )
i

i m i m

m

x t a x t U x R t
r









  


  

( , , ))i mF x R t
r







,  
1

2

0

( ) ( (0, ) (0, ))
i

i m i m i m

m

t a t C t П t
x x




 



 
  

 
  при 

1,i n .  

Поправки ( , )pП t  ( 0, 1p n  ) та 
2

( , , )jF x t  ( 0,2 2j n  ) 

знаходяться в результаті розв’язання таких задач: 

 

2

0 2
( ) ( , ) (1) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

p p p

p p p

a t П t v П t t

П t t П t


   


 
 

  
 



  



 

де 0 ( , ) 0t   , 0 0( ) ( , )t C l t



 


, при 1,p n , ( ) (1, )p pt C t




 


,  

2 1 ( )

1 1 2
1 1

( 1) (1)
( , ) ( , ) ( ) ( , )

!

m mp p
m

p p m p m

m m

v
t П t a t П t

t m
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 ( , )p mП t








, 
1

1 1 12
1

( , ) ( , ) ( ) ( , )
n

n n m n m

m

t П t a t П t
t

    




  



 
  

 
  

1 ( )1
*

* 1

1

( 1) (1)
( ,0, ) ( , )

!

m mn
m

n n m

m

v
d F x t П t

r m
 





 



  
 

 
 , 1( ) 0n t   ; 

*

0 /2 2 /2 /22

/2 /2 /2 /2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

j j j

j j j j

a x t F x t F x t x t
t

F x F x t x t F x t


    


  
 

 
  


   

 

 

2/2 1 /2 1
* *

2 1 2
0 02 2

2/2 1 /2 1/2
* *2

2 1 2
0 02 2

2
( , , ) ( , , ),

,
( , , )

2
( , , ) ( , , ),

,

j j

m j m m j
m

m m

j j j

m j m m j
m

m m

a F x t a F x t

при j парне
x t

a F x t a F x t

при j непарне

 
  

 

 
  

 

 


 

 

 


 

  


 


 
  

  



 

 

 

0 ( , , ) 0x t   , 1 1

2

2
( , , ) ( , , )n

n
x t F x t  





  , 1 1( , ) ( , )n nx t kП x t   , 

0 0 0( , ) ( ( , ) ( , ))x t k C x t П x t   . 

Аналогічно до п. 4.1, отримуємо розв’язки поставлених вище 

задач у вигляді: 

0

0 0( , , ) ( , )U x r t U x r ,   

* 1 1

1

0

0 1

0 1

1

( ( ( )), ( ),

( , )

( ( ( ) )) , ( ),

t
C f x t f x

C x t
t

C f f x t f x

 








 




 


 

 
*

*
0

0

( )

( (0, ))x

c t
a t

C t



,  

*
* *
0

0

( , )
,

( ( , , ))r

U x t
a x t

U x R t



, 
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0

(1)

( )1

0 0 0( , ) ( ) (1, ) (1)

v

a t
П t a t C t v e












,  

2
*

1 0 02

2 0

1 2
( , , ) ( , )( ( , , ) ( , , ))

t

q x r t a x t U x r t U x r t dt
r rr
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1 1

1
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01

1

1 1

1 1 10

( , ( ( ) ( )))
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1
( ( ( )), ) , ( ),

z

t

t
u x f x f x

dx t f x
v xC x t

t t
u f f x t dt t f x







  




 

 


   







 

 
 0 1

1

0

( (0, ))

( (0, ))

x

x

a t C t
a t

C t


 


,  

 *

0 1*

1

0

, ( ( , , ))
,

( ( , , ))

a x t U x R t
a x t

U x R t
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0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

1 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( )

v l v l v l

a t a t a t
П t t e t e t e

  

     
  

   , 

де 
2

1 0 0 1 0 0
1 1 2 2

0
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( ) ( , ) (

( ) ( )( ) ( )
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ta t v l a t
t

v l v l




 
    

2

1 0 1 01
0 02 2

00

( ) ( )( )
) ( , ) ( , )

( )( ) ( )

ta t a ta t
C l t C l t

a t ta t v l

 

 

  
  

  
, 

3 0

( )
( ) ( , )

2 ( )

v l
t C l t

v l




 



. 

Легко бачити, що 0

( )
1

( )

2

0

( , ) ( ) , 1, 1,

v l

a t
П t t e n

 





   
 



     де 

всі   визначаються через ( )h h   та граничні умови. 

Поправки  
2

, ,jF x t  ( 0,4j  ) та задачі для оцінки залишко-

вих членів отримуються аналогічно до п. 4.1. 
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У випадку, коли невідомими є функція адсорбційної рівнова-

ги *

* ( )d d t  та коефіцієнт впливу дифузії в пористих частинках на 

дифузію в міжчастинковому просторі ( )k k t  при наявності умов 

перевизначення: 

*

*

0

( ) ( , , ) ( )

l

d t U x R t dx D t , *

*

0

( ) ( , ) ( )

l

k t C x t dx K t , (4.14) 

розв’язок задачі з точністю 1( )nO    шукаємо у вигляді асимптотич-

них рядів (4.8), (4.9) та 

  3

0

( ) ( , ),
n

i

i n

i

d t d t R t 


   (4.15) 

  4

0

( ) ( , )
n

i

i n

i

k t k t R t 


  . (4.16) 

Після виконання процедури підстановки та прирівнювання, 

отримаємо задачі (4.13), де 0 ( , , ) 0g x r t  , 0

0 0( , ) ( , )h x r U x r , 

0 ( , ) 0u x t  , 1 0

0 0( ) ( )w x C x , 2

0 ( ) ( )w t C t , ( , ) 0ih x r  , 

2
*

1 12

2
( , , ) ( ( , , ) ( , , ))i i ig x r t d U x r t U x r t

r rr
 

 
 


, 

2 1

* 1 1 12
0

( , ) ( , ) ( )( ( , , ) ( , , )
i

i i m i m i m

m

u x t d C x t d t U x R t F x R t
r rx



    



  
   

 


 

1

2
1

2

( , , ))
i m

F x R t
r


 





, 1( ) 0iw x  , 2 ( ) 0iw t   при 1,i n .  

Коефіцієнт внутрішньочастинкового дифузійного перенесеня 

на міжчастинковий та функцію адсорбційної рівноваги знаходимо в 

процесі розв’язання наступних задач, що отримуються шляхом під-

становки рядів (4.8), (4.9), (4.15), (4.16) в (4.14) прирівнювання ко-

ефіцієнтів при однакових степенях : 
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1 1

2
0 0 1

0 2

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, )) ( )i id t U x R t F x t F x t dx t    ,  

  0 0

0

( ( , ) ( , )) ( )

l

i ik t C x t П t dx t   ; 

   
1 11

2
1

0 0 2

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))
i

i m i m i m
i m

m

t d t U x R t F x t F x t dx 


 
 



     , 

 
11

0 0

( ) ( ( , ) ( , ))
i

i m i m i m

m

t k t C x t П t dx 


 



    , при 1,i n , 

*

0 *( ) ( )t D t  , *

0 *( ) ( )t K t  . 

Примежові функції 
1

0

( , )
n

p

p

p

П П t 




  та 
2 2

2

0 2

( , , )

jn

j

j

F F x t 




   

будуються аналогічно до п.4.1: 

 

2

* 2
( , ) (1) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

p p p

p p p

d П t v П t t

П t t П t


   


 
 

  
 



  



 

0 ( , ) 0t   , 1 1 1( , ) ( , ) (1) ( , )p p it П t v П t
t

     


 

 
  

 
 

2 ( )

2 0

1
(1) ( , ) ... ( 1) (1) ( , )

2

i i i

iv П t v П t   
 



 
   

 
 ( 1, 1p n  ), 

( ) (1, )p pt C t



 


 ( 1,p n ), 1( ) 0n t   , 0 0( ) ( , )t C l t




 


; 

2
*

/2 2 /2 /22

/2 /2 /2 /2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), ( , , ) 0,

j j j

j j j j

d x t F x t F x t x t
t

F x F x t x t F x t


    


  
 

  
 




   
 

 

де 0 ( , , ) 0x t   , 0 0 0 0 0( , ) ( )( ( , ) ( , )) ( , , )x t k t C x t П t U x R t    , 
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* 1

/2 ( )/2

1

( , , ) 2 ( , , )
j

m

j j m

m

x t d F x t   









 


  при 0,2 2j n  , 

/2

02 2 2 2

( , ) ( )( ( , ) ( , )) ( , , )
j

j m j j j
m m

m

x t k t C x t П t U x R t 
 



   , 

1 0 1 1 1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )( ( , ) ( , ))
n

n n m n m n m

m

x t k t П t k t C x t П t       



   . 

Регулярні частини асимптотики в даному випадку будуть такі 

ж. Для примежових функцій та членів ряду (4.15)–(4.16) отримано 

такі вирази: 

*

(1)

1

0 * 0( , ) (1) (1, )

v

dП t d v C t e






 




,  
*

*
0 1

0 0

0

( )

( ( , ) ( , ))

K t
k t

C x t П t dx





,  

 
*

*
0 1 1

2
0 0 1

0 2

( )

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))

D t
d t

U x R t F x t F x t dx



 

, 

*

(1) 2
1 *

1 0 2

*

( , ) (1) ( (1) (1, )( )
2 (1) (1)

v

d d
П t v e v C t

d v v

  





 

   


 

 
2

1 *
1 0(1) (1, )( ))

(1)

d
v C t

t v
 



 
 

 
, 

 

1

0 1 1

0
1 1

0 0

0

( ) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , ))

k t C x t П t dx

k t

C x t П t dx







 







,  

 

1 1

2
0 1 1 3

0 2
1 1 1

2
0 0 1

0 2

( ) ( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))

( ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, ))

d t U x R t F x t F x t dx

d t

U x R t F x t F x t dx





 

 

 





. 
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Зауважимо, що запропонована методологія асимптотичного 

розвинення розв’язку задачі (4.6)–(4.7) та ідентифікації її парамет-

рів також може бути поширена на випадки інших співвідношень 

між параметрами   та  . 

 

 
4.3. Математичне моделювання просторових сингулярно 

збурених процесів конвективно-дифузійного масопере-несення 

в багатошарових біпористих середовищах 

Суттєво покращити показники очищення технологічних по-

токів дозволяє застосування багатошарових середовищ, кожен шар 

яких складається з різних за розміром та фізико-хімічними характе-

ристиками частинок мікропористої структури з використаням 

принципу фільтрації в напрямку спадної крупності завантаження. 

Складність теоретичного опису властивостей неоднорідних середо-

вищ з математичної точки зору пов'язана з тим, що фізичні процеси 

в таких середовищах описуються сингулярно збуреними крайовими 

задачами, коефіцієнти яких швидко змінюються на межах розділу 

різних компонентів матеріалу. Крім того, необхідно враховувати 

граничні умови на всіх поверхнях контакту, які в свою чергу також 

можуть змінюватися в процесі зовнішнього впливу. 

Розглянемо модельну задачу процесу масоперенесення за-

бруднюючих речовин у багатошаровому кусково-однорідному во-

донасиченому двопо-ристому середовищі – криволінійному пара-

лелепіпеді G ABCDA B C D   
z

, що розділяється еквіпотенціальни-

ми поверхнями j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ) на m  підобластей 

1

1 1 1 1G ABF E A B F E   
z

 (рис. 2.2.а), ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

j

j j j j j j j jG E F F E E F F E       
z

, 

1 1 ( 1) ( 1)

m

m m m mG E F CDE F C D       
z

, 2, 2j m  . Середовище харак-
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теризується різними коефіцієнтами фільтрації 

  , , , , 1,j

j x y z G j m   
z

, пористості   , , , , 1,j

j x y z G j m   
z

 і 

дифузії   , , , , 1,j

j jD D d x y z G j m    
z

 міжчастикового прос-

тору, а кожна з підобластей складається з мікрочастинок різного 

розміру ( jR – радіус мікрочастинок в j -му шарі) та структури, що 

характеризується відповідно коефіцієнтами пористості 

  * *, , , , 1,j

j x y z G j m   
z

, дифузії  * * *{ , , , j

j jD D d x y z G   
z

, 

1, }j m  в мікрочастинках та коефіцієнтами впливу внутрішньоча-

стинкового переносу на міжчастинковий 

  , , , , 1,j

j jS S s x y z G j m    
z

 і адсорбційної рівноваги 

  , , , ,j

jk k x y z G 
z

 1,j m , де j , j , jd , *

j , *

jd , js , jk  – де-

які дійсні додатні числа ( 1,j m ),   – малий параметр. Відповідна 

модельна задача в області (0, ) (0, )G R  
z

 описується системою 

рівнянь  

 
j

j

r R

j

j j j j jr t

CU
div D grad C v grad C S 





 
     ,  (4.17) 

2

* *

2

2
( )

j j j

j j

U U U
D

r r tr


  
 

 
, (4.18) 

з початковими та граничними умовами:  

  0

0
, , , ( , , )j j

t
C x y z t C x y z


 ,  1 ,ABB AC C M t

   , 
*( , )m

CDD C
C C M t

 

 ,  

**( , )j j
BCC B

C C M t
 

 , 
**( , )j j

ADD A
C C M t

 

 , ***( , )j j
ABCD

C C M t ,   

* * * *

***( , )j j
A B C D

C C M t , (4.19) 

  0

0
, , , , ( , , , )j j

t
U x y z r t q x y z r


 ,    , , , , , , ,j j j

r R
U x y z r t k C x y z t


 ,  
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0

( , , , , )
0

j

r

U x y z r t

r






 (4.20) 

і умовами узгодженості на еквіпотенціальних поверхнях j j j jE F F E   

( 1, 1j m  ): 

1
j j j jj j j j

j j E F F EE F F E
C C

    
 ,  

1

1 1

j j j j j j j j

j jj j

j n j j n j

E F F E E F F E

C C
D v C D v C

n n
     



 

    
     

       

. (4.21) 

При цьому відповідна фільтраційна задача описується рів-

няннями (4.22) з крайовими умовами (4.23) та умовами узгодженос-

ті (4.24):  

v grad   , 0div v  , (4.22) 

ABB A 
   , CDD C 

 

 , 0ADD A BCC B
n


   





, 0ABCD A B C D

n


   





, (4.23) 

j j j j j j j j
jE F F E E F F E

  
     



  , 1j j j j j j j jj n E F F E j n E F F E   
     

    . (4.24)  

Тут  , , ,jC x y z t  – концентрація забруднень в міжчастинко-

вому просторі, а  , , , ,jU x y z r t  – концентрація у внутрішньочасти-

нковому просторі в j -му шарі,   і ( , , )x y zv v v v  – відповідно потен-

ціал (квазіпотенціал) і вектор швидкості фільтрації 

( 0   

    , 2 2 2

*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v     ), 

  і   – довільні дійсні додатні числа, n  – зовнішня нормаль до 

відповідної поверхні, M  – довільна точка відповідної поверхні, 

j

nv  – нормальні складові швидкості на відповідних поверхнях роз-

ділу j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ), j

  – невідомі значення потенціалу на 
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відповідних поверхнях розділу j j j jE F F E  , 

*

* 1 2 10 ... m      

          . Всі функції, які фігурують в 

умовах (4.19) – (4.21) є достатньо гладкими та узгодженими між со-

бою вздовж ребер та кутових точок даної області, а також на повер-

хнях j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ) розділу підобластей. 

 

 

                      а)   б) 

Рис.2.2. Просторова фізична область G
z

 (а) та відповідна їй об-

ласть комплексного потенціалу wG  (б) при 3j   

 

Шляхом введення пари функцій  , ,x y z  ,  , ,x y z   

(просторово комплексно спряжених із функцією  , ,x y z ) таких, 

що grad grad grad       [18] i заміною останніх чотирьох з 

граничних умов (4.19) на умови: 0ADD A
 

 , BCC B Q
   , 

0ABCD  , A B C D Q
   

 , задача (4.22)–(4.23) замінюється більш 

загальною прямою задачею на знаходження просторового аналогу 

конформного відображення області G
z

 на відповідну область ком-
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плексного потенціалу   , , :G    
w

w    

   , 0 Q   , 

0 Q    (рис. 2.2,б), де j

  ( 1, 1j m  ), Q , Q  – невідомі па-

раметри, Q Q Q

   – повна фільтраційна витрата. Припустимо, що 

ця задача є розв’язаною [18], зокрема, знайдено поле швидкостей v  

і параметри j

  ( 1, 1j m  ), Q , *Q , Q . Здійснивши заміну змін-

них  , ,x x    ,  , ,y y    ,  , ,z z     у рівняннях (4.17), 

(4.18) та умовах (4.19)–(4.20)  отримаємо відповідну “дифузійну за-

дачу” для області w (0, ) (0, )G R   : 

2

11 12 21 22( )j j j j j j

j

v
d C b C b C b C b C    


          

2

1
j

j j j r j tr R
j

v
C s U C  

 
     , (4.25) 

* *2
j j rr j r j j td U U U

r
 

 
    

 
, (4.26) 

  0

0
, , , ( , , )j jt

C t C     

 ,   1 *( , , , ) , ,C t C t     ,  

*

*( , , )mC C t
 

 


 , **0
( , , )j jC C t


 


 , 

*

**( , , )j jQ
C C t


 


 ,  

***0
( , , )j jC C t


 


 , 

*

***( , , )j jQ
C C t


 


 , (4.27) 

  0

0
, , , , ( , , , )j jt

U r t q r     

 ,    , , , , , , ,j j jr R

U r t k C t     

 , 

0

( , , , , )
0

j

r

U r t

r

  







, (4.28) 

   , , , , , ,j jC t C t      

     ( 1, 1j m  ), 

   , , , , , ,j j j jD C t C t        

   
      

   1 1, , , , , ,j j j jD C t C t        

     
    , (4.29) 
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де         , , , , , , , , , , , ,j j jC C t C x y z t             , інші 

функції інтерпретуються аналогічно; 

  2 2 2

1,1 1,1 , , x y zb b            ,   2 2 2

1,2 1,2 , , x y zb b            , 

 2,1 2,1 , , xx yy zzb b            ,  2,2 2,2 , , xx yy zzb b            . 

Наближення розв’язку задачі (4.25)–(4.29) з точністю 1( )nO    

шукаємо у вигляді асимптотичних рядів: 

1 1

, 1, , 2, ,

0 0 0

n n n
i i i

j j i j j i j j i

i i i

C C I P I P  
 

  

            

1 2 1 2 1
/2 /2

3, , /2 , /2

0 0 0

n n n
i i i

j i j i j i

i i i

I П Р Г  
  

  

            

2 1 2 1
/2 /2

, /2 , /2 , 1

0 0

n n
i i C

j i j i j n

i i

Н E R 
 



 

     , (4.30)  

2 1

2
, , , 1

0 0

,

in n
i U

j j i j i j n

i i

U U F R 




 

     1,j m . (4.31) 

Тут , , ( , , , )j i j iC C t   ,  , , , , ,j iU r t    ( 1,j m , 0,i n ) – члени 

регулярних частин асимптотик, , , ( , , , )j i j i jP P t    ( 1, 1j m  , 

0, 1i n  ), , , 1( , , , )j i j i jP P t    ( 2,j m , 0, 1i n  ) – функції ти-

пу примежового шару в околах j 

  ( 1, 1j m  ) (поправки в 

околах поверхонь j j j jE F F E 
     ( 1, 1j m  ) розділу підобластей jG

w
 

( 1, 1j m  )) [44-46], ( , , , )i iП П t    ( 0, 1)i n   – функції типу 

примежового шару в околі    (поправки на виході фільтрацій-

ної течії),  , /2 , /2 , , ,j i j iP P t   ,  , /2 , /2 , , ,j i j iГ Г t   , 

 , /2 , /2 , , ,j i j iH H t   ,  , /2 , /2 , , ,j i j iE E t    ( 1,j m , 

0,2 1i n  ) – функції типу примежового шару відповідно в околах 
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0  , *Q  , 0  , Q  , що враховують вплив “бічних джерел 

забруднень”, ( ) /j j   

  , ( ) /j j   

   ( 1, 1j m  ), 

( ) /     , /   , *( ) /Q    , /   , 

( ) /Q     – відповідні їм регуляризуючі перетворення (роз-

тяги), , , ( , , , , )j i j i jF F t     ( 1,j m , 0,2 1i n  ) – функції типу 

примежового шару в околі jr R  ( ( ) /j jR r   ), 

, 1 , 1( , , , , )C C

j n j nR R t     , , 1 , 1( , , , , , )U U

j n j n jR R t       ( 1,j m ) – 

залишкові члени (їх оцінка встановлюється із використанням прин-

ципу максимуму), 1,1 0I  , 1, 1jI   ( 2,j m ), 2, 0mI  , 2, 1jI   

( 1, 1j m  ), 3, 1mI  , 3, 0jI   ( 1, 1j m  ). 

Підставляючи (4.30), (4.31) в (4.25)–(4.29), та прирівнявши 

коефіцієнти при однакових степенях   отримуємо для кожного та-

кі задачі для знаходження регулярних частин асимптотики: 

2
1, 1, 1

1 1,

1

1 2

1, 1, 1, 1,

( , , , ), 0, ,

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , ),

i i

i

i i i i

C Cv
g t i n

t

C u C t u t

   
 

          

 
  

 
  

 (4.32) 

2
, , 1

,

1

, ,

* *

, * ( 1) 1, * ( 1)

( , , , ) ( 2, , 0, ),

( , , ,0) ( , , ),

( , , , ) ( , , , ) ,

j i j i

j j i

j

j i j i

j i j j i j

C Cv
g t j m i n

t

C u

C t C t

   
 

     

       

 
   

 









 (4.33) 

1

,0 ( , , , ) 0jg t    , 1 0

,0 ( , , ) ( , , )j ju C      ( 1,j m ), 2

1,0 ( , , )u t    

( , , )C t  , 

2 2 22
, 1 , 1 , 11

, 1,1 1,22 2 2 2
(

j i j i j i

j i j

j

C C Cv
g d b b
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, 1 , 1 , 1/2, 1 , 1 1/2

2,1 2,2 ) ( )

j

j i j i j ij i j i

j

r R

U F FC C
b b s

r r r


 

   



   
    

    
 

( 1,j m , 1,i n ), 1

, ( , , ) 0j iu      ( 1, , 1,i n j m  ), 

2

1, ( , , ) 0iu t   ( 1,i n ); 

2

2 , ,

3

, ,

( , , , , ) ( , , , , ),

( , , , ,0) ( , , , ),

j i j i

j i j i

U r t g r t
t

U r u r

      

     





 

  (4.34) 

2

,0 ( , , , , ) 0jg r t    , 3 0

,0 ( , , , ) ( , , , )j ju r U r      , 2

, ( , , , , )j ig r t     

2

, 1 , 1*

2

2
( )

j i j i

j

U U
d

r rr

  
 


, 3

, ( , , , ) 0j iu r    , ( 1,i n , 1,j m ). 

Розв’язки цих задач отримано у вигляді:  

1,0 ( 1)

,0 0 1

0

( , , , ( , , )), ( , , ),
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , ), ( , , ),

j j j j

j

j j j

C t f t f
C t

C f f t t f

        
  

         



  



  
 

 

 

0

,0 ( , , , , ) ( , , , )j jU r t U r      , 

( 1)

1

,

2

1, ( 1)
,

1 1

,

0

( , , , ( , , ) ( , , ))

( , , )

( , , , ), ( , , ),
( , , , )

1
( ( ( , , ) , , ), , , ) ,

( , , ),

j

j i j j

j

j

j i j j
j i

t

j i j j

j

j

g f t f
d

v

C t t f
C t

g f t f t t dt

t f





        
 

  

     
  

      


  


 



  



  




 

 


  

 





  

2
*

, , 1 , 1* 2

0

1 2
( , , , , ) ( ( , , , , ) ( , , , , ))

t

j i j j i j i

j

U r t d U r t U r t dt
r rr

        


 

 
 


, 

де 

( 1)

2
( , , )

( , , )
j

j j j

d
f

v






    

  
 

   – час проходження відповідни-
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ми частинками від точки 

 ( 1) ( 1) ( 1) 1 1 ( 1) ( 1)( , , ), ( , , ), ( , , )j j j j j j jx y z E F F E          

             до 

точки  ( , , ), ( , , ), ( , , ) jx y z G         
z

 вздовж відповідної лінії 

течії ( 2,j m ), 1

jf   ( 2,j m ) – функції, обернені відповідно до jf  

( 2,j m ) відносно змінної   (такі функції існують, оскільки 

2 ( , , )v     – неперервно-диференційовна, обмежена, додатньо-

визначена функція, а j , j  ( 2,j m ) – додатньо-визначені сталі).  

Для знаходження примежових поправок ,j iП  

( 0, 1, =1, )i n j m   в околі ділянки    одержано такі задачі: 

 

     

2

3

2

4

, , , ,

, , , 0, 0, , , , , ,

iП

i

m m i

i i i

П
d g t

П t П t u t


   


      


  
  


  


 (4.35) 

де  4

0 , , , 0g t    ,      4

0 ,0, , , , , , ,mu t C t C t         , 

 
2 2

4 0 0 01 1
1 2 2 2

, , ,
( , , )

m
m m

mm

П П ПV V
g t d

tv


   

     

   
   

  
, 

   4

,, , , , ,i m iu t C t      , 

 
2 2

4

12 2 2
1

, , ,
( , , )

i
m s i s s i s

i m i m

s mm

V П V П
g t П d

tv


   

     
 




   
        

  

2 22
2 2 2 2

1,1, 2,1, 1,2, 2,2,2 2
0

i
i s i s i s i s

m s s s k

s

П П П П
d B B B B

  


       



    
        

  

( 2, 1)i n  ,  4

1 , , 0nu t   , sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB , 2,2,sB  – коефіціє-

нти при s -тих степенях   у розкладі відповідних функцій 

2 ( , , )v      , 1,1( , , )b      , 1,2 ( , , )b      , 
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2,1( , , )b      , 2,2 ( , , )b       у ряд Тейлора в околі   . 

У результаті їх послідовного розв’язання отримаємо: 

      0 0, , , , , , , ,

m

mdm

m

d
П t C t C t e




       



     , 

  4

0 0

1
, , , ( , , , )

m m

m md d

i i

m

П t e g t e d d
d

   

       
 

     
 
 
    

 , , ,iC t   ( 1,i n ), 

  4

1 1

0 0

1
, , , ( , , , )

m m

m md d

n n

m

П t e g t e d d
d

   

       


 

 
    
 
 
  . 

Для знаходження примежових поправок , , ( , , , )j i j i jP P t    

( 1, 1j m  , 0, 1i n  ) та , , 1( , , , )j i j i jP P t    ( 2,j m , 0, 1i n  ) 

в околі ділянки на поверхні розділу шарів j j j jE F F E   ( 1, 1j m  ) 

отримаємо такі задачі: 

2

, , 1,1,5 6

, 1 1 ,2 2
, ,

j i j i j ij i

j j j i j j j i

j j j j

P P PP
d g d g 

   



 

  
   

   
 

, 1,( , , , ) 0, ( , , , ) 0,
j j

j i j j i jP t P t
 

     
 

   

   , 1,0, , , 0, , , ,s i j iP t P t     

   , ,0, , , 0, , ,j j i j i

j j

d C t P t   
 

  
  

   

 

    , ,0, , , 0, , ,j j i j iC t P t        
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   1 1, 1,0, , , 0, , ,j j i j i

j j

d C t P t   
 

  

 
     

   

 

    1 1, 1,0, , , 0, , , ,( 1, 1, 1, ),j j i j iC t P t j m i n            

   

2 2

, 1 , 1 1, 1 1, 15 6

, 1 1 1 , 12 2

, 1 1, 1

, 1 1, 1

, 1

, ,

( , , , ) 0, ( , , , ) 0,

0, , , 0, , , ,

0,

j j

j n j n j n j n

j j j n j j j n

j j j j

j n j j n j

s n j n

j j n

j

P P P P
d g d g

P t P t

P t P t

d P

 

 
   

     

   




     

   

  
 

  



   
   

   

 






   

   

, 1

1 1, 1 1,

, , 0, , ,

0, , , 0, , , ,( 1, 1),

j j n

j j i j j i

j

t P t

d P t P t j m

   

    




   











  




     




 

де 5

,0 0jg  , 6

,0 0jg  , 

2

,05

,1 2
(

( , , )

j j

j j

j

P
g

tv




  




 


 

2

,0 ,0,1 ,1

2 2
)

j jj j

j

jj j j

P PV V
d

  

 
 

 
, 

2

1 1,05

,1 12
(

( , , )

j j

j j

j

P
g

tv




  

 






 


 

2

,0 ,0,1 ,1

1 2 2
11

)
j jj j

j

jj j j

P PV V
d

  




 
 

 
, 

2

, 15

, 2 ( , , )

j j i

j i j

j

P
g

tv




  







 
 

 

 

2 22
, , , 2, ,

1,1, , 2,1, ,2 2
1 0

i i
j i s j i s j i sj s j s

j j j s j s

s sjj j j j

P P PV V
d d B B

   


   

 

    
      

     
   

2

, 2 , 2 , 2

1,2, , 2,2, ,2

j i s j i s j i s

j s j s

P P P
B B

 

     
  
   
  

, 

2

16

, 2 ( , , )

j

j i

j

g
v
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1,1, 1 , 1, ,

1 2 2
1 11

i
j i sj i j s j i s j s

j j

s jj j j

PP V P V
d

t


  

    



 

   
     
     

   

2
1, 2 1, 2 1, 2

1,1, , 2,1, , 1,2, ,2 2
0

i
j i s j i s j i s

j j s j s j s

s

P P P
d B B B

 


        



   
   

  




1, 2

2,2, ,

j i s

j s

P
B



  


 


 ( 2, 1j m  , 1, 1i n  ), ,j sV , ,j sV , 1,1, ,j sB , 1,1, ,j sB , 

1,2, ,j sB , 1,2, ,j sB , 2,1, ,j sB , 2,1, ,j sB , 2,2, ,j sB , 2,2, ,j sB  ( 1, 1j m  ) – коефіціє-

нти при s -тих степенях   у розкладах функцій 2 ( , , )j jv     

   , 

2 ( , , )j jv     

   , 1,1( , , )j jb     

   , 1,1( , , )j jb     

   , 

1,2 ( , , )j jb     

   , 1,2 ( , , )j jb     

   , 2,1( , , )j jb     

   , 

2,1( , , )j jb     

   , 2,2 ( , , )j jb     

   , 2,2 ( , , )j jb     

    у 

ряд Тейлора відповідно в околі j 

  ( 1, 1j m  ). 

Розв’язки відповідних задач мають наступний вигляд: 

 
 

 ,0 1 1,0

1

1
, , , 0, , ,

2
j j j j

j j j

P t d C t    
  

 




 

 

 

     ,0 ,0 1 1,00, , , 0, , , 0, , ,

j
j

jd

j j j j j j

j

d C t C t C t e




       


 

 


   

 

 

( 1, 1j m  ), 

   
 ,0 1 ,0

1 1

1
, , , 0, , ,

2
j j j j

j j j

P t d C t    
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     1 1,0 1 1,0 ,0

1

0, , , 0, , , 0, , ,j j j j j j

j

d C t C t C t       


   




   

 

 

1
j

j
jd

e


 

 ( 2,j m ), 

  5

, ,

10 0

1 1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j i j j i

j j j

P t e g t e d d
d

   

       
 





 
   
  
 
   

   , 1 1,0, , , 0, , ,j j i j j i

j j

d C t d C t   
 

 

  
  
  

 

   , 1 1,0, , , 0, , ,j j i j j iC t C t         ( 1, 1j m  , 1,i n ), 

 
1

6

, 1 ,

10 0

1 1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j i j j i

j j j

P t e g t e d d
d

   

       
 

 





 
   
  
 
   

   1 1, ,

1 1

0, , , 0, , ,j j i j j i

j j

d C t d C t   
 

 

 

  
  
  

 

   1 1, ,0, , , 0, , ,j j i j j iC t C t         ( 2,j m , 1,i n ), 

  5

, 1 , 1

0 0

1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j n j j n

j

P t e g t e d d
d

   

       


 

 
 
 
 
   

( 1, 1j m  ), 

 
1

6

, 1 1 , 1

0 0

1
, , , ( , , , )

j jj

j jd d

j n j j n

j

P t e g t e d d
d

   

       
 

  

 
 
 
 
   ( 2,j m ). 

Для врахування впливу бічних джерел забруднення будуємо 

поправки  , /2 , , ,j iP t   ,  ( , /2) , , ,j iГ t   , ( , /2) ( , , , )j iH t   , 

( , /2) ( , , , )j iE t    ( 1,j m 0,2 1i n  ): 
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2

, ,2 7

1,1 ,2

7

, , ,

,0, ,0, , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ),

j i j i

j j i

j i j i j i

P P
b d v g t

P t P t u t


      


      


  
  

  


 (4.28) 

     
2

,, 2 8

1,1 * * ,2

8

, , ,

, , , , , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ),

j ij i

j j i

j i j i j i

ГГ
b Q d v Q g t

Г t Г t u t


      


      


 
  

  


 (4.29) 

     
2

, ,2 9

1,2 ,2

9

, , ,

, ,0 , ,0 , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ),

j i j i

j j i

j i j i j i

H H
b d v g t

H t H t u t


      


      


  
  

  


 (4.30) 

     
2

,,* 2 * 10

1,2 ,2

10

, , ,

, , , , , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ),

j ij i

j j i

j i j i j i

EE
b Q d v Q g t

E t E t u t


      


      


 
  

  


 (4.31) 

де,  
2

,0 ,0 ,07

1 1 1 12
, 11, 21,
2 2 2 2

, , ,
j j j

j j
j

P P P
g t V B d B d  

 

  
  

 
,  7

,
2

, , ,i
j

g t      

2

,( )/2 ,( )/2 ,( )/2

2
1,1, 2,1,

1 12 2 2

i i
j i s j i s j i s

i j i i

s s

P P P
V d B B

 

  

 

    
    

   
   

2 22 2 2
,( )/2 1 ,( )/2 1 ,( )/2 1

2 2
1,2, 2,2,

0 0 02 2 2

i i i
j i s j i s j i s

i i i

s s s

P P P
V B B

 

  
     

  

   
     
     

( 2,2 1i n  ) ,  7

,0 , , , 0jg t    , sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB  і 2,2,sB  кое-

фіцієнти при s -их степенях   в розкладі функцій 2 ( , , )v    , 

1,1( , , )b    , 1,2 ( , , )b    , 2,1( , , )b     і 2,2( , , )b     в ряд 

Тейлора в околі  0  , 7

,0 ** ,0( , , ) ( , , ) ( ,0, , )j j ju t C t C t         

( ,0) ( ,0, , )jП t  ,  
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, ,7
2 2

,
2

( ,0, , ) ( ,0, , ),якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

i i
j j

i
j

C t П t і

u t

і i n

   

 

 


 
  

 

 8

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,0 ,0 ,08 * * *

1 1 1 12
, 1,1, 2,1,
2 2 2 2

, , ,
j j j

j j
j

Г Г Г
g t V B d B d  

 

  
  

 
,  

 
2

,( )/2 ,( )/2 ,( )/28 * * *

2
, 1,1, 2,1,

1 12 2 2 2

, , ,
i i

j i s j i s j i s

i i j i i
j

s s

Г Г Г
g t V d B B  

 

  

 

    
    

   
   

2 22 2 2
,( )/2 1 ,( )/2 1 ,( )/2 1* * *

2 2
1,2, 2,2,

0 0 02 2 2

i i i
j i s j i s j i s

i i i

s s s

Г Г Г
V B B

 

  
     

  

   
     
   , 

2,2 1i n  , *

sV , *

11,sB , *

12,sB , *

21,sB  і *

22,sB  коефіцієнти при s -их сте-

пенях   в розкладі функцій 2

*( , , )v Q   , 

1,1 *( , , )b Q   , 1,2 *( , , )b Q   , 2,1 *( , , )b Q    і 

2,2 *( , , )b Q    в ряд Тейлора в околі *Q  , 

8 ** * *

,0 ,0 ,0( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )j j j ju t C t C Q t П Q t          ,  

* *

, ,8
2 2

,
2

( , , , ) ( , , , ),якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

i i
j j

i
j

C Q t П Q t і

u t

і i n

   
 

 


 
  

 

 9

,0 , , , 0jg t    , 

 
2

,0 ,0 ,09

1 1 1 12
, 1,2, 2,2,
2 2 2 2

, , , ( )
j j j

j
j

H H H
g t V d B B  

 

  
  

 
,  

  ,( )/29

,
12 2

, , ,
i

j i s

i i
j

s

H
g t V  








 


  

2

,( )/2 ,( )/2

2
1,2, 2,2,

1 2 2

i
j i s j i s

j i i

s

H H
d B B
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2 22 2 2
,( )/2 1 ,( )/2 1 ,( )/2 1

2 2
1,1, 2,1,

0 0 02 2 2

i i i
j i s j i s j i s

i i i

s s s

H H H
V B B

 

  
     

  

   
     
   , 

2,2 1i n  , sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB  і 2,2,sB  коефіцієнти при s -их сте-

пенях   в розкладі функцій 2 ( , , )v    , 1,1( , , )b    , 

1,2( , , )b    , 2,1( , , )b     і 2,2( , , )b     в ряд Тейлора в око-

лі 0  , 9

,0 *** ,0( , , ) ( , , ) ( , ,0, )j j ju t C t C t         

( ,0) ( , ,0, )jП t  ,  

, ,9
2 2

,
2

( , ,0, ) ( , ,0, ),якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

i i
j j

i
j

C t П t і

u t

і i n

   

 

 


 
  

 

 10

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,0 ,0 ,010 * * *

1 1 1 12
, 1,2, 2,2,
2 2 2 2

, , , ( )
j j j

j
j

E E E
g t V d B B  

 

  
  

 
, 

 
2

,( )/2 ,( )/2 ,( )/210 * * *

2
, 1,2, 2,2,

1 12 2 2 2

, , ,
i i

j i s j i s j i s

i i j i i
j

s s

E E E
g t V d B B  

 

  

 

    
    

   
   

2 22 2
,( )/2 1 ,( )/2 1* *

2 2
1,1,

0 02 2

i i
j i s j i s

i i

s s

E E
V B

 

 
   

 

 
  

 
   

2
,( )/2 1*

2,1,
0 2

i
j i s

i

s

E
B




 



 
 

 , 

2,2 1i n  , *

sV , *

1,1,sB , *

1,2,sB , *

2,1,sB  і *

2,2,sB  коефіцієнти при s -их сте-

пенях   в розкладі функцій  2 *( , , )v Q   , 

*

1,1( , , )b Q   , *

1,2 ( , , )b Q   , *

2,1( , , )b Q    і 

*

2,2 ( , , )b Q    в ряд Тейлора в околі *Q  , 

7 *** ** **

,0 ,0 ,0( , , ) ( , , ( , , , ) ( , , , )j j j jw t C t C Q t П Q t          , 

* *

, ,10
2 2

,
2

( , , , ) ( , , , ),якщо парне,

( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1.

i i
j j

i
j

C Q t П Q t і

u t

і i n
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Для функцій , /2 ( , , , , )j iF t     отримуємо задачі: 

2
* 11

2 2
, , ,
2 2 2

11

, , ,
2 2 2

,
2

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ),

( , , , ,0) 0, ( , , ,0, ) ( , , , ),

( , , , , ) 0,

i j i i
j j j

i i i
j j j

i
j

F t d F t g t
t

F F t u t

F t



            


         

   





  

 
 


 




 
 


 

де 11

,0 ( , , , , ) 0jg t     ,  

1
11 *

1
, ,

12 2

2
( , , , , ) ( , , , , )

si

i j is
j j

s

g t d F t
R


       













 ,  

1, 2, 3,
, , , ,
2 2 2 2

11

, , , , ,
2 2 2 2 2

, , , ,
2 2 2 2

(

( , , , ) ), якщо парне;

( ),якщо непарне;

j i j i j i j i
j j j j

i i i i i
j j j j j

j i i i i
j j j j

k C I P I P I П

u t P Г H E i

k P Г H E i

  


   




    

   


 

11

, 1 1, 2, 3,
, , , , , , ,
2 2 2 2 2 2 2

( , , , ) ( ).j n j j i j i j i i i i i
j j j j j j j

u t k I P I P I П P Г H E           

Застосована методика “розщеплення” вихідної задачі та конс-

трукція побудови розв’язку шляхом доповнення розв’язку відпові-

дної виродженої задачі різними поправками, зокрема поправками в 

околах поверхонь розділу шарів, дозволяє вперше отримати 

розв’язок задачі (4.17)–(4.20)  із наперед заданою точністю. 
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4.4. Результати комп’ютерного моделювання сингулярно 

збуреного процесу конвективно-дифузійного масопере-несенння 

в мікропористому середовищі 

В якості технічного об’єкта для комп’ютерного моделювання 

процесу, описаного в п. 4.1, вибрано каркасно-засипний фільтр до-

вжиною 1l м , із засипкою частинок мікропористої структури ро-

зміром 510R м . Комп’ютерне моделювання проволилось при на-

ступних параметрах: 1010  , 2

* 1 /d м год , * 21 /d м год , 

*

* 0.3 /d м год , 1 0.7  , 2 0.8  , ( ) 1 /v x м год , 0.8k  , 

*

0.005cos((15 ) 0.005), /15,
( )

0.01, /15.

t t
C t

t

 



  
 


 

  
а)  
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б) 

Рис.4.3.Розподіл концентрації в мікрочастинках 

 

На рис. 4.3,а зображено розподіл концентрації забруднюючої 

речовини в мікропористій частинці в моменти часу 0.5t год , 

0.6t год , 0.8t год , 1t год , 1.8t год  (криві 1-5 відповідно) з 

центром в точці з координатою 0.2x  . Ці ж результати відображе-

но на рис.4.3,б  при 0.6x  . 

Розподіл концентрації забруднюючої речовини в міжчастин-

ковому просторі відображено на рис. 4.4. Так, крива 1 відповідає 

конвективній складовій розв’язку, тобто без врахування адсорбції 

мікропористими частинками, а криві 2, 3, 4 – розв’язку ( , )C x t  в 

моменти часу 0.9t год , 1t год , 1.5t год . Як показав експери-

мент, очищення відбувається до певного моменту часу (забруднен-

ня мікропористих частинок). При заданих умовах це 0.9t год , пі-

сля чого починає знижуватись інтенсивність очищення, хоча часин-

ки ще не є повністю забруднені. Максимальне відхилення розрахо-

ваного значення концентрації на виході фільтра при заданих умовах 
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з врахуванням адсорбції складає 14 %.  

     
Рис.4.4. Розподіл концентрації забруднюючої речовини в міжчас-

тинковому просторі 

  

Рис. 4.5. Вплив коефіцієнта адсорбційної рівноваги на розподіл кон-

центрації забруднюючої речовини в частинці при різних значеннях коефі-

цієнта масообміну 
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На рис. 4.5  зображено розподіл концентрації забруднюючої 

речовини в мікропористій частинці з координатою 0.2x   в момент 

часу 0.5t   при 1 0.8k  , 2 0.6k  , 3 0.4k  , 4 0.2k   (криві 1-4 від-

повідно). 

 Ідентифіковані в п. 4.2 значення коефіцієнтів дифузії в мак-

ро- та мікросередовищах зображено на рис.4.6. Так, на рис. 4.6,а 

наведено графік  0a t , а на рис. 4.6,б – графік  *

0 ,a x t  в мікропорах 

з координатами 0x  , 0.57x  , 0.86x  , 1x   (криві 1-4 відповід-

но). 

 

а) 

 

 б)  

Рис.4.6. Ідентифіковані  коефіцієнти дифузії макро- (а) та мікросере-

довища (б) 
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Рис. 4.7. Значення функції адсорбційної рівноваги 

 

 

Рис.4.8.Значення коефіцієнта впливу внутрішньочастинкового пе-

реносу на міжчастинковий 

 

На рис. 4.7 зображено графік шуканої функції адсорбційної 

рівноваги при *

* ( )K t . Зокрема крива 1 відповідає функції 

0 1( ) ( ) ( )k t k t k t   при * 2
*1( ) 0.3

t

K t e , крива 2 – при 

*

*2

3
( ) 0.4 0.3sin(0.7 )

8
K t t


   , крива 3 – при *

*3( ) 0.4 0.1K t t  . 

Результат ідентифікації коефіцієнта впливу внутрішньочас-
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тинкового дифузійного переносу на міжчастинковий при різних 

значеннях *

* ( )D t  зображено на рис.4.8. Зокрема крива 1 відповідає 

функції 0 1( ) ( ) ( )d t d t d t   при *

*1( ) 1D t  , крива 2 – 

*

*2( ) 0.1 0.05ln( 1)D t t   , крива 3 – *

*3

1
( )

5

t
D t


 , крива 4 – 

*

*4 ( ) 0.5sin( )D t t . 

Для проведення комп’ютерного моделювання процесу масо-

перенесення забруднюючих речовин у двошаровому кусково-

однорідному двопористому середовищі (п. 4.3), що характеризуєть-

ся різними коефіцієнтами фільтрації, пористості і дифузії та ін. ви-

користано ідеальний фільтраційний фон для області G
z

, обмеженої 

поверхнями 2 2 2

1( , , ) ( 20.9582786) 8822.56088033f x y z x y z     , 

2 ( , , )f x y z 2 2 2( 420.9582786) 8822.56088033x y z     , 

2 2

3( , , ) ( 200)f x y z x z   2( 615.536707) 418885.4382y   , 

2 2 2

4( , , ) ( 200) ( 615.53670744) 418885.4382f x y z x y z      , 

2 2 2 2

5 6( , , ) ( , , ) 160000 ( ( 400) )f x y z f x y z y x x y z        

2932548.33996z , вибрано положення поверхні розділу EFF E  : 

2 2 2( , , ) ( 2604.7602859) 7826680.261098f x y z x y z       [18]. При 

цьому перша підобласть складається з мікрочастинок радіусом 

4

1 10R м , а друга – з  частинок  радіусом 5

2 5 10R м   і розгля-

нуто два випадки різного задання відповідних коефіцієнтів:  

1) 1 0.45 /м добу  , 2 0.3 /м добу  , 1 0.7  , 2 0.5  , 

2

1 0.008 /D м добу , 2

2 0.005 /D м добу , *

1 0.37  , *

2 0.48  , 

1 0.8k  , 2 0.95k  , * 7 2

1 8 10 /D м добу  , * 7 2

2 6 10 /D м добу  , 

1 0.005 /S м добу , 2 0.004 /S м добу ; 

2) 1 0.45 /м добу  , 1 0.375 /м добу  , 1 0.7  , 2 0.6  , 
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2

1 0.008 /D м добу , 2

2 0.007 /D м добу , *

1 0.5  , *

2 0.8  , 

1 0.8k  , 2 0.95k  , * 7 2

1 6 10 /D м добу  , * 7 2

2 4 10 /D м добу  , 

1 0.01 /S м добу , 2 0.008 /S м добу . 

Відповідно побудовано розрахункові динамічні сітки 1G
z
 при 

* 7.14   , * 10.2  , 2G
z

 при * 7.9   , * 9.03  , які отримані в 

залежності від вибору задання відповідних коефіцієнтів при 

1 2 20N n n   , 1 2 10n n  . Значення *  та *  вибиралися так, 

щоб середня швидкість фільтрації вздовж двошарового біпористого 

середовища серv  була приблизно рівною 1 /м добу . Також для об-

ластей jG
z

 ( 1,2j  ) знайдено фільтраційні витрати, які відповідно 

становлять: 31.91 /Q м добу  та 32.38 /Q м добу , потенціали на 

поверхнях розділу 3.06

   і 1.13

   та обчислено величини 

швидкостей фільтрації |v|  [19]. 

 

 
 а) 
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б) 

Рис. 4.9. Розподіл концентрації забруднюючої речовини вздовж лінії 

течії 4 4( , , )    для областей 
1G
z

, 
2G
z

 в моменти часу 1t доба (а) та 

15t діб (б) 

На рис. 4.9 проілюстровано вплив дифузії та адсорбції на ро-

зподіл концентрації забруднюючої речовини в міжчастинковому 

просторі. Криві 1 та 2 відповідають конвективній складовій 

*

1,0 4 4 *

0 4 4 *

2,0 4 4 *

( , , , ), ,
( , , , )

( , , , ),

C t
C t

C t

    
  

    

 
 



  для областей 1G
z
 та 2G

z
, а 

криві 1
*
 та 2

*
 – розв’язку 

*

1 4 4 *

4 4 *

2 4 4 *

( , , , ), ,
( , , , )

( , , , ),

C t
C t

C t

    
  

    

 
 



 для 

областей 1G
z
 та 2G

z
 відповідно в моменти часу 1t доба (а) та 

15t діб (б) за таких умов: 

2 2 2 2
0 0 0
1 2( , , ) ( , , ) 0.1 0.01( 1) ( )

100 50
С С tg

   
     

 
    ,  

2 2

*( , , ) 0.1 0.01 (0.02( 5 ))C t tg t       , 
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0 0
100( )2

( , , , ) ( ( ) 1) ( , , )
j

j j j

j

r R
U r k arctg C

R
     




  . 

 

 а) 

 

 б) 

Рис.4.10. Розподіл концентрації забруднюючої речовини в 

мікрочастинках  

На рис. 4.10 зображено накопичення забруднюючої речовини 

в мікропористих частинках в першому шарі  1 5 1 4, , , ,U r t    (а) та 
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в другому шарі  2 15 1 4, , , ,U r t    (б), де 5 3.39   , 15 4.52  , 

1 2.9  , 4 3.14  , 4 0  . Криві 1-3 відповідають значенням кон-

центрації забруднюючої речовини у виділених частинках в момен-

ти часу 1t доба , 15t діб , 20t діб  в першому випадку задання 

коефіцієнтів (область 1G
z
), а криві 1

*
-3

*
 – в другому (область 2G

z
). 

 

 а) 

 

 б) 

Рис. 4.11. Залежність розподілу концентрації забруднюючої 

речовини в міжчастинковому просторі від фізичних властивостей 

частинок 
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Вплив фізико-хімічних характеристик мікропористих части-

нок на розподіл концентрації забруднюючої речовини в області 1G
z
 

проілюстровано на рис. 4.11. Зокрема досліджено вплив коефіцієн-

та впливу внутрішньо-частинкового переносу на міжчастинковий в 

першій підобласті 1S  (рис.4.11,а)  та коефіцієнта адсорбційної рів-

новаги в першій підобласті 1 0.8k   (рис.4.11,б) на розподіл конце-

нтрації забруднюючої речовини у міжчастинковому просторі за та-

ких вхідних даних: 1 0.45 /м добу  , 2 0.3 /м добу  , 

1 2 0.7   , 2

1 2 0.008 /D D м добу  , * 8 2

1 10 /D м добу , 

* 6 2

2 10 /D м добу , 2 0.9k  , 2 0.005 /S м добу , * *

1 2 0.3   , 

5

1 2 10R R м  . 

Суцільна крива рис.4.11,а рис.4.11,б відповідає конвективній 

складовій процесу (відсутній вплив дифузії та адсорбції мікропори-

стими частинками), крива 1 рис.4.11,а відповідає значенню 

1 0.005S   крива 2 – 1 0.009S  , крива 3 – 1 0.012S  , а на 

рис.4.11,б крива 2 відповідає значенню 1 0.4k  , крива 2 – 1 0.65k  , 

крива 3 – 1 0.87k   вздовж лінії течії 4 4( , , )    в момент часу 

15t діб .  
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РРООЗЗДДІІЛЛ  55..  ЧЧИИССЛЛООВВОО--ААССИИММППТТООТТИИЧЧННІІ  ММЕЕТТООДДИИ  

ДДООССЛЛІІДДЖЖЕЕННННЯЯ  ППРРООЦЦЕЕССІІВВ  ББААГГААТТОО--

ККООММППООННЕЕННТТННООГГОО  ТТЕЕППЛЛООММААССООППЕЕРРЕЕННЕЕССЕЕННННЯЯ  ВВ  

ББІІППООРРИИССТТИИХХ  ССЕЕРРЕЕДДООВВИИЩЩААХХ  

Характерною особливістю виробничих стічних вод є значна 

багатокомпонентність забруднень. Проведений у роботах [68, 73, 

127, 129, 146, 196] аналіз результатів досліджень свідчить про ная-

вність складної структури взаємозалежностей різних факторів, що 

визначають процеси одно- та багатокомпонентного конвективно-

дифузійно масоперенесення в пористих та мікропористих середо-

вищах. 

Моделювання процесів тепломасоперенесення в мікропорис-

тих середовищах є перспективним напрямком досліджень стосовно 

прогнозування ефективності роботи очисних пристроїв, що поєд-

нують адсорбційні, хімічні та теплові процеси. 

 

 
5.1. Моделювання сингулярно збурених процесів конвективно-

дифузійного масоперенесення двох сортів розчинних речовин у 

мікропористих середовищах 

Нехай в біпористому середовищі відбувається процес конвек-

тивно-дифузійного багатокомпонентного масоперенесення із адсо-

рбцією розчинних речовин мікропористими частинками. Відповід-

ну модельну задачу в області (0, ) (0, )G G R   
z

, де 

G ABCDA B C D   
z

 – однорідний криволінійний паралелепіпед 

(рис. 3.1), обмежений гладкими, ортогональними між собою в куто-

вих точках та по ребрах, еквіпотенціальними поверхнями 

1{ : ( , , ) 0}ABB A f x y z   z ,  2{ : ( , , ) 0}CDD C f x y z   z  та поверх-
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нями течії 3{ : ( , , ) 0}ADD A f x y z   z , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z   z , 

5{ : ( , , ) 0}ABCD f x y z z , 6{ : ( , , ) 0}A B C D f x y z     z  опишемо 

системою диференціальних рівнянь з початковими та граничними 

умовами [22, 117]:  

1 1 2 2j j jD C D C v grad C        

1 2
1 2 1

j

j j

r R

CU U
S S

tr r
 



  
      

, =1,2j , (5.1) 

2 2
* *1 1 2 2
1 2 22 2

2 2 j

j j

UU U U U
D D

r r r r tr r
  

      
      

      
, (5.2) 

  0

0
, , , ( , , )j j

t
C x y z t C x y z


 ,    0

0
, , , , ( , , , )j j

t
U x y z r t U x y z r


 ,  (5.3) 

 ,j ABB A jC C M t
   , *( , )j j

CDD C
C C M t

 

 , **( , )j j
BCC B

C C M t
 

 , 

**( , )j j
ADD A

C C M t
 

 , ***( , )j j
ABCD

C C M t , ***( , )j j
A B C D

C C M t
   

 , 

     1 1 2 1, , , , , , , , , ,j j j
r R

U x y z r t k C x y z t k C x y z t

  ,  

0

( , , , , )
0

j

r

U x y z r t

r






, (5.4) 

v grad  , 0div v  ,  

, , 0,ABB A DCC D ADD A A D C B BCC B ADCB
n


   

           



   


  


 (5.5)  

де  , ,jC x y t  – концентрація j -го сорту забруднюючої речовини в 

міжчастинковому просторі,  , , , ,jU x y z r t  – концентрація j -го со-

рту забруднюючої речовини в мікрочастинках, jsD  та *

jsD  – коефі-

цієнти дифузії в між частинковому просторі та в мікрочастинках ві-

дповідно, jsS  – коефіцієнти впливу внутрішньочастинкового пере-
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несення на міжчастинковий ( =1,2j , =1,2s ),  jsk – коефіцієнти адсор-

бційної рівноваги,  R  – радіус мікрочастинки, 

      , , , , , , , ,x y zv v x y z v x y z v x y z  – вектор, а  , ,x y z   – потен-

ціал швидкості фільтрації ( 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )x y zv x y z v x y z v x y z    

0  , 0   

    ) в точці  , ,x y zz , M , n  – біжуча 

точка та нормаль до відповідної поверхні   – малий параметр, 

1 , 2  – коефіцієнти пористості відповідно макро- та мікросередо-

вища, 0 ( , , )jC x y z , 0 ( , , , )jU x y z r , ( , )jC M t  та інші функції, що фігу-

рують в (5.4) достатньо гладкі функції, узгоджені між собою в ку-

тових точках та по ребрах області G . 

Нехай задача (5.5) шляхом конформного відображення [18] 

wG G
z

 (або wG G
z
) є розв’язаною, зокрема, знайдено поле 

швидкості  ( , , ), ( , , ), ( , , )x y zv v x y z v x y z v x y z , де  ( , , ) :wG w      

*

* ,     Q Q 

   , Q Q 

    – відповідна G
z

 область 

комплексного потенціалу, ( , , )x y z  , ( , , )x y z   – функції те-

чії (комплексно спряжені до ( , , )x y z  ). Параметр 0

0Q Q Q   – 

потік через довільний поперечний переріз течії G
z

 ( 0Q Q Q

  , 

0Q Q Q

   – потоки через відповідні горизонтальний та верти-

кальний прошарки) знаходиться в процесі розв’язування цієї задачі. 

Тоді, здійснивши заміну змінних  , ,x x    ,  , ,y y    , 

 , ,z z    , t t  у рівнянні (5.1), (5.2) та умовах (5.3), (5.4), при-

ходимо до відповідної задачі для області wG : 

2 2 22
2

11 12 21 222 2 2
1

( )
s s s s s

js

s

C C C C C
D v b b b b
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1 22

1 2 1

j j

j j

r R

C U U C
v S S

r r t
 




    
    

    
, (5.6) 

2

1 1 1 2* *

2 1 22 2

2 2j

j j

U U U U U
D D

t r r r rr r
  

       
      

         

, (5.7) 

  0

0
, , , ( , , )j jt

C t C     

 ,   0

0
, , , , ( , , , )j jt

U r t U r     

 , (5.8) 

*
j jC C
  

 ,
*

*

j jC C
 

 , 
*

**j jQ
C C

 
 , 

*

**

j jQ
C C

 
 ,  

**
***j jQ

C C


 , 
**

***

j jQ
C C


 ,  

     1 1 2 2, , , , , , , , , ,j j jr R
U r t k C t k C t        


  , 

0

( , , , , )
0

j

r

q r t

r

  







, (5.9) 

        , , , , , , , , , , , ,j j jC C t C x y z t             ,  

        , , , , , , , , , , , , , ,j j jU U r t U x y z r t             ,  

        , , , , , , , , , , ,j jC t C x y z t               ,  

        , , , , , , , , , , ,j jC t C x y z t               ,  

        * * *, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         ,  

        * * *, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         , 

        ** ** **, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         ,  

        ** ** **, , , , , , , , , , ,j jC t C x Q y Q z Q t         ,  

        0 0, , , , , , , , , ,j jC C x y z            ,  

        0 0, , , , , , , , , , , ,j jU r U x y z r            ,  

        , , , , , , , , , ,v v v x y z             ,  
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  2 2 2

11 11 , , x y zb b          ,   2 2 2

12 12 , , x y zb b          ,  

 21 21 , , xx yy zzb b          ,  22 22 , , xx yy zzb b          . 

Розв’язок останньої одержано у вигляді асимптотичних рядів: 

   
1

( , ) ( , )

0 0

( , , , ) , , , , , ,
n n

i i

j j i j i

i i

C t C t П t          


 

      

2 1 2 1 2 1

2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
0 0 02 2 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

i i in n n

i i i
j j j

i i i

P t Г t H t           
  

  

       

2 1
12
,

( , )
0 2

( , , , ) ( , , , , ),

in

i j n
j

i

E t R t       




    (5.10) 

( , )

0

( , , , , ) ( , , , , )
n

i

j j i

i

U r t U r t      


   

2 1
22
,

( , )
0 2

( , , , , ) ( , , , , , ),

in

i j n
j

i

F t R r t        




   (5.11) 

де  , , , ,j iC t   ,  , , , , ,j iU r t    ( 0,i n ) – члени відповідних ре-

гулярних частин асимптотики,  , , ,iП t    ( 0, 1i n  ) – функції 

типу примежового шару в околі *   (поправки на виході фільт-

раційної течії із даного пласта wG ),  , /2 , , ,j iP t   ,  , /2 , , ,j iГ t   , 

, /2 ( , , , )j iH t   , , /2 ( , , , )j iE t   ,  , /2 , , ,j iF t     ( 0,2 1i n  ) – фун-

кції типу примежового шару відповідно в околах *Q  , *Q  , 

**Q  , **Q   та в околі r R , * 1( )       , 

1/2

*( )Q      , * 1/2( )Q      , 1/2

**( )Q      , 

** 1/2( )Q      , 1/2( )R r     – відповідні регуляризуючі пе-

ретворення, 1

,j nR , 2

,j nR  – залишкові члени. 

Підставляючи (5.10), (5.11) в (5.6)–(5.9), та прирівнявши ко-
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ефіцієнти при однакових степенях   отримуємо для кожного такі 

задачі для знаходження регулярних частин асимптотики: 

2 1

, 1 , ,

1 2

, , , ,

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( , , ,0) ( , , ), ( ,0, , ) ( , , ),

j i j i j i

j i j i j i j i

v C t C t g t
t

C w C t w t

            


         

 
   

  

  (5.12) 

2

2 , ,

3

, ,

( , , , , ) ( , , , , ),

( , , , ,0) ( , , , ),

j i j i

j i j i

U r t g r t
t

U r w r

      

     





 

     (5.13) 

де 1

,0 ( , , , ) 0jg t    , 1 0

,0 ( , , ) ( , , )j jw C      , 2

,0 *( , , ) ( , , )j jw t C t    , 

2 2 22
, 1 , 1 , 1 , 11 2

, 11 12 212 2 2
1

( , , , ) (
s i s i s i s i

j i js

s

C C C C
g t D v b b b  

  

   



   
    

  


 
, 1 , 1 , 1 , 1/21/2

22 ) )
s i s i s i s i

js

r R

C U F F
b S

r r r




   



   
        

, 

1

, ( , , ) 0j iw     , 2

, ( , , ) 0j iw t   , 2

,0 ( , , , , ) 0jg r t    , 

3 0

,0 ( , , , ) ( , , , )j jw r U r      ,  

2

1, 12 *

, 1 2
( , , , , ) (

i

j i j

U
g r t D

r
  


 


 

1, 1 , 1 2, 1*

2

2 2
) ( )

i s i i

j

U U U
D

r r r r r

    
  

  
, 3

, ( , , ) 0j iw r   , ( 1,i n , 

1,2j  ). 

Аналогічно до п. 3.3, розв’язки цих задач отримано у вигляді: 

0 1

,0

*

( ( ( , , ) ), , ), , ) , ( , , ),
( , , , )

( ( , , ), , ) , ( , , ),

j

j

j

C f f t t f
C t

C t f t f

         
  

       

  
 

 

 

0

,0 ( , , , , ) ( , , , )j jU r t U r      ,   

22
*

,1 ,02
12 0

1
( , , , , ) ( ( , , , , )

t

j js s

s

U r t D U r t
r
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,0

2
( , , , , ))sU r t dt

r r
  





, 

*

1 1

,

1 0

, 1

,

2

1
( ( ( , , ) , , ), , , ) ,

( , , ),
( , , , )

( , , , ( , , ) ( , , ))
,

( , , )

( , , ).

t

j i

j i

j i

g f f t t t dt

t f
C t

g f t f
d

v

t f





      


  
  

        


  

  




 

 

  









 

Для знаходження примежових поправок ,j iП  

( 0, 1, =1,2)i n j   в околі ділянки    одержимо такі задачі: 

 

   

2 2
,1, 2, 3

1 2 ,2 2

3

,0 , ,

, , , , 1,2,

, , , 0, 0, , , ( , , ),

j ii i

j j j i

j j i j i

ПП П
D D g t j

П t П t w t


  
 

      


  
     

  


 (5.14) 

де  3

,0 , , , 0jg t    , 3 *

,0 ,0( , , ) ( , , ) ( , , , )j j jw t C t C t        , 

  ,03 * *

,1 12 *

1
, , , ( 2 ( , , ) ( , , )

( , , )

j

j

П
g t v v

tv
          

  


  


 

2 2
,01,0 2,0

1 ,22 2
( ))

j

j j

ПП П
D D

 

 
  

 
,  3

, 2 *

1
, , ,

( , , )
j ig t

v
  

  
   

2 2
, 1 ,1, 2,

1 1 22 2
1

( ( )
i

j i j i si s i s

s j j

s

П ПП П
V D D

t


 

  



  
    

  
  

2 2 22 2
1, 2 2, 2 1, 2

11, 1 2 12, 12 2 2
0 0

( ) (
i i

i s i s i s

s j j s j

s s

П П П
B D D B D

  

 
     

  

  
   

  
   

2 2
2, 2 1, 2 2, 2

2 21, 1 22
0

) ( )
i

i s i s i s

j s j j

s

П П П
D B D D
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2
1, 2 2, 2

22, 1 2

0

( ))
i

i s i s

s j j

s

П П
B D D

 


   



 
 

 
  ( 2, 1)i n  , 3

, ( , , )j iw t    

*

,( , , ) ( , , , )j j iC t C t      ( 1, )i n , 3

, 1( , , ) 0j nw t   , sV , 11,sB , 

12,sB , 21,sB , 22,sB  – коефіцієнти при s -тих степенях   у розкладі ві-

дповідних функцій 2 ( , , )v      , 11( , , )b      , 

12 ( , , )b      , 21( , , )b      , 22 ( , , )b       у ряд Тейлора 

в околі   . 

У результаті їх послідовного розв’язання отримаємо: 

       0

1

,0 0 ,0, , , , , , , , jD

j j j jП t D C t C t e


       


   , 

  0 0

1 1

3

, ,

0 0 0

1
, , , ( , , , )j jD D

j i j i

j

П t e g t e d d
D

  

       
 

  
 
 
    

 , , , ,j iC t    ( 1,i n ), 

  0 0

1 1

3

, 1 1

0 0 0

1
, , , ( , , , )j jD D

j n n

j

П t e g t e d d
D

  

       


 

 
 
 
 
  . 

Для врахування впливу бічних джерел забруднення будуємо 

поправки  , /2 , , ,j iP t   ,  , /2 , , ,j iГ t   , , /2 ( , , , )j iH t   , 

, /2 ( , , , )j iE t    ( 0,2 1i n  ): 

     
2 2

,1, 2, 2 4

11 * 1 2 * ,2 2

4

, , ,

, , ( ) , , , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ), 1,2,

j ii i

j j j i

j i j i j i

PP P
b Q D D v Q g t

P t P t w t j


      
 

      


  
    

   


 



 241 

     
2 2

,1, 2,* 2 * 5

11 1 2 ,2 2

5

, , ,

, , ( ) , , , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , ), 1,2,

j ii i

j j j i

j i j i j i

ГГ Г
b Q D D v Q g t

Г t Г t w t j


      
 

      


  
    

   


 

     
2 2

,1, 2, 2 6

12 ** 1 2 ** ,2 2

6

, , ,

, , ( ) , , , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ), 1,2,

j ii i

j j j i

j i j i j i

HH H
b Q D D v Q g t

H t H t w t j


      
 

      


  
    

   


 

     
2 2

,1, 2,** 2 ** 7

12 1 2 ,2 2

7

, , ,

, , ( ) , , , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ), 1,2,

j ii i

j j j i

j i j i j i

EE E
b Q D D v Q g t

E t E t w t j


      
 

      


  
    

   


 

де    4

,0 , , , 0jg t    ,  
2

,04 0 0
1 1 1 12

, 11, 21,
2 2 2 2

, , ,
j

j

P P P
g t V B B  

 

  
  

 
, 

11 1, 12 2,( )i i iP D P D P  ,  
2

,( )/2 ( )/24

2
, 11,

1 12 2 2

, , ,
i i

j i s i s

i i i
j

s s

P P
g t V B  

 

 

 

 
  

 
   

2 22 2 2
( )/2 ( )/2 ( )/2 ( )/2

2 2
21, 12, 22,

0 0 02 2 2 2

i i i
i s i s i s i s

i i i i

s s s

P P P P
B V B B

  

  
   

  

   
   

  
   ,  

2,2 1i n  , 4

,0 ** ,0 * ,0 *( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )j j j jw t C t C Q t П Q t          ,   

, /2 * , /2 *4

,
2

( , , , ) ( , , , ),якщо парне,
( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

j i j i

i
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C Q t П Q t і
w t

і i n

   
 

 
 

 

 

 5
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1 1 1 12

, 11, 21,
2 2 2 2
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g t V B B  
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2 22 2 2
( )/2 ( 2 )/2 ( 2 )/2 ( 2 )/2* * * *

2 2
21, 12, 22,

0 0 02 2 2 2

i i i
i s i s i s i s

i i i i

s s s

Г Г Г Г
B V B B
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,
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7 *** ** **

,0 ,0 ,0( , , ) ( , , ( , , , ) ( , , , )j j j jw t C t C Q t П Q t          ,   

** **

, /2 , /27

,
2

( , , , ) ( , , , ),якщо парне,
( , , )

0,якщо непарне, 1,2 1,

j i j i

i
j

C Q t П Q t і
w t

і i n

   
 

 
 

 

 

sV , 11,sB , 12,sB , 21,sB , 22,sB , *

sV , *

11,sB , *

12,sB , *

21,sB ,  *

22,sB , sV , 11,sB , 

12,sB , 21,sB , 22,sB , *

sV , *

11,sB , *

12,sB , *

21,sB  і *

22,sB   коефіцієнти при s -их 

степенях   в розкладі функцій 2

*( , , )v Q   , 

11 *( , , )b Q   , 12 *( , , )b Q   , 21 *( , , )b Q   , 

22 *( , , )b Q   , 2 *( , , )v Q   , *

11( , , )b Q   , 

*

12 ( , , )b Q   , *

21( , , )b Q   , *

22 ( , , )b Q   , 

2

**( , , )v Q   , 11 **( , , )b Q   , 12 **( , , )b Q   , 

21 **( , , )b Q   , 22 **( , ,b Q    ) , 2 **( , , )v Q   , 

**

11( , , )b Q   , **

12 ( , , )b Q   , **

21( , , )b Q    і 

**

22 ( , , )b Q    в ряди Тейлора в околах  *Q  , *Q  , 

**Q   і **Q   відповідно. 

Примежові функції 
( , )

2

( , , , , )i
j

F t     знаходяться в результа-

ті розв’язання наступних  задач: 

2 2
, /2 1, /2 2, /2* * 8

2 1 22 2
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2
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, /2 , /2 , /2
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F F F
D D g

t

F F t w t

F t



 

         

   




   
  

  


 


 
 

 

де 8
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2

, /2 , /2 , /2 , /2 , /2 , /2

1

8

2,
2

, /2 , /2 , /2 , /2

1

( ),

якщо парне;
( , , , )

( ),

якщо непарне;

js s i s i s i s i s i s i

s

i
j

js s i s i s i s i

s

k C П P Г H E

j
w t

k P Г H E

j

  






    




 
   








2
8

, 1 , /2 , /2 , /2 , /2 , /2

1

( , , , ) ( ).j n js s i s i s i s i s i

s

w t k П P Г H E  



      

Слід зазначити, що при дослідженні багатокомпонентних 

процесів зазвичай використовують певні усереднені значення кое-

фіцієнтів дифузії замість матриці коефіцієнтів jsD  та *

jsD . 

 

 

5.2. Сингулярно збурені процеси багато-компонентного 

конвективно-дифузійного тепломасоперенесення в мікро-

пористих середовищах 

Процес трикомпонентного конвективно-дифузійного масопе-

реносу в середовищі частинок мікропористої структури, за умови, 

що дві речовини 1 2( , )С С  вступають у хімічну реакцію з утворенням 

третьої речовини та виділенням тепла описується системою дифе-

ренціальних рівнянь з відповідними початковими та граничними 

умовами: 

2

2
( ) ( )

j j j

j

С С С
D T v x

t xx
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1 2( ) ( )
j

j j

r R

U
K T С С S T
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, (5.15) 

2

* *

1 22

2
( ) ( )

j j j

j j

U U U
D T K T U U

t r rr
 

   
   

   

, 1,3j  , (5.16) 
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2
**

1 22
( ) ( , )

TT Ta v x Kf C C
t xx


   

 
,  (5.17) 

  0

0
, ( )j jt

C x t C x

 ,    0

0
, , ( , )j jt

U x r t U x r

 ,   0

0
, ( )

t
T x t T x


 , (5.18) 

 (0, )j jC t C t , 

1

( , )
0

j

x

C x t

x






,  (0, )T t T t , 

1

( , )
0

x

T x t
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,  (5.19)  

   , , ,j j jr R
U x r t k C x t


  ,

0

( , , )
0

j

r

U x r t

r






, (5.20) 

0 1x  , 0 r R  , 0 t  . 

Тут ( , )jC x t  – концентрація j -го сорту розчинної речовини у 

міжчастинковому просторі в точці x  в момент часу t ,  , ,jU x r t  – 

концентрація j -го сорту  розчинної речовини в точці r  мікрочас-

тинки з координатами x  в момент часу t , ( , )T x t  – температура се-

редовища, ( )K T  – швидкість хімічної реакції, j j  , 1 2 1   , 

3 1   , ( ) ( )j jD T d T  та * *( ) ( )
j jD T d T  відповідно характери-

зують швидкість протікання процесів дифузійного масоперенесен-

ня в міжчастинковому просторі та в порах частинок, а функції 

*( ) ( )j jS T S T  характеризують вплив внутрішньочастинкового ди-

фузійного перенесення на міжчастинковий, 0jk   – константи ад-

сорбційної рівноваги для кожного сорту розчинних речовин, 

a а  – коефіцієнт температуропровідності, K  характеризує шви-

дкість підвищення температури середовища внаслідок хімічної реа-

кції. Припускаємо, що мікрочастинки миттєво нагрівається чи охо-

лоджуються, тобто немає зміни температури вздовж радіуса мікро-

пористої частинки. Також вважаємо, що  функції швидкості хіміч-

ної реакції, впливу внутрішньочастинкового перенесення на міжча-

стинкове та інші, лінійно залежать від температури, тобто 
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,1 ,2( )j j jd T d T d  , * * *

,1 ,2( )j j jd T d T d  , ,1 ,2( )j j jS T S T S  ,  

1 2( )K T K T K  . Всі функції, які фігурують в умовах (5.18)–(5.20) є 

достатньо гладкими та узгодженими між собою вздовж ребер та ку-

тових точок даної області.  

Асимптотичне наближення розв’язку задачі матиме вигляд 

[24, 117, 141]: 

       ,0 ,1 , ,0( , ) , , ... , ,n

j j j j n jC x t C x t C x t C x t П t         

   1 1

,1 , 1 ,, ... , ( , , )n

j j n j nП t П t R x t    

    ,  (5.21) 

,0 ,1 ,( , , ) ( , , ) ( , , ) ... ( , , )n

j j j j nU x r t U x r t U x r t U x r t       

/2

,0 , /2( , , ) ... ( , , ) ...i

j j iF x t F x t        

1 2

, 1 ,( , , ) ( , , , )n

j n j nF x t R x r t  

  , (5.22) 

       0 1 0( , ) , , ... , ,n

nT x t T x t T x t T x t P t         

   1 3

1 1, ... , ( , , )n

n nP t P t R x t    

    ,  (5.23) 

де  , ,j iC x t ,  , , ,j iU x r t ,  ,iT x t  ( 0,i n , 1,3j  ) – члени відповід-

них регулярних частин асимптотики,  , ,j iП t ,  ,iP t   ( 0, 1i n  ) 

– функції типу примежового шару в околі 1x  ,  , /2 , ,j iF x t  

( 0,2 1i n  ) – функції типу примежового шару в околі r R , 

* 1( )       , 1/2( )R r     – відповідні регуляризуючі перет-

ворення, 1

,j nR , 2

,j nR  , 3

nR – залишкові члени.  

Після підстановки  рядів (5.21)–(5.23) в задачу (5.15)–(5.20) та 

прирівнювання коефіцієнтів при однакових степенях  ,  отримано 

такі задачі для знаходження регулярних частин асимптотики: 
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, , 1

1 ,

1 2

, , , ,

( , ) ( , )
( ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

j i j i

j i

j i j i j i j i

C x t C x t
v x g x t

x t

C x w x C t w t


  

 
 

  

    (5.24) 

, 2

2 ,

3

, ,

( , , )
( , , ),

( , ,0) ( , ),

j i

j i

j i j i

U x r t
g x r t

t

U x r w x r


 




 

     (5.25) 

3

1

3 4

( , ) ( , )
( ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i i
i

i i i i

T x t T x t
v x g x t

x t

T x w x T t w t


 

 
 

  

    (5.26) 

де 1

,0 ( , ) 0jg x t  , 1 0

,0 ( ) ( )j jw x C x , 2

,0 *( ) ( )j jw t C t , 1

,1 ,1 0( , ) (j jg x t d T   

2

,0

,2 1 0 2 1,0 2,0 ,1 0 ,22

( , )
) ( ) ( , ) ( , ) ( )

j

j j j j

C x t
d K T K C x t C x t S T S

x



     


 

1
,0 ,0 ,1/22

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )

j j j

r R

U x r t F x r t F x r t

r r r




  
  

  
,  

2 21
, 1 , 11

, ,1 ,1 0 ,22 2
1

( , ) ( , )
( , ) ( )

i
j i s j i

j i s j j j

s

C x t C x t
g x t T d d T d

x x


  



 
   

 
  

1 1 1

1 0 2 1, 2, 1 , 1,

0 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( , )
i i i s

j s i s j j s s l

s s l

K T K C x t C x t K T C x t 
   

 

  

       

1
, 1 , 1

2, 1 ,

0

( , , ) ( , , )
( , )

i
j i s j i s

i s l j s s

s

U x r t F x r t
C x t S T

r r


   

  



 
   

 


1
, 1/2 ,0 ,02

,1 0 ,2

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )

j i s j j

j j

r R

F x r t U x r t F x r t
S T S

r r r


 



   
       

, 

1
,1/22

( , , )j

r R

F x r t

r




 
  

, 1

, ( ) 0j iw x  , 2

, ( ) 0j iw t  , 2

,0 ( , , ) 0jg x r t  , 
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3 0

,0 ( , ) ( , )j jw x r U x r , 

2

,02 * *

,1 ,1 0 ,2 2

( , , ) 2
( , , ) ( )(

j

j j j

U x r t
g x r t d T d

rr


   


 

,0

1 0 2 1,0 2,0

( , , )
) ( ) ( , , ) ( , , )

j

j

U x r t
K T K U x r t U x r t

r



  


, 2

, ( , , )j ig x r t   

2 21
, 1 , 1 , 1* * *

,1 0 ,2 ,12 2
0

( , , ) ( , , ) ( , , )2
( )( ) (

i
j i j i j i s

j j j s

s

U x r t U x r t U x r t
d T d d T

r rr r


   



  
    

 
   

, 1

2 1 0 1, 1 2, 1

( , , )2
) ( ) ( , , ) ( , , )

j i s

j i i

U x r t
K K T U x r t U x r t

r r


 

 


   


 

1 1

, 2, 1 1,

0 0

( , , ) ( , , )
i i s

j s j s i s l l

s l

T K U x r t U x r t
  

  

 

  , 3

, 1,0( , ) ( , )j iw x r KC x t   

2,0 ( , )C x t , 3

0 ( , ) 0g x t  , 3 0

0 ( ) ( )w x T x , 4

0 *( ) ( )w t T t , 

 
2

3 **1
1, 2,2

( , )
( , ) ( ( , ), ( , ))i

i i i

T x t
g x t a Kf C x t C x t

x


 


, 3( ) 0iw x  , 4 ( ) 0iw t   

( 1,i n , 1,3j  ). 

Розв’язки наведених задач знайдено методом характеристик: 

0 1

,0

*

( ( ( ) )) , ( ),
( , )

( ( )) , ( ),

j

j

j

C f f x t t f x
C x t

C t f x t f x

 

 

  
 

 

 

0

,0 ( , , ) ( , )j jU x r t U x r , 2

, ,*

0

1
( , , ) ( , , ) ,

t

j i j iU x r t g x r t dt


  1,i n , 

1 1

,

0

, 1

,

2

0

1
( ( ( ) ), ) , ( ),

( , )
( , ( ) ( ))

, ( ),
( )

t

j i

j i x
j i

g f f x t t t dt t f x

C x t
g x f x t f x

dx t f x
v x
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3 1 1

0

0

3

*2

0

1
( ( ( ) ), ) ( ( ( ) )),

( ),
( , )

( , ( ) ( ))
( ( )),

( )

( ), 0, .

t

i

i x

i

g f f x t t t dt T f f x t

t f x
T x t

g x f x t f x
dx T t f x

v x

t f x i n

 




 




 


   

 

  

 

  





 

Врахувавши співвідношення 
1

( )
x  

 
 

 
, 

2 2

2 2 2

1

x  

 


 
 та 

розклавши функцію (1 )v   в ряд Тейлора в околі 1x  , одержано 

рівняння із відповідними умовами для визначення примежових фу-

нкцій  , ( 0, 1, 1,3)j iП i n j    та ( 0, 1)iP i n  : 

 

2
4

0

( , ) ( , )
(1) ( , ),

,
( ), ( , ) 0,

i i
i

i

i i

P t P t
a v g t

P t
t P t





 





 

 



  
 



  

 


 

 

2

, , 5

,1 ,2 ,

,

, ,

0

( , ) ( , )
( ( , ) ) (1) ( , ),

,
( ), ( , ) 0,

j i j i

j i j j i

j i

j i j i

П t П t
d P t d v g t

П t
t П t





 
 




 

 



  
  



  

 


 

де 4

0 ( , ) 0g t  , 
1

4 ( )1 1

0

( , ) ( , )( 1)
( , ) (1)

!

si
s si i s

i

s

P t P t
g t v

t s

 
  




  



 
  

 
  

1 1

(1, 1 ) (2, )

0 0

( , ) ( , )
i i s

i s l l

s l

KП t П t 
  

  

 

 , 
1 (1, )

( )
i

i

T t
t




 


 ( 1,i n ), 

1( ) 0n t   ,  5

0 ( , ) 0g t  , 
,05

,1 ,1 1

( , )
( , ) ( , )

j

j j

П t
g t d P t

t
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2

,0 ,0

2

( , ) ( , )
(1)

j jП t П t
v

 




 
 


, 

1
, 15

, ,1 1

0

( , )
( , ) ( , )

i
j i

j i j s

s

П t
g t d P t

t


  









  


  

2 1
, 1 , 1( )

2
0

( , ) ( , )( 1)
(1)

!

si
j i s j i ss s

s

П t П t
v

s

 





   



 
  


   

1 1

,1 0 ,1 (1, 1 ) (2, )

0 0

( ) ( , ) ( , )
i i s

j j j i s l l

s l

K P K П t П t  
  

  

 

   ( 2, 1i n  ),  

, 1

,

(1, )
( )

j i

j i

C t
t




 


   ( 0,i n ), , 1( ) 0j n t   . 

Аналогічно [14] отримуємо задачі для поправок , /2 ( , , )j iF x t : 

2

, /2 , /2* * *

,1 0 ,2 , /22

, /21

, /2 , /2 , /2

( , , ) ( , , )
( ) ( , , ),

( , , )
( , ,0) 0, ( ,0, ) ( , ), 0,

j i j i

j j j i

j i

j i j i j i

F x t F x t
d T d x t

t

F x t
F x F x t x t



 
  




 




  
  

 


   
 


 

,0 ( , , ) 0j x t   , 
,0* *

1 ,1 0 ,2
,
2

( , , )2
( , , ) ( )

j

j j
j

F x t
x t d T d

R


 




 


,  ,1( , , )j x t    

2

,1/2 ,0* * *

,1 0 ,2 ,1 1 1 0 22

( , , ) ( , , )2
( ) ( )

j j

j j j j

F x t F x t
d T d d T K T K

R

 


 

 
     

 
 

1,0 2,0( , , ) ( , , )F x t F x t  , 
, ,
2 2

, /2

( ( , ) ( , )), парне;

( , )

0, непарне.

i i
j j

j i

k C x t П x t i

x t

i





 


 

Розв’язок останньої задачі отримано за допомогою  числових 

методів, зокрема методу сіток.  

Оцінка залишкових членів проводиться аналогічно [28]  на 

основі принципу максимуму для параболічних рівнянь.   
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5.3. Математичне моделювання процесів первинної очистки 

стічних вод з використанням мікропористих частинок 

При моделюванні процесів очищення забруднених  техноло-

гічних потоків часто доводиться враховувати не лише зміну конце-

нтрації забруднюючої речовини, а й самих сорбуючих частинок, які 

конвективно переносяться в фільтраційному потоці. Нехай доміш-

кова речовина конвективно-дифузійно переноситься разом з адсор-

буючими мікропористими частинками. Відповідна модельна сингу-

лярно збурена задача конвективно-адсорбційно-дифузійного масо-

перенесення в двопористому середовищі матиме вигляд [19, 113]: 

2

1 2

0

( , , )
( ) ( )

R

c

C C C U x r t
D v x D Q dr

t x tx
 

   
  

    ,  (5.27) 

2

2 2

2
,u

U U U
D

t r rr
 

   
  

  
  (5.28) 

1 ( )
Q Q

v x
t x

 
 

 
 

, (5.29) 

  0

0,0 ( )C x C x ,   *0, ( )C t C t *( , ) ( )C l t C t ,   (5.30) 

  0

0, ,0 ( , )U x r U x r ,    *0, , ,U r t U r t , 

    , , ,U x R t kC x t , 
0

( , , ) 0r r
U x r t


  , (5.31) 

  0

0,0 ( )Q x Q x ,   *0, ( )Q t Q t , ( , ) 0x x L
Q x t


 , (5.32) 

де  ,C x t  – концентрація забруднюючої речовини в міжчастинко-

вому просторі в точці з координатою x  в момент часу t ,  , ,U x r t  

– концентрація забруднюючої речовини в мікропористих частин-

ках,  ,Q x t  – концентрація мікропористих частинок, cD  та uD  – 

коефіцієнти дифузії відповідно в міжчастинковому просторі та в 

порах частинок, ( )D Q  – коефіцієнт впливу внутрішньочастинково-
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го переносу на міжчастинковий, який залежить від об’ємної конце-

нтрації адсорбуючих частинок,  0 1  , 1 , 2  – коефіцієнти по-

ристості відповідно макро- та мікросередовищ, L  – довжина фільт-

ра. Вважаємо, що всі функції, які фігурують в умовах (5.30)–(5.32) є 

достатньо гладкими та узгодженими між собою в кутових точках 

відповідної області, а також на поверхнях частинок 

(    0 0

0 0,U x R kC x ,    * *,U R t kC t ).  

Для знаходження концентрації мікропористих частинок 

 ,Q x t  маємо задачу (5.29), (5.32), розв’язок якої знайдено у вигля-

ді:  

1 1
*

0 1 1
0

1

(( ( )), ( ),

( , )

( ( ( ) )) , ( ),

Q t f x t f x

Q x t
t

Q f f x t f x

 

 



 




 


  



 (5.33) 

де  
 0

x
dx

f x
v x

   – час проходження виділеної частинки від точки з 

координатою 0x   до точки x x ; 1f   – функція, обернена до фу-

нкції f  (зазначимо, що така функція існує, оскільки підінтегральна 

функція 1( )v x  – неперервно диференційована, обмежена, додатньо 

визначена). 

Розв’язок задач (5.27), (5.28) та (5.30), (5.31) знаходимо у ви-

гляді асимптотичних рядів:  

         0 1 0 1( , ) , , ... , , , ...n

nC x t C x t C x t C x t П t П t           

 1 1

1 , ( , , ),n

n nП t R x t  

   (5.33) 

0 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ...U x r t U x r t U x r t     

2( , , ) ( , , , )n

n nU x r t R x r t   , (5.34) 

де  ,iC x t ,  , ,iU x r t , ( 0,i n ) – члени відповідних регулярних ча-
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стин асимптотики,  ,pП t  ( 0, 1p n  ) – функції типу примежо-

вого шару в околі x L , 1( )L x      – змінна розтягу, 1( , , )nR x t   

та 2 ( , , , )nR x r t   – залишкові члени. 

Підставляючи (5.33)–(5.34) в (5.27)–(5.32), та прирівнявши 

коефіцієнти при однакових степенях  , отримуємо такі задачі для 

знаходження регулярних частин асимптотики для кожного 0,i n : 

2

2 2

1

1 2

1 2

2
( , , ) ( ( , , ) ( , , )),

( ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ,0) ( , ), ( ,0, ) 0, ( , , ) ( , ),

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

i u i i

i i i

i i i i i

i i i i

U x r t D U x r t U x r t
t r rr

v x C x t C x t g x t
x t

U x r h x r U x t U x R t h x t
r

C x w x C t w t





   
 

 
 

 
 

 
  


  

 (5.35) 

1 0

0 0( , ) ( , )h x r U x r , 1( , ) 0ih x r   при 0i  , 2 ( , ) ( , )i ih x t kC x t  при 0i  ;  

0 ( , )g x t   0

0

( , , )
( )

R
U x r t

D Q dr
t


 

 , 1 0

0 0( ) ( )w x C x , 2

0 ( ) ( )w t C t , 

2

12
( , ) ( , )i c ig x t D C x t

x



 


 ( )

r R

U
D Q

r 




, 1( ) 0iw x  , 2 ( ) 0iw t   при 

0i  . 

Алгоритм чисельного розв’язування поставленої задачі:  

1. Введемо рівномірну сітку  

  , , : , , ( );j m j j m j jx r t x j x r m r t f x      1, , 1, ,j N m M   

та зробимо наступне присвоєння: 0I  , де I  – лічильник; 

2.  Задаємо початкові умови   1

0, ( )i iC x t w x , 

  1

0, , ( , )i iU x r t h x r ; 

3.  Для кожного 1,j N : 



 254 

     3.1. Знаходимо  ( , , )i kU x r t  методом сіток з допомогою яв-

ної різницевої схеми при умові на границі 2

-1( , , ) ( , )i k i kU x R t h x t ; 

після цього, за допомогою  методу характеристик, знаходимо  

1

11 1
1

0

1

1 1

1

1 1 1 1

1

( ,( ( ) ( )))
( ( )),

( )

( ),
( , )

1
( ( ( )), ) ( ( ( ) ), ),

( ),

k

k

x

i k
i k

k

i k t

k
i i k

t

k

g x t f x f x
dx t f x

v x

t f x
C x t

tt t
g f f x t dt C f f x t

t f x

 
 



   





 



  
 


 



   









де 0 *( ) ( )k kt C t  ,  ( ) 0i kt   при 0i  . 

     3.2. Враховуємо зміщення адсорбуючих частинок за раху-

нок конвективного перенесення:  

1 1
*

1 1

1

( , ( )), ( ),

( , , )

( ( ( ) ), , ) , ( ).

k k

i k
k

i k k

U r t f x t f x

U x r t
t

U f f x r t t f x

 

 

 

 




 


  



 

4. Якщо 0I   то робимо присвоєння 1( , ) ( , )i icr x t C x t , 

1( , , ) ( , , )i iur x r t U x r t , 1I I  , 2N N , переходимо до пункту 1. 

Якщо 0I  , то 2 ( , ) ( , )i icr x t C x t , 2 ( , , ) ( , , )i iur x r t U x r t ; 

5. Якщо 1 2( , ) ( , )i icr x t cr x t    і 1 2( , , ) ( , , )i iur x r t ur x r t   , 

то 2 ( , )icr x t  – шукана концентрація забруднень в міжчастинковому 

просторі, 2 ( , , )iur x r t  – концентрація забруднень в мікрочастинках 

інакше – здійснюємо присвоєння: 1 2( , ) ( , )i icr x t cr x t , 

2 1( , , ) ( , , )i iur x r t ur x r t , 2N N . Переходимо до пункту 1. 

Функції 
1

0

( , ) ( , )
n

p

p

p

П t П t  




  призначені для усунення не-
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узгодженостей, внесених побудованими регулярними частинами 

0

( , ) ( , )
n

i

i

i

c x t c x t


  в околі ділянки x L  (виходу фільтраційної 

течії). Таким чином повинна виконуватись умова: 

   ( , ) (0, ) ( ) n

x L
C L t П t C t O 


   . Ці функції знаходимо в ре-

зультаті розв’язку наступних задач: 

 

2

2
( , ) ( ) ( , ) ( , ),

0, ( ), ( , ) 0,

c p p p

p p p

D П t v L П t t

П t t П t





   


 


  
  

  


 

2

1 1 1 2

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ...

2
p p p pt П t v l П t v l П t

t
       

 
  

  
     

  

 ( )

0( 1) ( ) ( , )p p pv l П t 



 


 при 0p  , ( ) ( , )p pt c L t    при 

0,p n , 0 ( , ) 0t   , 1( ) 0n t   . 

Розв’язавши їх, отримаємо: 

( )

1

0 0( , ) ( , ) ( ) c

v L

D

cП t D C L t v L e
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1 3
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2 32
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5.4. Результати комп’ютерного моделювання 

Для проведення комп’ютерного моделювання процесу дво-

компонентного масоперенесення забруднюючих речовин в мікро-

пористому середовищі використаний ідеальний фільтраційний фон 

для області G
z

 [18] при таких значеннях коефіцієнтів: 

0.45 /м добу  , 1 0.87  , 2 0.94  , 8 2

11 10 /D м добу , 

9 2

12 10 /D м добу , 9 2

21 10 /D м добу , 8 2

22 10 /D м добу ,  

* 7 2

11 6 10 /D м добу  , * 7 2

22 4 10 /D м добу  ,  * 12 2

12 10 /D м добу , 

* 12 2

21 10 /D м добу , 1 0.8k  , 2 0.95k  ,  а також початкових і гра-

ничних умовах: 0 0

1 2( , , ) ( , , ) 0C C       , 0 ( , , , ) 0jU r    ,  

1*

0.02cos(5 ) 0.02, ,
5

( , , )

0.04, ,
5

t t

C t

t




 


  





 

2*

0.017cos(10 ) 0.017, ,
10

( , , )

0.034, .
10

t t

C t

t
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а) 

 

 б) 

Рис. 5.2. Розподіл концентрації першого  (а) та другого(б) сортів 

забруднюючих речовин вздовж лінії течії  ( ,1,1),0 1      в 

момент часу  5t  діб 
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 а) 

 

 б) 

Рис. 5.3. Розподіл концентрацій першого (а) та другого (б) сортів 

забруднюючих речовин в мікрочастинках 

 

На рис. 5.2 проілюстровано вплив внутрішньочастинкового 

перенесення на міжчастинкове. Криві 1 на рис. 5.2,а і рис. 5.2,б від-
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повідають конвективним складовим розв’язку 1,0 ( , , , )C t    і 

2,0 ( , , , )C t    відповідно вздовж лінії течії  ( ,1,1),0 1      в 

момент часу 5t   діб, криві 2-4  – розв’язку 

,0 ,1( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i i iC t C t C t            для першого (а) и дру-

гого (б)  сортів забруднюючих речовин відповідно в той же момент 

часу при таких значеннях коефіцієнтів впливу внутрішньочастин-

кового перенесення на міжчастинкове:  3

11 22 10 /S S м добу  , 

12 21 0 /S S м добу   (криві 2), 3

11 22 10 /S S м добу  , 
4

12 21 10 /S S м добу   (криві 3), 3

11 22 2 10 /S S м добу   , 
4

12 21 10 /S S м добу   (криві 4). 

На рис. 5.3 зображено накопичення двох сортів забруднюю-

чої речовини в мікрочастинках  1 1 1 1, , , ,U r t    (а) і 

 2 1 1 1, , , ,U r t    (б), де 1 0.02  , 1 0.1  , 1 0.1  . Криві 1-3 від-

повідають значенням концентрацій забруднюючих речовин у виді-

лених частинках в моменти часу 1t   доба, 3t  діб, 5t  діб при 

* * 4 2

11 22 10 /D D м добу  , а криві 1*-3* при 

* * 5 2

11 22 10 /D D м добу  . 

Результати комп’ютерного моделювання процесу, описаного 

в п. 5.2, зображені на рис. 5.4 – рис. 5.6. Обчислення проводились 

для середовища (фільтра) довжиною  1L м , що складається з мік-

ропористих частинок радіусом 35 10R м  , при наступних пара-

метрах процесу: 510  , 1,1 1d  2 /м добу , 1,2 0.85d  2 /м добу ,  

2,1 0.65d  2 /м добу , 2,2 0.89d  2 /м добу , 3,1 0.7d  2 /м добу , 

3,2 0.9d  2 /м добу , *

1,1 0.005d  2 /м добу , *

1,2 0.001d  2 /м добу , 

*

2,1 0.006d  2 /м добу , *

2,2 0.001d  2 /м добу , *

3,1 0.006d  2 /м добу , 

*

3,2 0.008d  2 /м добу , 1 10K   3 0/м кг добу С  , 

2 5K 
3 /м кг добу , ( ) 1v x  /м добу ,  1a   2 /м добу , 
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5K  0 6 2/С м кг добу  , 0.7  , * 0.8  , 1 0.6k  , 2 0.4k  , 

3 1k  , 0 ( ) 0jC x  3/кг м , 0 ( , ) 0jU x r   3/кг м , 0 0( ) 10T x С , 

3*( ) 0C t 
3/кг м , 1*

0.003(1 cos(5 )), / 5,
( )

0.006 , / 5,

t t
C t

t

 

 

  
 


 

2*

0.0425(1 cos(10 )), /10,
( )

0.085 , /10.

t t
C t

t

 

 

  



  

 
Рис.5.4. Розподіл концентрації речовини, що утворюється в ре-

зультаті хімічної реакції 

 

На рис. 5.4 зображено розподіл концентрації 3( , )C x t  речови-

ни, що утворюється внаслідок реакції між забруднюючими речови-

нами 1( , )C x t  та 2 ( , )C x t  в моменти часу 0.4t  доби , 0.6t  доби , 

0.8t  доби , 1t    доба (криві 1-4 відповідно).  
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Рис.5.5. Розподіл концентрації забруднюючої речовини в міжчас-

тинковому просторі 

 

На рис. 5.5 показано ефект від хімічної реакції та адсорбції 

мікрочастинками, а саме наведені графіки розподілу концентрації 

забруднюючої речовини 1( , )C x t за умови відсутності масообміну 

(крива 1), за умови протікання хімічної реакції (крива 2) та за умови 

і протікання реакції і адсорбції мікрочастинками (крива 3). 

На рис. 5.6 проілюстровано зростання температури в міжчас-

тинковому середовищі внаслідок  хімічної реакції в моменти часу 

0.2t  , 0.5t  ,  1t    (криві 1 – 3 відповідно).  

Для процесу первинної очистки забрудненого потоку з використан-

ня мікрочастинок (п. 5.3) в середовищі довжиною 1L м , яке в по-

чатковий момент часу 0t год заповнене адсорбуючими частинка-

ми радіусом 510R м  з концентрацією 0

0 ( ) 0.5Q x   3/кг м  при 

сталій швидкості конвективного перенесення ( ) 1 /v x м год . Поча-

тковий розподіл забруднення в міжчастинковому середовищі та в 
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порах частинок відповідно дорівнюють 0

0 ( ) 0.1C x   та 

0 0

0 0

2
( , ) (1 100 ) ( )

r R
U x r arctg kC x

R


   3/кг м . На вході в область  

маємо 0

* 0 *

2
( , ) ( , ) (1 100 ) ( )

r R
U r t U x r arctg kC t

R


    3/кг м , 

*( ) 0.1C t   3/кг м , *( ) 0.5Q t 
3/кг м . Комп’ютерний експеримент 

проводився при таких значеннях коефіцієнтів системи (1)-(6): 

1 0.8  , 2 0.7  , 0.9cD 
2 /м год , 0.01qD  2 /м год , 1k  , 

1  . 

 
Рис.5.6. Розподіл температури в міжчастинковому  просторі 

 

На рис. 5.7. наведено графіки розподілу концентрації забруд-

нюючої речовини в міжчастинковому просторі в моменти часу 

1 0t  , 2 0.048t  , 3 0.128t  , 4 0.256t  , 5 0.32t  , 6 0.48t  , 7 0.8t    

(криві 1–7 відповідно).   
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Рис.5.7. Розподіл концентрації забруднюючої речовини  ( , )C x t  у 

різні моменти часу t .  

 

Рис.5.8. Вплив концентрації адсорбуючих мікрочастинок на розпо-

діл забруднюючої речовини ( , )C x t  при 0.8t  год  

 

Як показав експеримент при 0.8t год  процес стабілізується, 
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тому для подальшого зменшення концентрації забруднюючої речо-

вини в середовищі доцільним є збільшення концентрації адсорбую-

чих мікрочастинок, що подаються на вході. Залежність розподілу 

концентрації шкідливих домішок від кількості мікропористих час-

тинок, що адсорбують забруднення зображено на рис. 5.8. Так, кри-

ва 1 відображає розподіл ( , )C x t при 4( ) 10D Q  , крива 2 – при 

4( ) 2 10D Q   , крива 3 – при 4( ) 5 10D Q   , крива 4 – при 

5( ) 10D Q  . 
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